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OZET

Esnek kiime teorisi bazi belirsizliklerle basa ¢ikmak i¢cin matematiksel bir ara¢ olarak
Molodtsov tarafindan ortaya atildi. Ayrica, ¢oklu kiime teorisi klasik kiime teorisine yeni bir

yaklagim getirmistir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak esnek kiime ve c¢oklu kiime kavramlari tanitildi. Bu

kavramlarm bir ¢ok matematiksel yapis1 hatirlatildi

Daha sonra esnek kiimeler ile ¢oklu kiimelerin birlesimi olan esnek ¢oklu kiime kavrami
tanimlandi. Bu kavramin bir ¢ok matematiksel yapisi incelendi. Sonrasinda iki esnek ¢oklu

kiime arasinda esnek ¢oklu fonksiyon yapisi tanimlandi.

Son olarak esnek coklu kiimeler ilizerine esnek ¢oklu topoloji yapist kuruldu. Esnek coklu
topoloji lizerinde bir ¢ok topolojik yapi tanimlandiktan sonra bu yapilarin temel tanim ve

teoremleri incelendi.

Anahtar Kelimeler: Esnek coklu kiime; esnek ¢oklu fonksiyon; esnek ¢oklu topoloji; esnek
coklu acik kiime; esnek coklu siirekli fonksiyon; esnek ¢oklu ayirma aksiyomlari; esnek ¢oklu

kompakt uzay; esnek ¢oklu baglantili uzay.
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ABSTRACT

The soft set theory was introduced by Molodtsov as a mathematical tool for dealing with
some uncertainties. In addition to multiset theory introduced a new approach to the classical

set theory.

In this work of thesis, firstly concept of soft set and concept of multiset was introduced. Then,

various mathematical structure of this concepts was recalled.

Later, the concept of soft multisets which is combining soft sets and multisets was defined.
Many mathematical structure of this concept was examined. Then, structure of soft multi

function in between two soft multiset was defined.

Finally, soft multi topology on soft multisets was defined. After many topological structure on
soft multi topology was defined, basic definition and theorems of these structures was

examined.

Keywords: Soft multiset; soft multi function; soft multi topology; soft multi open set; soft
multi continuous function; soft multi Separation axioms; soft multi compact space; soft multi

connected space.
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1.BOLUM

GIRIS

Miihendislik, saglik bilimleri, ekonomi, c¢evresel problemlerin c¢ogunda c¢esitli
belirsizlikler mevcuttur. Molodtsov tarafindan ortaya atilan esnek kiime teorisi

belirsizliklerden bazilarinin {istesinden gelebilecegimiz matematiksel bir aractir.

Molodtsov [1] ilk caligmasinda esnek kiimeler teorisini bir fonksiyonun piiriizsiizligii,
oyun teorisi, Riemann integrali, Perron integrali ve Olcii teorisi gibi bir¢cok alana

basariyla uygulamistir.

Molodtsov’un [1-2] calismalarindan sonra esnek kiimeler teorisinin diger alanlara ve
gercek hayatta karsilastigimiz problemlere uygulamalari olmustur. Maji, Roy, ve
Biswas [3] esnek kiimelere ilk uygulama olarak karar verme problemlerine en iyi nesne
secimi i¢in parametre diisiirme yontemini temel alan bir yontemle uygulamislardir.
Ayrica bu yazarlar [4] esnek kiimelerin teorik calismalarini genisletmislerdir. Chen [5]
kaba kiimelerle (rough sets) karsilastirilmasini kullanarak parametre diistirme yontemine
yeni bir yaklasim vermistir. Pei ve Miao [6] esnek kiimelerin bilgi sistemlerinin
(information systems) 6zel bir smifi oldugunu gostermistir. Esnek kiimelerin cebirsel
yapilara ilk uygulamasi esnek gruplar1 iceren calismalariyla Aktas ve Cagman [7]
tarafindan verilmistir. Shabir ve Naz [8] esnek kiimelerin topolojik yapilarint ve bu
uzaylardaki aymrma aksiyomlarini ¢alistilar. Esnek kiimeler iizerindeki topolojik
yapilarmn siireklilik, taban ve kompaktlik gibi temel kavramlar1 Aygiinoglu ve Aygiin
[9] tarafindan incelenmistir. Daha sonra Varol ve Aygiin [10] esnek kiimeler iizerinde

Hausdorff uzaymi tanimlamislardir.

Klasik kiime teorisinde kiimenin elemanlarmmin tekrarina izin verilmez. Ancak bazi

durumlarda elemanlarin tekrar1 kullanisl olabilmektedir. Eger bir kiimenin



elemanlarinin tekrarina izin verilirse bu kiime ¢oklu kiime olarak bilinir. Coklu kiimeler
giincel hayatta bilgisayar bilimleri, tip, bakancilik, mithendislik, bilgi depolama ve bilgi

analizi gibi bir ¢ok alanda kullanilabilmektedir.

Coklu kiime teorisi, Cerf, Fernandez, Gostelow ve Volausky [11] tarafindan ortaya
konulmustur. Peterson [12] ve Yager [13] coklu kiime teorisinin ilerlemesinde katki
saglamiglardir. Bu yazarlar, segme operatorii ve bulanik coklu kiimeler gibi bir ¢ok
sonu¢ ortaya koymuslardir. Bu ilerleme Jena, Ghosh ve Tripathy [14] tarafindan
sirdiiriilmiistir. Manjunath ve John [15] coklu kiime bagintisinda ilk c¢aligma
yapanlardir. Girish ve John [16] c¢oklu kiime bagntis1 ve ¢oklu kiime fonksiyonunu
tanimlamiglardir. Bu yazarlar [17] ¢oklu kiime bagmtilarmi kullanarak ¢oklu kiimeler

iizerinde topoloji ve bazi topolojik yapilarin tanimlarini vermislerdir.

Esnek kiime ve c¢oklu kiime kavramlarinmi birlestirerek esnek ¢oklu kiime kavrami ilk

olarak Babitha ve John [18] tarafindan tanimlanmaistir.

Biz bu ¢aligmada Babitha ve John nun verdigi esnek ¢oklu kiime tanimimdan daha genel
bir tanim verdik. Esnek ¢oklu kiimelerde bir ¢ok sonucu ortaya koyduk. Ayrica elde
ettigimiz esnek ¢oklu kiime iizerinde topoloji yapisini insa ettik. Bu topolojiye esnek
coklu topoloji adin1 verdik. Elde edilen bu topolojide esnek coklu acik kiime, esnek
coklu alt uzay, esnek ¢oklu baz, esnek ¢oklu ayirma aksiyomlari, esnek ¢coklu kompakt

uzay ve esnek ¢oklu baglantili uzay yapilarini ve 6zelliklerini inceledik.



2.BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, esnek kiimeler ve ¢oklu kiimeler tanitilmistir. Esnek ve coklu kiimelerin
en temel matematiksel yapisi, esnek bagmti, esnek fonksiyon, ¢oklu bagint1 ve coklu

fonksiyon kavramlar1 verilmistir.

2.1. Esnek Kiimeler

Bu bolimde Molodtsov [1] tarafindan tanimlanan esnek kiimeler ve esnek kiimeler

iizerinde tanimlanan birlesme, kesisim, alt kiime bir ¢ok yap1y1 hatirlattik.

Tamim 2.1.1 [1] U evrensel kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. P(U), U nin
kuvvet kiimesini ve A, E nin bostan farkli bir alt kiimesini gostersin. (F, A) swralt ikilisi
U tizerinde bir esnek kiime olarak adlandirilir. Burada F, F: A — P(U) seklinde bir

doniisiimdyir.

Bir baska deyisle, U lizerinde bir esnek kiime, U evrensel kiimesinin alt kiimelerini
parametrize edilmis bir ailesidir. € € A icin F(¢), (F,A) esnek kiimesinin €-yaklasik

elemanlarinin kiimesi olarak diisiiniilebilir. A¢ikca, esnek bir kiime, kiime degildir.

Ornek 2.1.2 Kabul edelim ki, U, g0z Oniine alinan sartlar altindaki evlerin kiimesi ve
E, parametrelerin kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime ya da climledir.

E = {pahali, giizel, ahsap, ucuz, bahgeli, modern, iyi durumda,

kotii durumda}

Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, pahali evler, giizel evler ve digerlerini
belirtmek anlamina gelir.

(F, E) esnek kiimesi Mr. X in satin alacagi "evlerin ¢ekiciligi" ni belirtiyor.



Kabul edelim ki, U = {hy, hy, hs, hy, hs, he} ile verilen U evreninde 6 ev olsun ve e;
‘pahalt’ parametresini, e, ‘glizel’ parametresini, e; ‘ahsap’ parametresini, e, ‘ucuz’
parametresini, es ‘bahgeli’ parametresini gostermek iizere, E = {eq, e, €3, €4, €5}
seklinde verilsin. Kabul edelim ki, F(e;) = {h,, hs}, F(e,) = {hy, h3}, F(e3) =
{hs, hy, hs}, F(ey) = {hy, hs, hs}ve F(es) = {h,} olsun. (F, E) esnek kiimesi U
kiimesinin alt kiimelerinin {F(e;), i = 1,2,3,...,8} parametrize edilmis bir ailesidir
ve bir nesnenin yaklasik tanimlarinin bir koleksiyonunu verir.

Bu nedenle, biz (F, E) esnek kiimesini agsagidaki gibi yaklagimlarin bir koleksiyonu
olarak gosterebiliriz:

(F,E) = {pahalievier = {h,, h,}, glizel evler = {hy, h3}, ahsap evler =
{h3, hy, hs}, ucuz evler = {hy, h3, hs}, bahgeli evler = {h,}}.

Tamim 2.1.3 [4] U evrensel kiimesi tizerinde (F, A) ve (G, B) iki esnek kiimesi igin
(1)A S Bve

(2) Ve € A icin F(e) ve G(e) 6zdes yaklasimlar

ise (F,A) esnek kiimesine (G,B) nin esnek alt kiimesi denir ve (F,A) c (G,B)
seklinde gosterilir. Eger (G, B), (F,A) nin esnek alt kiimesi ise (F, A) kiimesine (G, B)

nin esnek iist kiimesi denir ve (F,A) 2 (G, B) ile gosterilir.

Tanim 2.1.4 [4] Eger (F,A), (G, B) nin esnek alt kiimesi ve (G, B) de (F, A) nin esnek

alt kiimesi ise (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerine U iizerinde esnek esittir denir.

Tamm 2.1.5[4] E = {ey, e €3,..., e, } parametrelerin bir kiimesi olsun. |E ile
gosterilen DEGIL kiime 1E = { ey, ez Tes,..., 'e,}ile tanimlanir. Burada, e; =

degil e;, Vi. Burada ™ ile | farkli operatorlerdir.

Onerme 2.1.6 [4] A ve B parametre kiimeleri i¢in asagidakiler saglanir.
(1) 174) = 4,

(2)1(AUB) =]4 U B,

3)]1AnB) =]A n]B.

Tanimm 2.1.7 [4] Bir (F, A) esnek kiimesinin tiimleyeni (F, A)¢ seklinde gosterilir ve
(F,A)¢ = (F¢,]A) seklinde ifade edilir. Burada, F¢:]1A - P(U),F°(a) =U — F( "),

Va €]A ile verilen doniisimdiir.



F¢ yi F nin esnek tiimleyen fonksiyonu olarak isimlendirelim. Agikca, (F€)¢, F ile

aynidir ve ((F,A)°)¢ = (F, A) seklindedir.

Ornek 2.1.8 Ornek 2.1.2 g6z 6niine alinirsa, (F,E)¢ = { pahali olmayan evler =
{hi, hs, hs, he}, giizel olmayan evler = {h,, hy, hs, hg}, ahsap olmayan evler =
{hy, hy, hg}, ucuz olmayan evler {h,, hy, hg}, bahgeli olmayan evler =

{h,, h3, hy, hs, he}} seklinde yazilir.

Tanim 2.1.9 [4] Eger Ve € A, F(e) = 0 (bos kiime) ise U iizerinde bir (F,A) esnek

kiimesi bos esnek kiime olarak isimlendirilir ve @ ile gosterilir

Tanim 2.1.10 [4] Eger Ve € A, F(¢) = U ise U tlizerinde bir (F,A) esnek kiimesi
mutlak esnek kiime olarak isimlendirilir ve A4 ile gosterilir. Acikca, AS = @ ve @€ =

A dir.

Tammm 2.1.11 [4] Eger (F,A) ve (G,B) iki esnek kiime ise, (F,A) A (G,B) ile
gosterilen "(F,A) VE (G,B)" islemi (F,A)A (G,B) =(H,AX B) ile tanimlanir.
Burada H(a,B) = F(a) N G(B), Y(a,B) € A X B seklindedir.

Tammm 2.1.12 [4] Eger (F,A) ve (G,B) iki esnek kiime ise, (F,A) V (G,B) ile
gosterilen "(F,A) VEYA (G,B)" islemi (F,A)V (G,B) = (0,A X B) ile tanimlanir.
Burada O(a, B) = F(a) UG(B), V(a,f) € A X B seklindedir.

Onerme 2.1.13 [22] (F, A) ve (G, B) esnek kiimeleri igin asagidakiler saglanir.
(1) ((F,A) V(G B)) = (F,A)A(G,B)F,
(2) ((F,A)A(G,B)) = (F,A)°V (G,B)".

Tamim 2.1.14 [4] U tizerinde (F,A) ve (G, B) esnek kiimelerinin birlesimi, (H, C) dir.
Burada,C = A U BveVe € C

F(e), egere € A— B
H(e) = G(e), egere € B— A
F(e) UG(e), egere€ ANB

ile tanimlanir. Bunu (F,A) U (G,B) = (H, () seklinde yazariz.

Tamim 2.1.15 [21] U iizerinde (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerinin kesisimi, (H, C) dir.
Burada, C = A N B ve Ve € C i¢cin, H(e) = F(e) veya G(e) (her ikisi de ayni
kiime oldugunda) ile tanimlanir. Bunu (F,A) N (G,B) = (H, C) seklinde yazariz.



2.2. Esnek Kiimelerde Baginti
Bu boliimde esnek kiimeler {izerinde Babitha ve Sunil [19] tarafindan tanimlanan esnek
kiimelerin kartezyen ¢arpimi ve esnek bagnti hatirlatildi.

Tanim 2.2.1 [19] U iizerinde (F, A) ve (G, B) iki esnek kiime olsun. O zaman (F,A) ve
(G,B) esnek kiimelerinin kartezyen carpim (F,A) X (G,B) = (H,A X B) seklinde
tanimlanir. Burada H:AX B - P(U X U) ve (a,b) € AX B,H(a,b) = F(a) X F(b)
dir. Yani, H(a, b) = {(h;, hj) | h; € F(a), h; € G(b)} dur.

Ayrica, (F,A) esnek kiimesi lizerinde R bagintisin1 (F,A) = {F(a), F(b),...} i¢in
F(a)RF(b) & F(a) X F(b) seklinde tanimlayabiliriz.

Tamim 2.2.2 [19] U iizerinde (F, A) ve (G, B) iki esnek kiime olsun. O zaman (F,A) X
(G, B) nin bir esnek alt kiimesi (F,A) dan (G, B) ye bir bagmtidir. (F,A) X (F,A) nin
herhangi bir alt kiimesine (F, A) da bir bagint: denir.

Tanim 2.2.3 [19] R, (F, A) lizerinde bir bagint1 olsun. O zaman,

(1) EgerVa € A,H(a,a) € R ise R yansimalidir.

(2) EgerV(a,b) e AX A ,H(a,b) € R => H(b,a) € R ise R simetriktir.

(3) EgerVa,b,c € A,H(a,b) € R,H(b,c) ER = H(a,c) € R ise R gecislidir.

Tamim 2.2.4 [19] (F,A) esnek kiimesi lizerinde R esnek kiime bagmtis1 yansimali,

simetrik ve gecisli ise bu bagntiya bir denklik bagintis: denir.

Tamim 2.2.5 [19] (F,A) bir esnek kiime olsun. [F(a)] seklinde gosterilen F(a) nin
denklik sinifi [F(a)] = {F(b) | F(b)RF(a)} olarak tanimlanur.

Tammm 2.2.6 [19] R™* seklinde gosterilen R esnek kiime bagintismm tersi R™ =

{(F(b) X F(a)) | F(b)RF(a)} olarak tanimlanir.

2.3. Esnek Kiimelerde Fonksiyon

Bu boliimde esnek kiimeler {izerinde Babitha ve Sunil [19] tarafindan tanimlanan esnek

fonksiyon hatirlatildi.



Tanmm 2.3.1 [19] (F,A) ve (G,B) bos olmayan iki esnek kiime olsun. Tanim
kiimesindeki her elemanin deger kiimesinde bir tek eleman ile esleyen (F, A) dan (G, B)
ye "f" esnek kiime bagintisina bir esnek kiime fonksiyonu denir. F(a)fF(b),
f(F(a)) = G(b) seklinde yazilir.

Tammm 2.3.2 [19] F(a) # F(b) iken f(F(a))# f(F(b)) ise (F,A) dan (G,B) ye
f fonksiyonuna bire bir fonksiyon denir.

Tanmm 2.3.3 [19] ranf = (G,B) ise (F,A) dan (G,B) ye f fonksiyonuna orten

fonksiyon denir.

Tamm 2.3.4 [19] Tanim kiimesindeki her bir degeri deger kiimesinde ayni deger ile

eslestiren fonksiyona esnek sabit fonksiyon denir.

Tammm 2.3.5 [19] (F,A) iizerinde bir birim fonksiyon VF(a) € (F,A), I: (F,A) =
(F,A), I(F(a)) = F(a) seklinde tanimlanir.

Tanim 2.3.6 [19] f:(F,A) - (G,B) ve g: (G,B) = (H, C) iki esnek kiime fonksiyonu
olsun. f ve g fonksiyonlarinmn bileskesi go f:(F,A) = (H,C),(ge° f)(F(a)) =
g(f (F(a))) seklinde taniml1 bir esnek kiime fonksiyonudur.

Tamm 2.3.7 [19] f bire bir bir fonksiyon olsun. f~* ifadesine f fonksiyonunun tersi

denir.

Tamm 2.3.8 [19] f: (F,A) — (G, B) bire bir ve orten bir fonksiyon ise f~': (G,B) -
(F, A) fonksiyonu da bire bir ve ortendir.

Tamm 2.3.9 [19] f: (F,A) = (G,B), g: (G,B) = (H, C) bire bir ve drten olan iki esnek
fonksiyon ise g o f: (F,A) = (H,C) fonksiyonu da bire bir ve értendir ve (g o f)™' =
fto g™ dir.

2.4. Coklu Kiimeler

Bu boliimde ¢oklu kiimeler ve esnek kiimelerin bir cok matematiksel yapis1 hatirlatildi.

Tamm 2.4.1 [14] X kiimesinden alinan bir M ¢oklu kiimesi (multiset) Cp;: X — N

fonksiyonu ile temsil edilir.



X = {x1,x2,...,x,} kimesinde bir M coklu kiimesi M = {ky/x1,k2/X2,..., kn/xn}
seklinde gosterilir. Burada k;, x; in tekrar sayisidir (1 <i <n).Bux; €% M seklinde

gosterilir.

Cy(x), M ¢oklu kiimesindeki x in tekrar sayismi gosterir. Ancak M ¢oklu kiimesinin

eleman1 olmayan elemanlar i¢in sifir olarak yazilir. Yani, x € X i¢in C;(x) = 0 dir.
Tanim 2.4.2 [14] Her x € X i¢in Cy;(x) = 0 yada 1 ise M ¢oklu kiimesi bir kiimedir.

Ornek 2.4.3 X = {a, b, ¢} kiimesinden alinan bir M ¢oklu kiimesi M = {3/a,2/b,5/
c}={a,a,a,b,b,c,c,cc,c} seklinde verilsin. Burada Cy (a) =3, Cy(b) =2,
Cy () = 5 dir.

Tanmm 2.4.4 [14] M ve N,X kiimesinden alinan iki c¢oklu kiime olsun. O halde

asagidakiler tanimlanir. Her x € X i¢in

i) Cy (x) =Cy(x)ise M = N dir.

ii) Cy (x) < Cy(x)ise M C N dir.

iii) Cp(x) = max{Cy (x),Cy(x)}ise P = M U N dir.
iv) Cp(x) = min{Cy (x),Cy(x)}ise P =M N N dir.

V) Cp(x) = Cy(x)+Cy(x) ise P=M@ N dir. Burada M@ N,M ile N coklu

kiimelerinin toplamidir.

vi) Cp(x) = max{Cy (x) — Cy(x),0} ise P=M S N dir. Burada MO N, M ile N

¢oklu kiimelerinin farkidir.

Tammm 2.4.5 [17] M* = {x € X : Cyy(x) > 0} seklinde tanimlanan kiimeye M ¢oklu

kiimesinin destek kiimesi denir. Burada M™ alisilmis kiimedir ve X in bir alt kiimesidir.

Tanim 2.4.6 [14] Her x € X i¢in Cy(x) = 0 ise M ¢oklu kiimesine bos ¢oklu kiime

denir.

Tamim 2.4.7 [14] M c¢oklu kiimesinin eleman sayis1 Card(M) ya da |M] ile gosterilir.
Burada Card(M) = },exCy(x) dir.



Ornek 2.4.8 X = {a, b, c, d} kiimesinden alinan bir M ¢oklu kiimesi M = {3/a,5/c, 2/
d,0/b} olsun. Burada M* = {a,c,d} ve |M|=Y,exCy (x) = Cy (a) + Cy (b) +
Cy(c)+ Cy(d)=3+0+5+2 =10 olur.

Tanmim 2.4.9 [17] X tanim kiimesi, ¢coklu kiimenin insa edildigi elemanlarin kiimesi

olarak tanimlanir.

Tamim 2.4.10 [14] [X]™ coklu kiime uzayi, elemanlarinin hi¢ biri m den daha fazla
tekrar etmeyen X coklu kiimelerinin kiimesidir. [X]%, X iizerinde tanimli biitiin ¢oklu

kiimelerin uzayidir ve bu ¢oklu kiimelerin elemanlarmin tekrar sayisi smirsizdir.

X ={x1,%x2,x3, ..., X} ise [X]™ ={{mi/x1,m2/%2,....my/x} |1 =12,...,kigin

m; € {0,1,2,...,m}} dir.

Ornek 2.4.11 X ={a,b} ise [X]*={{1/a,1/b},{1/a,2/b},{2/a,1/b},{2/a,2/
b}, {1/a},{2/a},{1/b},{2/b}, @} dir.

Tamim 2.4.12 [14] X bir destek kiime ve [X]™, X {lizerinde tanimli bir ¢oklu kiime uzay1
olsun. Herhangi bir M € [X]™ ¢oklu kiimesinin tiimleyeni M€, [X]™uzayinin elemanidir

Oyle ki her x € X igin Cpc(x) = m — Cy(x) dir.
Ornek 2.4.13 [X]?icin A = {2/a, 1/b} olsun. A° = {1/b} olur.

Tanim 2.4.14 [17] N, M nin bir ¢coklu alt kiimesi olsun. Her x € N i¢in Cy(x) = Cy(x)

ise N ye M nin ¢oklu tam alt kiimesi denir.

Tanmm 2.4.15 [17] N, M nin bir ¢oklu alt kiimesi olsun. Bazi x € N igin Cy(x) =

Cy(x) ise N ye M nin ¢oklu kismi tam alt kiimesi denir.

Tanim 2.4.16 [17] N, M nin bir ¢oklu alt kiimesi olsun. M* = N* ve her x € N* i¢in
Cy(x) < Cy(x) ise N ye M nin ¢oklu dolgun alt kiimesi denir.

Ornek 2.4.17 M = {2/x,3/y,5/z} bir ¢oklu kiime olsun.

a) {2/x,3/y} ¢oklu alt kiimesi M nin ¢oklu tam ve ¢oklu kismi tam alt kiimesidir. Fakat
coklu dolgun alt kiimesi degildir.

b) {1/x,3/y,2/z} coklu alt kiimesi M nin c¢oklu kismi tam ve coklu dolgun alt

kiimesidir. Fakat ¢oklu tam alt kiimesi degildir.
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¢) {1/x,3/y} ¢oklu alt kiimesi M nin ¢oklu kismi tam alt kiimesidir. Fakat ne ¢oklu tam

ne de ¢oklu dolgun alt kiimesidir.

Tamim 2.4.18 [17] M € [X]™ olsun. M nin ¢oklu tam kuvvet kiimesi PW (M) seklinde

gosterilir ve M nin biitlin ¢oklu tam alt kiimelerinin kiimesidir.
PW (M) nin eleman sayis1 2" dir. Burada n, M* nin eleman sayisidir.

Tammm 2.4.19 [17] M € [X]™ olsun. M nin ¢oklu dolgun kuvvet kiimesi PF (M)

seklinde gosterilir ve M nin biitiin ¢oklu dolgun alt kiimelerinin kiimesidir.

Tammm 2.4.20 [17] M € [X]™ olsun. M nin ¢oklu kuvvet kiimesi P(M) seklinde

gosterilir ve M nin biitlin ¢oklu alt kiimelerinin kiimesidir.

Teorem 2.4.21 [17] M = {my/x1,m2/X>,..., M, /x,} coklu kiimesinin P(M) ¢oklu
kuvvet kiimesi ve P(M) nin c¢oklu destek kiimesi P*(M) olsun. O zaman

Card(P*(M)) = [T, (1 + m;) dir.
Ornek 2.4.22 M = {2/x,3/y} bir ¢oklu kiime olsun.
M nin ¢oklu tam kuvvet kiimesi PW (M) = {{2/x},{3/y}, M, @} dur.

M nin ¢oklu dolgun kuvvet kiimesi PF(M) = {{2/x,1/y},{2/x,2/y},{2/x,3/y}, {1/
x, 1/y},{1/x,2/y} {1/x,3/y}} dur.

M nin ¢oklu kuvvet kiimesi P(M) = 3/{2/x,1/y},3/{2/x,2/y},6/{1/x,1/y},6/{1/
x,2/y}2/{1/x,3/y} 1/{2/x}1/{3/y},2/{1/x},3/{1/y},3/{2/y}, M, @} dur.

P(M)'nin ¢oklu destek kiimesi P*(M) ={2/x,1/y},{2/x,2/y},{1/x,1/y},{1/x,2/

yh{1/x,3/y},{2/x}, (3/y}{1/x}, {1/y},{2/y}, M, @} dur.

2.5. Coklu Kiimelerde Baginti

Bu béliimde ¢oklu kiimeler tlizerinde Girish ve John [16] tarafindan tanimlanan ¢oklu

bagint1 hatirlatildi.

Tanmm 2.5.1 [16] M, ve M,, X kiimesinden aliman c¢oklu kiimeler olsun. M, ve M,
coklu kiimelerinin kartezyen carpimi

My XM, ={(m/x,n/y)/mn:x €™ M,y € M,} seklinde tanimlanir.
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Ornek 2.5.2 M, = {1/x,2/y} ve M, = {4/z} iki ¢oklu kiime olsun. O zaman
MixM,={(1/x,4/2)/4,(2/y,4/z)/8} dir.

Teorem 2.5.3 [16] Bos olmayan M, ve M, ¢oklu kiimeleri i¢in Cp xp,[(X,¥)] =
Cor, (). Cor, (¥) Ve My X M| = [My]. [My] d.

Tanim 2.5.4 [16] M X M nin bir ¢oklu alt kiimesi R olsun. Eger R nin her (m/x,n/y)
eleman1 C;(x,y).C,(x,y) tekrara sahip ise R ye M lizerinde bir ¢oklu kiime bagintist

denir. m/x ile n/y arasindaki baginti m/xR n/y ile gosterilir.

Burada C4(x,y) ve C,(x,y) swasiyla (m/x,n/y) elemanindaki x ve y nin tekrar

sayisini gosterir. Yani C1(x,y) = m ve C(x,y) = n dir.

Tamm 2.5.5 [16] M {izerinde bir R ¢oklu kiime bagintisinin tanim ve deger kiimeleri

asagidaki sekilde tanimlidir;
DomR={x€ M: 3y €* Moylekir/xRs/y}
Burada Cpomp(x) = sup{C.(x,y):x € M}
RanR = {y €®* M:3x € M 6yle kir/xRs/y}
Burada Cranr (x) = sup{C.(x,y):y €° M}

Ornek 2.5.6 M = {8/x,11/y,15/z} bir ¢oklu kiime olsun. R = {(2/x,4/v)/8,(5/
x,3/x)/15,(7/x,11/2)/77,(8/y,6/x)/48,(11/y,13/2)/143,(7 /2,7 /z) /49, (12/
z,10/y)/120,(14/2,5/x)/70} M iizerinde bir c¢oklu kiime bagintisidir. Burada
DomR = {7/x,11/y,14/z} ve RanR = {6/x,10/y,13/z} di.

Tamm 2.5.7 [16] R ¢oklu kiime bagntisin tersi R™* = {(n/y, m/x)/mn: (m/x,n/

y) €™ R} seklinde tanimlanir.

2.6. Coklu Kiimelerde Fonksiyon

Bu béliimde ¢oklu kiimeler lizerinde Girish ve John [16] tarafindan tanimlanan ¢oklu

fonksiyon hatirlatildi.
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Tammm 2.6.1 [16] Her m/x € Domf igin bir n/y € Ranf eleman1 vardir dyle ki
C1(x,y) defa tekrarlanan (m/x,n/y) elemani f de ise f ¢coklu kiime bagintisina ¢oklu

kiime fonksiyonu denir.

Ornek 2.6.2 M, = {8/x,6/y} ve M, = {3/a,7/b} iki ¢oklu kiime olsun. M, den M,
ye bir c¢oklu kiime fonksiyonu f={(8/x,3/a)/8,(6/y,7/b)/6} seklinde

tanimlanabilir.

Tanim 2.6.3 [16] Dom f kiimesindeki farkli iki elemanin f altindaki goriintiisiiniin yine
farkli olmas1 ve her (x,y) € f i¢in C1(x,y) < C,(x,y) sartin1 saglamasi durumunda f

coklu kiime fonksiyonuna bire bir denir.

Tamim 2.6.4 [16] Ran f kiimesi co — domf kiimesine esit ve her (x,y) € f icin
C1(x,y) = Cz(x,y) sartm1 saglamasi durumunda f ¢oklu kiime fonksiyonuna orten

denir.

Tamim 2.6.5 [16] f ¢oklu kiime fonksiyonu hem bire bir hem de 6rten ve her (x,y) € f
icin C1(x,y) = C,(x,y) sartin1 saglamasi durumunda f c¢oklu kiime fonksiyonuna

birebir ve orten dentr.

Ornek 2.6.6 f = {(4/x,10/y)/4} seklinde tanimlanan f: {4/x} — {10/y} ¢oklu kiime
fonksiyonu bire bir dir.

f={(10/x,6/y)/10} seklinde tanimlanan f:{10/x}— {6/y} ¢oklu kiime

fonksiyonu Orten dir.

f={(4/x,4/b)/4,(5/y,5/a)/5} seklinde tanimlanan f:{4/x,5/y} — {5/a,4/b}

coklu kiime fonksiyonu bire bir ve orten dir.

Hem {2/x,3/y} hem de {4/a,1/b} ¢oklu kiimesi bes eleman igerir. Ancak tanim
kiimesindeki elemanlarin tekrar1 goriintii kiimesindeki elemanlarin tekrarmna esit

olmadigidan bu ¢oklu kiimeler arasinda bire bir ve orten bir fonksiyon kurulamaz.

Teorem 2.6.7 [16] f: M — N bir ¢oklu kiime fonksiyonu, M; ve M,, M nin bostan

farkl1 iki ¢coklu alt kiimesi olsun.

a) M, € M,ise f(M4) € f(M,) dir.
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b) f(M1U M,) = f(M1) U f(M) dir.
¢) f(M1 0 M3) € f(M1) N f(M,) dir.
d) f(M1 © M) = f(M1) © f (M) dir.
e) f(M1© M) € f(My1) © f(M>) dir.

Tamim 2.6.8 [16] Domf kiimesinin her elemanimin goriintiisii Ranf kiimesinde tek bir
clemana esit ve Cranr(x) =1 ise f ¢oklu kiime fonksiyonuna sabit ¢oklu kiime

fonksiyonu denir.

Tanim 2.6.9 [16] M {izerinde I: M - M 6zdeslik ¢oklu kiime fonksiyonu I(m/x) =

m/x seklinde tanimlanir. Burada C4(x, x) = C,(x, x) dir.

Tanim 2.6.10 [16] f: My - M, ve g: M, = M3 iki ¢oklu kiime fonksiyonu olsun. O
zaman (g e f)(x) = g(f(x)) seklinde tanimli, Ci(x,z) = min{Ci(x,y),C1(y,2)} ve
C2(x,z) = min{Cz(x,y),C(y,z)} sartlarmm saglayan g o f: M; — M3 bir ¢oklu kiime

fonksiyonudur. Bu fonksiyona f ve g ¢oklu kiime fonksiyonlarinin bileskesi denir.

Ornek 2.6.11 f = {(2/x,4/1)/2,(3/y,5/1)/3,(6/2,3/2)/6} ve g ={(5/18/p)/
5,(3/2,6/q)/3} iki ¢oklu kiime fonksiyonu olsun. Bu fonksiyonlarin bileskesi g o f =

{(2/x,4/p)/2,(3/y,5/p)/3,(3/23/q)/6} dir.

Tamm 2.6.12 [16] f~* ¢oklu kiime bagntis1 bir ¢oklu kiime fonksiyonu ise f: M; — M,

coklu kiime fonksiyonu tersinebilirdir denir.



3.BOLUM

ESNEK COKLU KUMELER

Bu boliimde, ilk olarak esnek ve coklu kiimelerin birlestirilmesiyle elde edilen esnek
coklu kiime kavrami tanimlandi. Bu kiimenin bir ¢ok matematiksel 6zelligi incelendi.
Daha sonra iki esnek kiime arasinda esnek ¢oklu fonksiyon kavrami tanimlandi ve bir

cok sonucu ortaya konuldu.

3.1. Esnek Coklu Kiimeler

Tammm 3.1.1 U bir ¢oklu kiime evrenseli, E parametrelerin kiimesi ve A € E olsun.
(F, A) ikilisine bir esnek ¢oklu kiime denir. Burada F doniisiimii F: A — P*(U) seklinde
tamimhidir. Ayrica Ve € A igin F (e) ¢oklu kiimesi Cr(,y : U* — N fonksiyonu ile temsil

edilir.
Ornek 3.1.2 U = {1/x,5/y,3/z,4/w} ve E = {p,q,7} olsun. F: A - P*(U) doniisiimii
F(p) ={1/x,2/y,3/z}, F(q) = {4/w} ve F(r) = {3/y,1/2,2/w}

seklinde tanimlansin. O halde (F, A) bir esnek ¢oklu kiimedir. Ve € A igin F (e) ¢oklu
kiimesi Cp(ey * U* = N fonksiyonu ile

Crap) (%) = 1,Crp)(¥) = 2, Crp) (2) = 3, Cryy(W) = 0,
Criq)(®) = 0,Cr(q)(¥) = 0, Cr(g)(2) = 0, Cr(qy(W) = 4,
CF(T)(X) =0, CF(T)(y) =3, CF(T)(Z) =1, CF(T)(W) =2

seklinde tanimlidir. O halde

(F,A) ={F(p),F(q@),F(r)} = {1/x,2/y,3/2}, {4/w}{3/y,1/2,2/w}}
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dir.

Tanmm 3.1.3 U lizerindeki (F, A) ve (G, B) esnek ¢oklu kiimeleri i¢in, eger
)ACB

ii) Creey(x) < Co(e)(x), VX E U, Ve €A

ise (F, A) esnek ¢oklu kiimesine (G, B) esnek ¢oklu kiimesinin esnek coklu alt kiimesi
denir ve (F,A) € (G, B) seklinde gosterilir. Eger

Cre)(x) = Coey(x), VX €U, Ve € A
ise (F,A) esnek coklu kiimesine (G, B) esnek ¢oklu kiimesinin tam esnek ¢oklu alt

kiimesi denir

Tanmm 3.1.4 (F, A) esnek ¢oklu kiimesi (G, B) esnek c¢oklu kiimesinin ve (G, B) esnek
coklu kiimesi (F, A) esnek ¢oklu kiimesinin esnek ¢oklu alt kiimesi ise (F, A) ve (G, B)

esnek ¢oklu kiimeleri esittir. Yani,
(F,A) = (G,B) & (F,A) € (G,B) ve (G,B) E (F,4)

Tanmmm 3.1.5 (F,A) ve (G, B) esnek ¢oklu kiimelerinin birlesimi (H, C) esnek ¢oklu
kiimesidir. Burada C = AU B ve Cy()(x) = maX{CF(e) (%), Cs e ()}, vx € U*, Ve €
AU B dir. Bu (F,A) U (G, B) seklinde gosterilir.

Tanmm 3.1.6 (F,A) ve (G,B) esnek ¢oklu kiimelerinin kesisimi (H,C) esnek ¢oklu
kiimesidir. Burada € = AN B ve Cy)(x) = min{CF(e) (%), Cs e (x)},Vx € U*, Ve €
AN B dir. Bu (F,A) N (G, B) seklinde gosterilir.

Ornek 3.1.7U = {1/x,2/y,3/z,4/w} ve E = {p, q} olsun. U iizerinde iki esnek ¢oklu
kime (F,E) ={F(p) ={1/x,1/y}, F(q) ={2/z}} ve (G, E) = {F(p) ={1/x,2/y},
F(q) ={3/z,4/w}} seklinde tanimhi olsun. Burada (F,E) € (G,E) dir. Ciinki
Vx € U* ve Ve € E igin Cp(ey(x) < Cge)(x) dir.

(H,E) =(F,E)U(G,E) olsun. O halde Vx €eU* ve Ve €E i¢in Cyey(x) =
maX{CF(e)(x),CG-(e)(x)} olmalidir.  Yani (H,E) ={F(p) ={1/x,2/y}, F(q) =
{{3/2, 4/W}} dir. Gergekten (F,E) € (G,E) oldugundan (H,C) = (F,E)U (G,E) =
(G,E) drr.
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(H,E) =(F,E)N(G,E) olsun. O halde Vx €U* ve Ve €E i¢in Cyey(x) =
rnin{CF(e) (%), Cs e (x)} olmalidir.  Yani (H,E) ={F(p) ={1/x,1/y}, F(q) =
{{2/2}} dir. Gergekten (F,E) & (G, E) oldugundan (H,C) = (F,E) A (G,E) = (F,E)
dir.

Tamm 3.1.8 Eger Ve € A i¢in F(e) = @ ise U lizerindeki (F, A) esnek ¢oklu kiimesine

bos esnek ¢oklu kiime denir ve ® seklinde gosterilir.

Tamm 3.1.9 (F,A) ve (G,B) esnek ¢oklu kiimelerinin farki (H,C) = (F, A)\(G, B)
esnek ¢oklu kiimesidir ve H(e) = F(e)\G(e),Ve € E seklinde tanimlanir. Burada
Crie)(x) = maX{CF(e) (x) = Coe) (x),0},vx € U* dur.

Ornek 3.1.10 Ornek 3.1.7 deki (F,E) ve (G,E) esnek ¢oklu kiimelerini goz niine
alalm. (H,E) = (F,E)\(G,E) olsun. O halde Vx € U* ve Ve € E i¢in Cy()(x) =
maX{CF(e)(x) — Cg(e)(x),O} olmalidir.  Yani (H,E) ={F(p) ={1/y}, F(q) =
{{1/2,4/w}} dur.

Tamm 3.1.11 (F,E), U lizerinde bir esnek c¢oklu kiime ve a € U*olsun. a € (F,E)

olmasi demek Ve € E i¢in a € F(e) olmasi anlamina gelir. Yani,
a € (F,E) ©Ve€Eigina€ F(e)
dir. Ancak bazie € E icina ¢ F(e) ise a ¢ (F,E) dr.

Not 3.1.12 Ve € E ve a € U*igin Cp(y(a) =n (1 < n)ise a €™ F(e) seklinde yazilir.

Aksi belirtilmedigi siirece a €™ F(e) ifadesinin yerine a € F(e) ifadesi kullanilacaktir.

Tamm 3.1.13 U ¢oklu kiime evrenselinin bostan farkl bir alt kiimesi V olsun. Ve € E
icin V(e) = V ise (V,E) esnek ¢oklu kiimesi V seklinde gosterilir. Agikca (U, E) esnek
coklu kiimesi U seklinde gosterilir. U esnek ¢oklu kiimesi U iizerinde tanimlanan en

genis esnek ¢oklu kiimedir.

Tanmum 3.1.14 a € U* olsun. O zaman (qa, E) bir esnek ¢oklu kiimedir. Burada Ve € E

icin a(e) = {a} dr.
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Ornek 3.1.15U = {4/x,3/y,2/z} ve E = {p, q,7,k} olsun. (x, E) esnek ¢oklu kiimesi
(x,E) ={F(p) = {1/x},F(q) = {1/x}, F(r) = {1/x}, F(k) = {1/x}} = {{x}, {x}, {x},

{x}} seklinde tanimlidir. Aslinda (x, E) esnek ¢oklu kiimesi bir esnek kiimedir.

Tanmmm 3.1.16 (F, E), U tizerinde bir esnek ¢oklu kiime ve U ¢oklu kiime evrenselinin
bostan farkli bir alt kiimesi V olsun. V lizerinde (F, E) esnek ¢oklu kiimesinin alt esnek
goklu kiimesi (VF,E) seklinde gosterilir ve Ve € E igin “F(e) =V n F(e) seklinde
tanimlanir. Burada Cvp ., (x) = rnin{CV(x),CF(e) (%)}, Vx € U*dr.

Baska bir ifadeyle (VF,E) = V1 (F,E) dir.

Tamm 3.1.17 Bir (F, A) esnek ¢oklu kiimesinin tiimleyeni (F, A)¢ seklinde gosterilir ve
(F,A)¢ = (F¢,A) seklinde tanimlidir. Buradaki F€:A — P*(U) doniisimii Ve € 4,
F¢(e) = U\F(e) seklinde tanimhdir. Burada Cpe(e)(x) = Cy(x) — Cp(e)(x), Vx €
U*dr.

Ornek 3.1.18 U = {4/x,4/y,3/z,3/w} ve E = {p,q} olsun. U iizerinde bir esnek
¢oklu kiime (F,E) = {F(p) ={1/x,1/y}, F(q) ={2/z}} seklinde tanimli olsun. O
halde (F,A)¢ esnek c¢oklu kiimesi (F,A)¢ ={F(p) =1{3/x,3/y,3/z,3/w}, F(q) =
{4/x,4/y,1/z,3/w}} seklinde tanimlidir.

3.2. Esnek Coklu Kiimelerde Baz1 Sonuclar

Onerme 3.2.1 U iizerinde bir esnek coklu kiime (F,A) olsun. O halde asagidakiler

saglanr.

(1) (F,A) T (F,4) = (F,A4),
(2) (F,A) N (F,4) = (F,A),
(3) (F,A) U = (F,4),

4) (F,AAND =0,
G)(F,AUTX =X,

(6) (F,A)NX = (F A).
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Onerme 3.2.2 U iizerinde ii¢ esnek coklu kiime (F, A), (G, B) ve (H, C) olsun. O halde
asagidakiler saglanir.
(1) (F,A) € (G,B) ve (G,B) € (H,C) = (F,A) € (H,(),
@) (F,AT(G,B)TH,0)=((FATGB)T HO0),
) (F.AA(G,B)AH,0) = ((F,4) A (G B) N (H,0)),
) F,HT((GB)NH,O)=(FADTGB)NA(FA)THO),
(5) (F,A)A((G,B)T(H,0)) =((F,A)N(G,B)) T ((F,A) N (HC)).

ispat : (1) (F,4) < (G,B) ve (G,B) S (H,C) olsun. O halde Vx € U* ve Ve € A i¢in
Cr(ey(x) < Cge)(x) ve VX € U* ve Ve € B igin  Cg(e)(x) < Cyey(x) dir. Dolayisiyla
VxeU* veVe€EA 1(;1n Cp(e)(X) < CG(e)(x) < CH(e)(x) dir. Bu da (F,A) c (H, C)

oldugunu gostertir.

Sonu¢ 3.2.3 U lizerinde bir esnek ¢oklu kiime (F, A) ve {(F;, A)};e; esnek ¢oklu kiime

ailesi olsun. O halde asagidakiler saglanir.
(1) (Fr A) 0 [ﬁiEI (Fir A)] =ﬁi€1 [(Fr A) 0 (FirA)]a
(2) (Fr A) ﬁ [OiEI (Fir A)] =0i€1 [(Fr A) ﬁ (FIIA)]

Onerme 3.2.4 U iizerinde iki esnek coklu kiime (F,A) ve (G,B) olsun. O halde

asagidakiler saglanir.
(1) (F,4) < (G,B) = (F,A) U (G,B) = (G,B),
(2) (F,4) € (G,B) & (F,A) 1 (G,B) = (F,A),
(3) (F,A) & (G,B) = ® = (F,A) < (G, B)",
(4) (F,A) € (G,B) = (G,B)° < (F, A)°.

ispat : (1) (F,A) < (G,B) ve (F,A)U(G,B) = (H,AUB) olsun. (F,4) < (G,B)
oldugundan Vx € U~ ve Ve € A i¢in Cp(¢)(x) < Cg(e)(x) dir. Dolayisiyla Vx € U™ ve
Ve € AUB igin Cye(x) = rnax{CF(e) (%), Cs e (x)} = Cg(ey(x) dir. O halde (H,A U
B) = (G,B) dir. Buda (F,A) U (G, B) = (G, B) oldugunu gésterir.
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(2) (F,A) < (G,B) ve (FARGB) =(HANB) olsun. (F,A)C (G B)
oldugundan Vx € U~ ve Ve € A i¢in Cp(¢)(x) < Cg(e)(x) dir. Dolayisiyla Vx € U™ ve
Ve EANB igin Cye(x) = rnin{CF(e) (%), Cs e (x)} = Cr(ey(x) dir. O halde (H,AN
B) = (F,A) dir. Buda (F,A) 0 (G,B) = (F, A) oldugunu gosterir.

(3)(H,AnB)=(F,A)N(GB) =® olsun. O halde Vx € U* ve Ve € ANB igin
Crie)(x) = min{CF(e) (%), Cs e (x)} =0 dir. Buradan bazi x € U igin Cp(ey(x) +
Coe)(x) = Cr(ey(x) ve aynmi sekilde bazi x € U* igin Cr(e)(x) + Cg(e)(x) = Cgey(x)
dir. Her iki durumda da Cr(g)(x) + Cg(ey(x) < Cy(x) olur. Buradan

Cre)(x) + Cgey(x) < Cy(x) © Creey(x) < Cy(x) — Cgey(x) = Cie(ey(x)
& Cr(ey(x) < Cge(ey(x)
elde edilir. Bu da (F, A) < (G, B) oldugunu gosterir.

(4) (F,A) € (G,B) olsun. O halde Vx € U* ve Ve € A igin Cp(e)(x) < Cge(x) dir.

Buradan
Crie)(x) < Coe)(X) © — Cg(e) < —Crey(x)
© Cy(x) = Cge) < Cy(x) = Cpey(x)
& Cgee)(x) < Cregey(x)
dir. Dolayisiyla (G, B)¢ < (F, A)¢ dur.

(5) (F,A)U(G,B) =(H,AUB) olsun. O halde Vx € U* ve Ve€ AUB igin
Crie)(x) = maX{CF(e) (%), Cg(e) (x)} dur.

Onerme 3.2.5 U iizerinde iki tam esnek c¢oklu kiime (F,A) ve (G, B) olsun. O halde

asagidakiler saglanir.
(1) ((F,A) T (G, B))" = (F,A) 1 (G,B)°,
(2) ((F,A)n (G,B)) = (F,A)° U (G,B)-.

Sonu¢ 3.2.6 U lizerinde tam esnek ¢oklu kiime ailesi {(F;, A)};c; olsun. O halde

asagidakiler saglanir.
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(D) [Uies (F, A€ =N (F1, A)C,

(2) [Nie (F, A€ =U0;¢; (F, A)C.

3.3. Esnek Coklu Fonksiyon ve Baz1 Sonuclan

Tamm 3.3.1 X coklu kiime evrenseli ve E parametrelerin kiimesi olsun. X {izerinde
taniml1 biitiin esnek ¢oklu kiimelerin koleksiyonuna esnek ¢oklu sinif denir ve X ile

gosterilir.

Yani, X coklu kiime evrenselinden alinan ¢oklu kiimeler ile E kiimesinden alinan

parametrelerin olusturdugu biitiin esnek ¢oklu kiimeler X5 smifinin igerisindedir.

Tanmm 3.3.2 X; ve Yy iki esnek coklu smif olsun. ¢: X* -> Y* ve Y: E - K iki
fonksiyon olsun. O zaman f = (¢,y): Xz — Yy bir esnek ¢oklu fonksiyondur ve
asagidaki sekilde tanimlidir:

Xy de bir esnek ¢oklu kiime (F, E) olsun. (F, E) esnek ¢oklu kiimesinin f esnek ¢oklu
fonksiyonu altindaki goriintiisii f(F,E), Yx de bir esnek ¢oklu kiimedir. Burada
keyY(E)S Kvey€Y"igin

sup Crey(®), @ ') # 0,9~ 1(k) # &;
Cf(F,E)(k)(y) = {eeyp1(k)NExeQ~1(y)
0, diger durumlarda

Yy de bir esnek c¢oklu kiime (G, K) olsun. (G, K) esnek ¢oklu kiimesinin f esnek ¢oklu
fonksiyonu altindaki ters goriintiisii f ~1(G, K), Xy de bir esnek ¢oklu kiimedir. Burada
e € P I(K) CEvex € X*igin

Cr-1(6,10(e) (%) = Cgpey) (@ ().

Eger i ve @ birebir iki fonksiyon ise f esnek ¢oklu birebir fonksiyondur. Eger ¢ ve

@ orten iki fonksiyon ise f esnek coklu 6rten fonksiyondur.
Eger f esnek ¢oklu sabit fonksiyon ise Y ve ¢ fonksiyonlari sabittir.

Ornek 3.3.3 X ={2/a,3/b,4/c,5/d}, Y ={5/x,4/y,3/2,2/w}, E = {e,, e,,e3,e4},
K = {kq, k,, k3} ve X5, Yr iki esnek coklu smif olsun. @: X* - Y* ve Y:E > K

fonksiyonlar1 asagidaki sekilde tanimli olsun;
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pl@=z 9=y, o=y, @@ =x
Ple) = ki, Pley) =ks Ples) =k, YPley) =k
Sirasiyla X ve Yy de iki esnek goklu kiimeyi asagidaki gibi segelim;
(F,A) = {e; = {1/a,2/b,1/d},e, = {3/b,2/c,1/d},e5 = {2/a,5/d}},
(G,B) = {ky = {4/x,2/w} ko = {1/x,1/y,2/2,2/w}}.

(F,A) esnek c¢oklu kiimesinin f esnek ¢oklu fonksiyonu altindaki goriintiisii asagida

elde edilmistir;

sup Criey(@), @ 1(x) # 0,9~ (k) # @;
Cf(F,A)(kl)(x) = {e€1(k)NAacp1(x)
0, diger durumlarda

= sup  Cpeela)

e€feq,eq},a€{d}

= sup{Cre(d), Cr(e,) ()}
=1,
Crerayaen ) = 2,
Criraye)(2) =1,

Cr(rayky) (W) = 0 (¢~ (x) = @ oldugundan),

sup Criey(@), @ 1(x) # 0,9 (k) # &;
Cf(F,A)(kz)(x) = {e€yp1(k;)nAacp1(x)
0, diger durumlarda

= sup Cpe(a)
ec{ez},ac{d}

= sup{Cre,(d)}
— 5’
Crraye) (@) =0,

Crrayy) (2) = 2,
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Cr(r.a) k)W) = 0 (¢~ (x) = @ oldugundan),

Sonug olarak,

(f(F,A),B) = {ky = {1/x,2/y,1/2z}, k; = {5/x,2/2}}
elde edilir.

(G,B) esnek c¢oklu kiimesinin f esnek c¢oklu fonksiyonu altindaki ters goriintiisi

asagida elde edilmistir;

Cr-1(6,8)(e5) (@A) = Co(p(en)) (9(@)) = Co,p)(2) = 2,
Cr-1(6,8)(es) (D) = Coypes)) (@ (D)) = Coey¥) = 1,
Cr-1(6,8)(e5) (€) = Co(y(en) (9(€)) = Coey(¥) = 1,
Cr-1(6,8)(e5) () = Copies)) (@(A)) = Coyy(x) = 1,
Cr-1(6,8)(e) (@) = Cop(en) (9(@)) = Cerepy(2) =0,
Cr-1(6,8)(ex) (D) = Coqpe)) (@(D)) = Coqieyy(¥) = 0,
Cr=1(6,8)(ex) (€) = Coape (@()) = Coey(¥) = 0,
Cr16.8)(e0) (@) = Caapiea (@(d)) = Corey)(x) = 4.
Sonug olarak,

(f~*(G,B),D) = {e3 = {2/a,1/b,1/c,1/d}, e, = {4/d}}
elde edilir.

Teorem 3.3.4 f:X; — Yy esnek coklu fonksiyon, X de iki esnek ¢oklu kiime (F, A) ve
(F;, A;) ve Y de iki esnek ¢oklu kiime (G, B) ve (G;, B;) esnek coklu kiime olsun.

(D f@) =, f(X)EY,
Q) @)=, (V) =X,

(3) f((F1, A1) U (F,, Ay)) = f(F1, A1) T f(F,, Ay),
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Genel hali, f(Uie; (F;, 4)) =0 f(F, A,

(4) f71((G1, B U (G2, By)) = f*(G1, By) U f71(G2, By),
Genel hali, f~* (U (G;, By)) =Uies £ (G, BY),

(5) f((F, A1) 0 (Fy, A7) € f(FL, A) D f(Fy, Ay,

Genel hali, f(N;¢; (F;, 4))) €N f(F;, AD,

(6) f71((G1, B A (G2, By)) = f~(G1, By) N f71(Gy, By),
Genel hali, f~*(Ri¢; (G;, By)) =M f7(Gy, By,

(7) Bger (F1, Ay) € (Fp, 4y) ise f(Fy, Ay € f(F, Ar),

(8) Eger (Gy, B;) € (G, By) ise f~1(G1, B1) € f~1(G2, Bo),
(9) f71((G, B)*) = (f (G, B))".

Ispat: (1) ve (2) ifadeleri agiktir.

(3) (F,A) = (F,A;) T (F,,A,) olsun. k € K ve y € Y* igin

C ) = sup Crio(x)
f(F,A) (k) eep~1(k)nA,xep~1(y) e

B sup max{Cr, (o) (%), Cr, o) (¥)
e€~1(k)N(A1UAz) xE@~1(y) {Cry(e) Fy(e) (%)}

= max{ sup Cr,(e)(®),
e€yPp~1(k)N(A1UAz) xE@~1(y)

sup Cr,e)(x)}
e€Pp~1(k)N(A1UAR) xE@™1(y)

= maX{Cf(Fl,A)(k) ), Cr(pya) (i) 62);

elde edilir. Bu f((Fy, A1) U (F,,43)) = f(Fy, A1) U f(F,, A,) oldugunu gosterir. Genel
hali de benzer sekilde ispat edilebilir.

(4) f~1(G,B) = f((G,,By) U (G3,B,)) olsun. e € E ve x € X* igin

Cr-1(6,8)(e)(X) = Co(w(e))(¢(x))
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= max {Cg, (ye) (1)), Co, (o) (9 (X))}

= max {Cr-1(6,.8,)(e) (x), Cr-1(6,B,)(e) (x)}

elde edili. Bu f7'((Gy,By) U(GyB,)) = f~1(Gy,By) U f~1(G, B;) oldugunu

gosterir. Genel hali de benzer sekilde ispat edilebilir.
(5) (F,A) = (F;,A;) 0 (F,,A,) olsun. k € K ve y € Y* i¢in

C ) = P Cro ()
f(F,A) (k) eep (k)4 xep~1(y) e

= sup rnin{CFl(e) (X), sz(e) (X)}
e€P1(k)N(A1NA2)xEP~1(y)
= min{ sup Cr, (e)(),

e€yp1(k)N(A1nAz) xEQ~1(y)

sup Cr,(e)(x)}
e~ 1(k)N(A1NA2)xEP~1(y)

< min{ sup Cr,ey(x),
eeyp~1(k)NA1,xEp~1(y)

sup Cry(e)(x)}
eeyp~1(k)NAz,x€p~1(y)

= min{Csr, a)c) V), Cr(myay ) (V)

elde edilir. Bu f((Fy, A1) N (F,, 4,)) € f(Fy, Ay) A f(F,, A,) oldugunu gosterir. Genel
hali de benzer sekilde ispat edilebilir.

(6) f~1(G,B) = f~1((Gy,By) N (G3,By)) olsun. e € E ve x € X* igin
Cr168)0) ) = Copen) (0(0))

= min{Ce, () (# (), Cs, (p(en) (9 ()3

= min{cf_l(Gl,Bl)(E) (X), Cf—l(GZ,BZ)(e) (X)}

elde edili. Bu f71((Gy,By) N (Gy By)) = f~1(Gy, By) A f~1(G,,B;) oldugunu

gosterir. Genel hali de benzer sekilde ispat edilebilir.
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(7) (Fy,A;) € (F,,A,) olsun. O halde e € A; ve x € X™ igin Cr, (o) (x) < Cp,(¢y(x) dir.

C = sup Cry(e) ()
f(F1,A1) (k) eep=1(k)ndy xEp-1(y) Fy(e)

< sup Cry e (%)
e€~1(k)NAz,x€p~1(y)

= Cr(ra) 0 (V)
ifadesi (F;,A;) € (F,, A,) icin f(F;,A,) € f(F,, A,) oldugunu gdsterir.

(8) (G, By) € (G, By) olsun. O halde k € By ve y € Y* igin Cg, (1) (¥) < Cg, 1 (¥) dir.
Cr1(6,,81)(0)(X) = Cg, (iey) (0 ()
< Co, (o) (@)

= C1(6,,8,)(e) (%)

ifadesi (G, B;) € (G,,B,) i¢in f~1(G,B;) € f~1(G,, B,) oldugunu gosterir. Burada
Y(e) € K ve p(x) € Y* dir.

9 (G,B)¢ ifadesi Cgey(y) = Cy(y) — Co(y), Vy €Y*,Vk € K seklinde
tanimlidir. O halde k € B ve y € Y™ i¢in

Cr-16,55e) %) = Coe(pen) (0 (X))
= Cy(0(0) = Cogyen) (0 ()

= Cr17)(e) () — Cr1(6,y(e) ()

ifadesi f~1((G,B)¢) = (f ~1(G, B))® oldugunu gosterir.



4.BOLUM

ESNEK COKLU TOPOLOJI

Bu boliimde ilk olarak esnek ¢oklu kiimeler tizerine topoloji yapisi insa edilmistir. Daha
sonra esnek ¢oklu acik kiime, esnek ¢oklu kapali kiime, esnek ¢oklu baz ve esnek coklu
alt uzay gibi bir ¢ok topolojik yap1 tanimlanmis ve en temel tanim ve teoremleri
incelenmistir. Son olarak ayirma aksiyomlari, kompaktlik ve baglantililik gibi bir ¢ok

topolojik 6zellik tanimlanmis ve yaygin teoremleri incelenmistir.

4.1. Esnek Coklu Topoloji

Tamm 4.1.1 7 € X ve A C E olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan 7 smifina X {izerinde
bir esnek ¢oklu topoloji ve (Xg , T) ikilisine de X {lizerinde bir esnek ¢oklu topolojik uzay

denir.
id,Xer.

ii. T simifindaki sonlu sayida esnek ¢oklu kiimenin kesisimi 7 sinifina aittir.

Yani, (Fy,A), (Fy,A), ..., (E,A) € tigin NY, (F;,A) € 7 du.

iii.7 smifindaki esnek ¢oklu kiimelerin keyfi birlesimi 7 sinifina aittir.

Yani, Vi € I, (F;, A) € 7 igin U;¢; (F;, A) € 7 dur.

Tamim 4.1.2 (X, 7) esnek ¢oklu topolojik uzayinda t sinifinin her bir elemanina esnek

coklu acik kiime denir.

Tiimleyeni acik olan esnek ¢oklu kiimeye esnek ¢oklu kapali kiime denir.
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Ornek 4.1.3 X =1{2/x,3/y,4/z,5/WLE ={p,q} ve t1={®,X,(F,E), (F,E),
(F3r E)r (F4-r E)r (F5r E)} olsun. Buradaki (Flr E)r (F2r E)r (F3r E)r (F4-r E)r (F5r E) esnek

coklu kiimeleri asagidaki sekilde tanimlidir.

Fi(p) ={1/x,2/y,3/2}, Fi(q) = {4/w}

F,(p) =X, Fo(q) = {1/x,3/y,4/2,5/w}
F3(p) ={2/x,3/y,3/2z,1/w}, F3(q) = {1/x,4/w}

E.(p) ={2/y}, Fi(q) ={2/w}

Fs(p) = {3/y,3/2,1/w}, Fs(q) = {1/x,4/w}

O halde 7 sinifi X {izerinde bir esnek ¢oklu topoloji tanimlar ve (Xg , ) bir esnek ¢oklu

topolojik uzaydir.

Ornek 4.1.4 7 = {®, X} olsun. T siifi X {izerinde bir esnek ¢oklu topoloji tanimlar. T

sinifina esnek ¢oklu ayrik olmayan topoloji denir.

Ornek 4.1.5 7 = Xz olsun. T smifi X iizerinde bir esnek coklu topoloji tanimlar. T

sinifina esnek ¢oklu ayrik topoloji denir.

Tanim 4.1.6 (X5 ,7,) ve (Xg, 1) iki esnek ¢oklu topolojik uzay olsun. Eger t; € 1,
ise 7, esnek ¢oklu topolojisi T, esnek coklu topolojisinden daha kaba veya t, esnek

coklu topolojisi 7; esnek coklu topolojisinden daha ince denir.

Onerme 4.1.7 (X;,7;) ve (Xg,7,) iki esnek coklu topolojik uzay olsun. O halde

(X5 , 71 N 1,), X lzerinde esnek ¢oklu topolojik uzaydir.
Ispat:i.®,X € 7, ve &, X € 1, oldugundan ®,X € 7, N 1, dur.

ii. (F,A),(G,B) € 1, N1, olsun. O halde (F,A), (G,B) € 7, ve (F,A), (G,B) € 1, drr.
T, ve T, esnek ¢oklu topoloji oldugundan (F,A) N (G,B) € 7, ve (F,A) 0 (G,B) € 1,
dir. Dolayisiyla (F,A) N (G, B) € 1, N T, dr.

iii. Viel,(F;,A) € 1y N1, olsun. O halde (F;,A) € t; ve (F;,A) € 7, dir. 74 Ve T,
esnek ¢oklu topoloji oldugundan U;¢; (F;, A) € 1, ve U;¢; (F;, A) € 1, dir. Dolayisiyla

OiEI (FL,A) ETLINT, dir.
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Bu da gosterir ki t; N T, smift X iizerinde esnek ¢oklu topoloji tanimlar ve (Xz, 7t N

T,) bir esnek ¢oklu topolojik uzaydir.

Teorem 4.1.8 (X;, 7) esnek coklu topolojik uzayindaki esnek coklu kapali kiimelerin

bir koleksiyonu o olsun. O halde

id,X€Eo
ii.(F;,A), (FyA),.., (F,,A)€coicinUL, (F,A) €o
iii.viel, (F,A) € oigin Ny (F;,A) €0

Tanim 4.1.9 (X, 1) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve B esnek ¢oklu agik kiimelerin
bir smifi olsun. 7 smifinin her elemani B sinifina ait olan bir takim kiimelerin birlesimi

olarak yazilabiliyorsa 8B sinifina T topolojisinin bir esnek ¢oklu bazi denir.Y ani
[B1] B E 7.

[B2] Her (F,A) € 7 i¢in (F,A) =U;¢; (G;, B) olacak sekilde (G;, B) € B vardrr.
Not 4.1.10 B € 7 ise ® =U;¢y (G;, B) olur.( (G;, B) € B)

Ornek 4.1.11 X ={1/x,2/y,4/z},E = {p,q} ve © ={®,X,(F,E), (F,,E),(F;,E),
(F4-r E)r (F5r E)r (F6r E)} Olsun- Buradaki (Flr E)r (F2r E)r (F3r E)r (F4-r E)r (F5r E)
, (Fs, E) esnek ¢oklu kiimeleri asagidaki sekilde tanimlidir.

Fi(p) ={1/x}, Fi(q) = {1/x}
F,(p) ={2/y}, Fa(@) ={2/y}
F3(p) = {4/2}, Fs(q) ={4/2}

E(®) ={1/x2/y}, Fu(q) ={1/x,2/y}
Fs(p) = {1/x,4/z}, Fs(q) = {1/x,4/z}
Fs(p) ={2/y,4/2}, Fe(q) ={2/y,4/7}

O halde 7 sinifi X {izerinde bir esnek ¢oklu topoloji tanimlar ve (Xg , ) bir esnek ¢oklu

topolojik uzaydir.
B ={d,X, (F,E),(F,,E), (F;,E)} alalm.

(FLE) U (Fp,E) = (F3,E), (F,E) U (F5,E) = (Fs, E),
(Fy, E) U (F3,E) = (Fe,E), (F,E) U (Fp, E)U (F3,E) =X
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olur. Yani B smifi T esnek coklu topolojisi i¢in bir esnek coklu bazdir. Gergekten T

sinifinin her bir eleman1 B smifinin elemanlarmin birlesimi olarak yazilabilir.

Onerme 4.1.12 Eger B smifi X {izerindeki T ve o esnek ¢oklu topolojileri i¢in ayr1 ayr1

birer esnek ¢oklu bir baz ise bu topolojiler aynidir.

Ispat : (F,A) € 7 olsun. B smifi T esnek ¢oklu topolojisi igin bir esnek ¢oklu baz
oldugundan (F,A) =U;¢; (G;, B) olacak sekilde (G;B) € B vardir. B smifi ayni
zamanda o esnek ¢oklu topolojisi i¢in de bir esnek ¢oklu baz oldugundan her bir i € 1
i¢in (G;, B) € o olup (F,A) € o den T € o dir. Benzer sekilde o € 7 gosterilir. Buradan

T = o elde edilir.

Tanim 4.1.13 (X, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve A esnek ¢oklu agik kiimelerin
bir smifi olsun. A smifindaki elemanlarin sonlu arakesitinden olusan B smifi 7
topolojisi i¢in bir esnek ¢oklu baz ise A smifina 7 topolojisinin bir esnek ¢oklu alt bazi

denir

O halde A smift T topolojisi i¢cin bir esnek coklu alt bazidir ancak ve ancak t
topolojisindeki her esnek ¢oklu agik kiime A sinifindaki kiimelerin sonlu arakesitlerinin

keyfi birlesimi olarak yazilir.
Not 4.1.14 A € 7 ise X =Ny (G;, B) olur. ((G;, B) € A)

Onerme 4.1.15 Eger A smifi X iizerindeki T ve o esnek ¢oklu topolojileri igin ayr1 ayri

birer esnek ¢oklu bir alt baz ise bu topolojiler aynidir.

Ispat : Onerme 4.1.12 ve esnek ¢oklu alt baz tamimini kullanilarak ispatlanabilir.

4.2. Esnek Coklu Alt Uzay

Tanim 4.2.1 (X ,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve X ¢oklu kiime evrenselinin

bostan farkli bir alt kiimesi Y olsun. O zaman
1y ={(YF,E): (F,E) € 7}

siifina Y tizerinde bir esnek c¢oklu topoloji ve (Xg , ty) esnek coklu topolojik uzayma

(Xg , 7) esnek ¢oklu topolojik uzaymnin esnek ¢oklu alt uzayr denir.
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Ornek 4.2.2 Omek 4.1.3 deki (Xz,T) esnek ¢oklu topolojisini gdz Oniine alalim.
Ayrica Y = {1/x,2/y,3/z} olsun. O halde 7y = {®,7,("FL,E),(YF,,E), (YFs,E),
(YF, E),("Fs,E)} esnek goklu topolojisi ve buradaki (YFy,E), (YFy, E), (YFs, E),
( YF,,E ), ( YF,E ) esnek ¢coklu kiimeleri asagidaki sekilde tanimlidir.

"Fi(p) ={1/x,2/y,3/2}, "Fi(q) =0
"F,(p) ={1/%,2/y,3/2}, "F(@) ={1/x2/y,3/z}
"F3(p) ={1/%,2/y,3/2}, "Fs(q) = {1/x}

"F(p) = {2/y}, "Fu@) =9

"Fs(p) = (2/y,3/2}, "Fs(q) = {1/}
Burada (YF,,E) =Y oldugundan t, = {®,Y,(YF,E),("F,E),(YF,E), (YFs, E)}
seklinde yazilir ve goriildiigii izere (Xg , Ty) esnek ¢oklu topolojik uzayr (Xg , t) esnek

coklu topolojik uzaymin esnek coklu alt uzayidir

Ornek 4.2.3 Herhangi esnek ¢oklu ayrik topolojik uzaym alt uzay da esnek coklu ayrik
topolojik uzaydir.

Ayrica herhangi esnek coklu ayrik olmayan topolojik uzayn alt uzayir da esnek ¢oklu

ayrik olmayan topolojik uzaydir.

Onerme 4.2.4 (Xz,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve X ¢oklu kiime evrenselinin
bostan farkli bir alt kiimesi Y olsun. Eger B smifi 7 esnek ¢oklu topolojisi i¢in bir esnek
coklu baz ise By = {(G,B) A Y : (G,B) € B} smifi da Y iizerindeki 7y esnek ¢oklu

topolojisi i¢in bir esnek ¢oklu bazdir.

ispat : (YF,A) = (F,A) A ¥ € 1y ise (F,A) € T dir. B smifi T esnek goklu topolojisi
i¢in bir esnek ¢oklu baz oldugundan (F,A) =U;¢; (G;, B) olacak sekilde (G;, B) € B

vardir.Buradan
(YF,A) =Uie (G,B)A V)

olacak sekilde (G;, B) A Y € By vardr.
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4.3. Esnek Coklu Bir Kiimenin Kapanisi

Tanim 4.3.1 (X5 ,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve Xz de (F, A) bir esnek ¢oklu
kiime olsun. (F, A) esnek ¢oklu kiimesini kapsayan biitiin esnek ¢oklu kapali kiimelerin
kesisimine (F,A) esnek ¢oklu kiimesinin kapanisi denir ve (F,A) seklinde gosterilir.
Yani, (F, A) esnek ¢oklu kiimesini kapsayan esnek ¢oklu kapali kiimelerin sinifi Kr,a

olmak uzere
(F,A) =ﬁ(H,C)€JC(F,A) (H,0)

dir. Agikg¢a (F,A), (F,A) esnek ¢oklu kiimesini kapsayan en kiigiik esnek ¢oklu kapali

kiimedir.

Onerme 4.3.2 (X ,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve X de iki esnek ¢oklu kiime
(F,A) ve (G, B) olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

(DDd=bveX =X

(2) (F,A) € (F,4)
(3) (F, A) kapahdir

(4) (F, A) esnek ¢oklu kapali kiimedir & (F,A) = (F,A)

(5) (F,4) = (F,4)

(6) (F,A) € (G,B) = (F,A) € G, B)

(7) (F,4) 0 (G,B) = (F,4) U (G, B)

(8) (F,4) 73 (G, B) € (F,A) 1 (G, B)
Ispat : Tanim 4.3.1 den (1), (2) ve (3) ifadeleri agiktur.

(4) Eger (F, A) esnek ¢oklu kapah kiime ise (F, A) min tanimindan (F,A) € (F, A) dir.
Diger yandan (2) den (F,A) € (F,A) dir. O halde (F,A) = (F,A) d.

Tersine (F,A) = (F,A) ise (3) den dolay1 (F, A) kapalidir. Dolayisiyla (F,A) da esnek
coklu kapali kiimedir.



32

(5) (F,A) esnek ¢oklu kapali kiime oldugundan ve (4) den dolay1 (F,A) = (F,A) dur.

(6) Eger (F,A) € (G, B) ise K4y € K(gp) dir. O halde

ﬁ(H,C)E?C(F,A) (H, C) c ﬁ(H,C)E?C(G,B) (H, C) = (F,A) (- (G,B)

dir.

(7) (F,A) € (F,4) ve (G, B) € (G, B) oldugundan (F,4) U (G, B) € (F,A) U (G, B)

dir. Buradan

(F,A) U (G,B)S (F,A)U(G,B)=(F,AU(G,B) < (F,AU(GB)S (F,AU
(G,B) dr.

Tersine (F,A) € (F,A) U (G,B) den (F,A) € (F,A)U(G,B) ve (G,B)S (F,A)U
(G,B) den (G,B) € (F,A)U (G,B) dir. Buradan (F,A) U (G,B) € (F,A) U (G,B)
elde edilir.

(8) (F,A)A(G,B) € (F,A) den (F,A)n (G B) € (F,A) ve (F,A)N (G, B) €
(G,B) den (F,A) N (G,B) € (G,B) dir. Buradan (F,A) N (G,B) € (F,A) N (G,B)
elde edilir.

4.4. Esnek Coklu Bir Kiimenin ici

Tanim 4.4.1 (X5, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay, Xy de bir esnek ¢oklu kiime (F, A)
ve x € X* olsun. Eger x € (G,B) € (F, A) olacak sekilde (G, B) € 7 esnek ¢oklu acik
kiimesi varsa x noktasima (G, B) esnek ¢oklu kiimesinin bir esnek coklu i¢ noktasi denir.
(F, A) esnek c¢oklu kiimesinin biitiin esnek ¢oklu i¢ noktalarinin kiimesine (F, A) esnek

¢oklu kiimesinin i¢i denir ve (F, A)” seklinde gosterilir.

Onerme 4.4.2 (X ,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve X de bir esnek ¢oklu kiime
(F,A) olsun. O halde

(F,A) =U{(G,B) € (F,A):(G,B) € 1}

dir.



33

Ispat : Eger x € (F,A)" ise Tamm 4.4.1 den x € (G,B) € (F,A) olacak sekilde
(G,B) € t vardrr. O halde x € U {(G,B) € (F,A):(G,B) € 1}.

Tersine eger x € U {(G,B) € (F,A):(G,B) € t}ise x € (G,B) € (F, A) olacak sekilde
bir (G, B) € T bulundugundan x € (F,A)" dur.

Onerme 4.4.3 (X ,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve X de iki esnek ¢oklu kiime
(F,A) ve (G, B) olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) (F,A4) € (F,A)

(2) (F, A) agiktir

(3) (F, A) agiktir ancak ve ancak (F,A)" = (F,A)

(4) (F,A), (F,A) esnek coklu kiimesinin kapsadig1 en genis esnek ¢oklu agik kiimedir
(5) ((F,A)) = (F,A)

(6) (F,A)E (H,C)=> (F,A) S 4,cY

(7) (F,.4)' G (H,C) € ((F,A) T (H,0)

(8) (F,.4) A (H,C) = ((F,A) A (H,0))

Ispat : (1) Tanim 4.4.1 den agiktir.

(2) Onerme 4.4.2 den (F,A)’, (F,A) esnek coklu kiimesini icerdigi aciklarin birlesimi

oldugundan agiktir.

(3) (F,A)° =U{(G,B) € (F,A):(G,B) € t} oldugundan (F,A) esnek coklu kiimesi
acik ise (F,A)" = (F, A) dur.

Tersine (F,A)" = (F, A) ise (F,A) esnek ¢oklu kiimesi agiktir. Ciinkii (F,A)" esnek
coklu kiimesi agiktir. (F,A)" esnek ¢oklu kiimesi (F,A) esnek ¢oklu kiimesinin

kapsadig1 en genis esnek coklu agik kiimedir

(4) (F,A) =0{(G,B) € (F,A):(G,B) € 1} oldugundan (G,B) € (F,A) olacak sekil
deki her (G, B) esnek ¢oklu acik kiimesi i¢in (G, B) € (F,A)" dir. O halde
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(5) (F,A)" agik ve (F, A) acik ise (F,A)" = (F, A) oldugundan ((F,A)")’ = (F,A)’ du.

(6) (F,A) E (H,C) olsun. Eger x € (F,A)" ise x € (G,B) € (F,A) olacak sekilde
(G,B) € T vardr. Buradan x € (G,B) € (F,A) € (H,C) ve de x € (H,C)" olup
(F,A)° € (H,C)’ du.

(7) (F,A) € (F,A) U (H,C) den (F,A)' € (F,A)Y U(H,C) ve (HC)E(FA)0T
(H,C) den (H,C) € (F,A)°0U(H,C) dr. Buradan (F,A)°U(H,C) €
((F,A) U (H, C))’elde edilir.

(8) (F,A) € (F,A)A (H,C) den (F,A) € ((F,A) & (H,C)) ve (H,C)E (F,A) M
(H,C) den (H,C) € ((F,A)A(H,C))° dwr. Buradan (F,A)°N(H,C) =
((F,A) ¥ (H,C))" elde edilir.

Tersine (F,A)" € (F,A) ve (H,C)’ € (H,C) oldugundan (F,A)’ A (H,C)" € (F,A)N
(H,C) ve buradan da (F,A)" N (H,C)° € ((F,A) & (H,C))’ elde edilir.

Teorem 4.4.4 (X ,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve Xy de iki tam esnek ¢oklu
kiime (F,A) ve (G, A) olsun. O zaman,

(@) ((F,A4)° = ((F, A,
(b) ((F,A4))° = ((F,A)°).

Ispat:
(@)((F, A))C = ({0 (G, 4) : (G,A) esnek coklu kapah kiime ve (F,A) € (G,A)})¢

U{(G,A4)° : (G,A) esnek coklu kapali kime ve (F,A) € (G,A)}
= U{(G,A)° : (G, A)° esnek coklu acik kiime ve (G,A)¢ € (F,A)}

((F, Ay

(b) ((F,A))* = (U{(G, A): (G, A) esnek ¢coklu kapali kiime ve (G,A) € (F,A)}N°¢
=0 {(G,A)°: (G,A) esnek coklu acik kiime ve (F,A)° € (G,A)°}

= ((F,4))
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4.5. Bir Noktanin Komsulugu

Tanim 4.5.1 (X5, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay, Xy de bir esnek ¢oklu kiime (F, A)
ve x € X* olsun. Eger x € (G,B) € (F, A) olacak sekilde (G, B) € 7 esnek ¢oklu acik
kiimesi varsa (F,A) esnek ¢oklu kiimesine x noktasmnin bir esnek ¢oklu komsulugu
denir. x noktasinin biitiin esnek ¢oklu komsuluklarmin kiimesi N (x) seklinde gosterilir.

Yani,
N(x) ={(F,A): (F,A) et,x € (F,A)}

Onerme 4.5.2 (X ,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve X de bir esnek ¢oklu kiime
(F,A) olsun. (F,A) esnek ¢oklu agik kiimedir ancak ve ancak (F,A) esnek coklu

kiimesi her noktasinin bir esnek ¢coklu komsulugudur.

Ispat : Eger (F,A) acik ve x € (F,A) ise (G,B) = (F,A) alindiginda (F, A) kiimesi x

in bir esnek ¢oklu komsulugu olur.

Tersine eger her x € (F,A) igin x € (G,B) € (F, A) olacak sekilde (G,B) € T esnek
¢oklu agik kiimesi varsa (F,A) =Uy¢(r 4 (G, B) olup esnek ¢oklu agik kiimelerin keyfi

birlesimleri agik olacagindan (F, A) esnek ¢oklu kiimesi agiktir.

4.6. Esnek Coklu Bir Kiimenin Yigilma Noktasi

Tanim 4.6.1 (X5, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay, Xy de bir esnek ¢oklu kiime (F, A)
ve x € X* olsun. Eger x noktasmnin her (G,B) esnek c¢oklu agik komsulugu igin
((G,B)\(x,€)) n (F,A) # @ ise x € X* noktasma (F,A) esnek ¢oklu kiimesinin bir
esnek ¢oklu yigilma noktast denir. (F,A) esnek ¢oklu kiimesinin biitiin esnek c¢oklu

y1gilma noktalarmnimn kiimesi (F, A)" ile gosterilir.

Onerme 4.6.2 (X ,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve X de iki esnek ¢oklu kiime
(F,A) ve (G, B) olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) (F,A) € (G,B) = (F,A)' € (G,B)
(2) (F,A) U (G,B)) = (F,A)' G (G,B)

(3) ((F,A)n (G,B)) € (F,A)' 1 (G,B)
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Ispat : (1) Eger (F,A) € (G, B) ise Tanim 4.6.1 den (F, A)’ € (G, B)' oldugu agiktir.

Ine

(2) (F,A) € ((F,A) U (G,B)) ve (G,B) E ((F,A) U (G,B)) olup (1) den (F,A)’
((F,A) U (G,B)) ve (G,B)' € ((F,A)U(G,B)) oldugundan (F,A4)' U (G,B)
((F,4) T (G, B)) du.

Ine

Diger yandan
((F,A) U (G,B))' E (F,A) U (G,B) & ((F,4) U (G,B))° € ((F,A) U (G,B))*

oldugundan ((F,4) U (G,B))’ € (F,A)’ U (G, B)' ifadesini ispat etmek icin sag tarafin
dogru oldugunu gosterelim. Bunun ic¢in x € ((F,A)' U (G,B)") olsun. Buradan x €&
(F,A)' ve x ¢ (G,B) olacagindan (H,C)N (F,A) € (x,C) ve (K,C)N(G,B)
€ (x,C)olacak sekilde x in (H,C) ve (K,C) esnek c¢oklu acik komsuluklar1 vardir.
Burada (H,C) N (K, C) x in bir esnek ¢oklu a¢ik komsulugu olup

((H,O)A(K,0)A((F,A)T (G, B)

=((H,CO)N(K,C)A(F,A))T(H AWK CNG,B))E(HCNFA)TEKCOA
(G,B) € (x,C) den ((H,0) A (K,C)) A ((F,A) T (G,B)) € (x,C) olup

x & ((F,A) U (G, B))' dir. Bu sag tarafin dolayisiyla (2) deki ifadenin ispatin1

tamamlar.

3) (F,ANGB)C(F A ise ((F,A) N (G, B))' c (F,A)" ve (F,A)n(G,B)
€ (G,B) ise ((F,A)n (G,B))' € (G,B)’ oldugundan ((F,A) N (G,B))' € (F,A)'N
(G,B)’ dr.

4.7. Esnek Coklu Topolojik Uzayda Siireklilik

Tanim 4.7.1 (Xg, 1) ve (Yg, 0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f:(Xg, 1) = (Yk, 0)
bir esnek ¢oklu fonksiyon olsun. Eger her (G, B) € o i¢in f~1(G,B) € 7 ise f esnek

coklu fonksiyonuna esnek ¢oklu siirekli fonksiyon denir.

Ornek 4.7.2 X = {3/x4,6/x,,3/x3}, E = {e;, e;,e3} ve f: (Xg,7) = (Xg,0) sabit bir
esnek c¢oklu fonksiyon olsun. Burada (Xg,7) ve (Xg, o) sirasiyla esnek c¢oklu ayrik

olmayan ve esnek ¢oklu ayrik topolojik uzaylardir.
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Vx € X* igin ¢(x) = x; ve Ve € E igin Y (e) = e, seklinde tanimh ve (F,A) = {e; =
{2/x1,5/x,}, e; = {3/x1}} olsun. O zaman

Cr1mayien) *1) = Cr(yien) (@) = Criep (1) =2

elde edilir. Benzer sekilde hesaplanirsa

Cr-1ray e (*2) = Cr-1r ayiep (¥3) = 2,

Cr=1(r,a)(e) X1) = C=1(7,)(e) X2) = Cp-1m,)(e) (X3) = 2,

Cr=1(r,a)(e3) X1) = Cr=1(7,)(e5) X2) = Cp-1p,) (e (X3) = 2,

elde edilir. O halde

(f~Y(F,A),E) ={e; = {2/x1,2/x3,2/x3}, €5 = {2/%x1,2/%2,2/%3}, €5 = {2/%1, 2/ %5,
2/x3}}

bulunur. Burada (F,A) € o iken f~1(F,A) € 7 dir. Bu f esnek coklu fonksiyonunun

stirekli olmadigini gosterir.

Teorem 4.7.3 (Xg, 1) ve (Yg,0) iki esnek coklu topolojik uzay olmak iizere
f:(Xg, ) = (Yg,0) esnek coklu fonksiyonu siireklidir ancak ve ancak Yy deki her

esnek coklu kapali kiimenin ters goriintiisii X de kapalidir.

Ispat: f: (Xz,7) = (Yg, 0) esnek ¢oklu siirekli fonksiyon ve Yy da kapali esnek coklu
bir kiime (G, B) olsun. Burada f~1((G,B)¢) = (f ~1(G,B))¢ ve (G,B)¢ esnek ¢oklu
acik kiime oldugundan f~1((G,B)°) esnek coklu kiimesi X; de aciktir. O halde
f~1(G, B) € X; esnek ¢oklu kapali kiimedir.

Tersine Y deki her esnek coklu kapali kiimenin ters goriintiisii Xz de kapali ve Yy da
acik esnek coklu bir kiime (F,A) olsun. Burada f~1((F,A)¢) = (f~1(F,A))° olup
varsayimdan f~1((F,A)°) esnek c¢oklu kiimesi X; de kapali oldugundan
f~Y(F,A) € X esnek ¢oklu agik kiimedir. O halde Tanim 4.7.1 den f siireklidir.

Sonug¢ 4.7.4 (Xg, t) ve (Y, o) iki esnek coklu topolojik uzay olmak tizere f: (Xz, ) —
(Yg, o) esnek ¢oklu fonksiyonu verilsin. Asagidaki ifadeler denktir.
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i.f:(Xg, 1) = (Yg,0) esnek coklu fonksiyonu siireklidir
ii. Her (G,B) € oigin f~Y(G,B) €t

iii. Yx deki her esnek coklu kapali kiimenin ters goriintiisii Xy de kapalidir.

4.8. Esnek Coklu Ayirma Aksiyomlari

Tanim 4.8.1 (X;,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve x # y olacak sekilde x,y € X*
olsun. Eger Vx,y € X" i¢in

x € (F,A)vey ¢ (F,A)veyay € (G,B) ve x ¢ (G,B)

olacak sekilde (F,A),(G,B) € t varsa (Xg,T) esnek ¢oklu topolojik uzayma Ty uzay

denir.

Ornek 4.8.2 X coklu kiime evrenseli ve E parametrelerin kiimesi olsun. Vx € X* icin
7, = {®,X, (x, E)} smifi X iizerinde esnek coklu topoloji tanimlar. Ayrica her bir

(Xg , T,) esnek coklu topolojik uzayi T,y uzayidir.

Onerme 4.8.3 (X;,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve Y, X esnek c¢oklu kiimesinin
bostan farkl bir alt kiimesi olsun. Eger (Xg , T) esnek c¢oklu topolojik uzay1 T,, uzay1 ise

(Xg , Ty) esnek coklu topolojik uzayi da T, uzayidir.

Ispat : x # y olacak sekilde x,y € Y* olsun. Bu durumda x,y € X* dir. (Xz, 7) esnek

coklu topolojik uzay1 T,, uzay1 oldugundan
x € (F,A)vey ¢ (F,A)veyay € (G,B) ve x ¢ (G,B)
olacak sekilde (F, A) € 7 vardir. Bu durumda
x€(YF,A)vey ¢ ("F,A)veyay € (YG,B)vex ¢ (¥G,B)

olur. x € (F,A) ve x € ¥ oldugundan x € ( YF,A) dir. Burada (F,A) =Y A (F,4)
dir. Benzer sekilde y ¢ (YF,A),y € (YG,B) ve x & ( G, B) ifadeleri de gosterilebilir.
O halde (X , Ty) esnek ¢oklu topolojik uzay1 da Ty uzayidir.
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Tanim 4.8.4 (X ,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve x # y olacak sekilde x,y € X*
olsun. Eger Vx,y € X" i¢in

x € (F,A),y¢ (F,A)veye€ (G, B),x ¢ (G,B)

olacak sekilde (F,A),(G,B) € t varsa (Xg,T) esnek c¢oklu topolojik uzaywna T; uzay:

denir.

Teorem 4.8.5 (Xz, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay olsun. Eger her x € X* igin (x, A)

esnek coklu kiimesi kapali ise (X, 7) esnek ¢oklu topolojik uzayi T; uzayidir.

Ispat : Kabul edelim ki x # y olacak sekilde x,y € X* ve her x € X* i¢in (x,A) tam
esnek ¢oklu kiimesi kapali olsun. O halde (x, A)¢ esnek c¢oklu agik kiimedir.Burada
y € (x,A)¢ ve x & (x, A)° olacak sekilde (x, A)¢, (v, A)¢ € t vardir. Ayrica x € (y, A)¢
ve y & (y,A)¢ dir. Dolayisiyla (X5 , T) esnek ¢oklu topolojik uzay1 T; uzayidir.

Onerme 4.8.6 (X ,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve Y, X esnek c¢oklu kiimesinin
bostan farkl bir alt kiimesi olsun. Eger (X, T) esnek ¢oklu topolojik uzay1 T; uzayi ise

(Xg , Ty) esnek coklu topolojik uzayi da T; uzayidir.

Ispat : x # y olacak sekilde x,y € Y* olsun. Bu durumda x,y € X* dir. (Xz,7) esnek

coklu topolojik uzay1 T; uzay1 oldugundan
x € (F,A),y & (F,A)vey € (G,B),x & (G,B)
olacak sekilde (F, A), (G, B) € 1 vardrr. Bu durumda
x€(YF,A),ye ('F,A)veye (YG,B),x¢ (YG,B)

olur. x € (F,A) ve x € ¥ oldugundan x € ( YF,A) dir. Burada (F,A) =Y A (F,4)
dir. Benzer sekilde y ¢ (YF,A),y € (YG,B) ve x & ( G, B) ifadeleri de gosterilebilir.
O halde (X5 , ty) esnek ¢oklu topolojik uzayi da T; uzayidir.

Tanim 4.8.7 (Xz,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve x # y olacak sekilde x,y € X*
olsun. Eger Vx,y € X" i¢in

x € (F,A),y € (G,B)ve (F,A)n (G,B) = ®
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olacak sekilde (F,A),(G,B) € t varsa (Xg,T) esnek c¢oklu topolojik uzayma T, uzay:

ya da Hausdorff uzay1 denir.
Onerme 4.8.8 i. Her esnek ¢oklu T; uzay1 ayn1 zamanda esnek ¢oklu Ty uzayidir.
ii. Her esnek ¢oklu T, uzay1 ayn1 zamanda esnek ¢oklu T; uzayidir.

Ispat: i. Eger (Xp,t) esnek c¢oklu topolojik wuzayr T; uzayi
x € (F,A),y¢ (F,A)veye€ (G,B),x ¢ (G,B)

olacak sekilde (F, A), (G, B) € T vardir. Buradan

x € (F,A)vey ¢ (F,A)veyay € (G,B) ve x ¢ (G,B)
oldugu agiktir. O halde (X , 7) esnek ¢oklu topolojik uzay1 T, uzayidir.
ii. Eger (Xg , 1) esnek ¢oklu topolojik uzay1 T, uzay1 ise

x € (F,A),y € (G,B)ve (F,A)0 (G,B) =®

1se

olacak sekilde (F,A), (G,B) € t vardir. x € (F,A) ve (F,A) 0 (G,B) = ® oldugundan
x & (G, B) dir. Aynmi sekilde y € (G,B) ve (F,A) 0 (G,B) = ® oldugundan y ¢ (F,A)

dir. Dolayisiyla
x € (F,A),y¢ (F,A)veye€ (G,B),x ¢ (G,B)

olacak sekilde (F, A), (G,B) € T vardir. O halde (X, T) esnek ¢oklu topolojik uzayi T;

uzayidir.

Onerme 4.8.9 (X;,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve Y, X esnek ¢oklu kiimesinin

bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger (X, 7) esnek ¢oklu topolojik uzayi T, uzay1 ise

(Xg , Ty) esnek coklu topolojik uzayi da T, uzayidir.

Ispat : x # y olacak sekilde x,y € Y* olsun. Bu durumda x, y € X* dir. (Xg, 7) esnek

coklu topolojik uzay1 T, uzay1 oldugundan

x € (F,A),y € (G,B) ve (F,A)N(G,B) = ®
olacak sekilde (F, A), (G, B) € 7 vardrr. Bu durumda

x€(YF,A),ye(YG,B)ve("F,A)A (YG,B) = @
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olur. x € (F,A) ve x € ¥ oldugundan x € ( YF,A) dir. Burada (F,A) =Y A (F,4)
dir. Benzer sekilde y € (YG,B) ifadesi de gosterilebilir. Ayrica x #y, x € (YF ,A),
y € (YG,B) ve (F,A) A (G, B) = ® oldugundan (YF,A) A (YG,B) = @ dir. O halde

(Xg , Ty) esnek coklu topolojik uzayi da T, uzayidir.

Tanim 4.8.10 (X, ) bir esnek coklu topolojik uzay, x € (G, B) olacak sekilde (G, B)

esnek ¢oklu kapali kiime ve x € X™ olsun.
Eger Vx € X* i¢cin
X € (Fer)r (G’B) § (FZIA) ve (Fer) ﬁ (FZIA) =0

olacak sekilde (F;,A), (F,,A) € T varsa (Xg ,T) esnek ¢oklu topolojik uzayina regiiler

uzay denir.

Tanim 4.8.11 (Xz,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay olsun. Eger (Xz,7) esnek ¢oklu
topolojik uzay1r hem T; hem de regiiler uzay ise (Xg, t) esnek coklu topolojik uzayma

T3 uzayr denir.

Not 4.8.12 Her esnek ¢oklu topolojik uzayma T; uzayi, esnek ¢oklu topolojik uzayma

T, uzay1 olmayabilir.

Tammm 4.8.13 (X;,7) bir esnek coklu topolojik uzay, (F,A) N (G,B) = ® olacak
sekilde (F, A) ve (G, B) iki esnek ¢oklu kapali kiime olsun.

(F,A) € (F,A),(G,B) € (F,,A) ve (F;,A) 0 (F,,A) = @

olacak sekilde (F;,A), (F,,A) € T varsa (Xg,T) esnek c¢oklu topolojik uzayma normal

uzay denir.

Tanim 4.8.14 (Xz ,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay olsun. Eger (Xz ,7) esnek ¢oklu
topolojik uzay1r hem T; hem de normal uzay ise (Xg,7) esnek coklu topolojik uzayma

T, uzay: denir.

Not 4.8.15 i. Her esnek coklu topolojik uzayma T, uzayi, esnek ¢oklu topolojik uzayina

T3 uzay1 olmayabilir.
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ii. Eger (Xg, 1) esnek ¢oklu topolojik uzayi T, uzay1 ve Y, X esnek c¢oklu kiimesinin
bostan farkli bir alt kiimesi ise (Xy,7y) esnek coklu topolojik uzayr T, uzayi

olmayabilir.

4.9. Esnek Coklu Kompakt Uzay

Tanmim 4.9.1 Esnek c¢oklu kiimelerin bir ailesi ¥ olsun. Eger

ise W ailesine (F, A) esnek ¢oklu kiimesinin Ortiisii denir. W ailesinin her bir elemani
esnek coklu agik kiimesi ise W ailesine esnek coklu ac¢ik ortii denir. W ailesinin alt

ailesine alt ortii denir.

Tanim 4.9.2 (Xz, 1) esnek ¢oklu topolojik uzay ve Xp de bir esnek ¢oklu kiime (F, A)
olsun. (F, A) esnek c¢oklu kiimesinin her agik ortiistiniin sonlu bir alt ortiisii varsa (F, A)

esnek ¢oklu kiimesine esnek ¢coklu kompakt kiime denir.

Eger X esnek ¢oklu kiimesinin her acik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa (X, T)

esnek ¢oklu topolojik uzayina esnek coklu kompakt uzay denir.

Ornek 4.9.3 X esnek coklu kiimesi sonlu ise (Xz,T) esnek coklu topolojik uzayi

kompakttir.

Ornek 4.9.4 (X5, 1) ve (Yy,0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve T € o olsun. Eger
(Y, o) esnek coklu topolojik uzayr kompakt ise (Xg,7) esnek coklu topolojik uzayi
kompakttir.

Onerme 4.9.5 (X, 7) kompakt esnek ¢oklu topolojik uzaymnda bir tam esnek c¢oklu
kapali kiime (G, B) olsun. O zaman (G, B) kompakttir.

Ispat: (G, B) esnek c¢oklu kiimesinin herhangi bir agik ortiisii (F;, A) olsun. O zaman
X € (U (F,A)) U (G,B) dir. (Xg 1) esnek ¢oklu topolojik uzayr kompakt
oldugundan (F;,A) U (F,,A) U ...U (E,,A) U (G, B)¢ sonlu alt 6rtiisii vardir. O halde
X & (F,A) T (F,A)T..U(E,A) U (G B)° dr. Buradan (G,B) E (F,,A) U (F,, A)
U ...U (E,, A) elde edilir. O halde (G, B) kompakttir.
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Onerme 4.9.6 (Xg, T) esnek ¢oklu Hausdorff uzaymnda bir tam esnek ¢oklu ve kompakt
kiime (G, B) olsun. O zaman (G, B) esnek ¢oklu kapali kiimedir.

Ispat: x € (G, B)€ olsun. (Xg,T) esnek ¢oklu Hausdorff uzay1 oldugundan y € (G, B)
i¢in x € (Fy,A) ve y € (H,, A) olacak sekilde ayrik esnek ¢oklu agik kiimeleri vardir.

O halde {(Hy,A) 1y € (G, B)} smift (G, B) esnek ¢oklu kiimesinin bir agik ortiistidir.
(G, B) esnek ¢oklu kiimesi kompakt oldugundan {(Hyl' A), (HyZ,A), ., (Hyn,A) } sonlu
alt ortisii vardr. O halde (G,B) EUL, (H,,A) dir. (F,A) =Ay, (F,,A) ve
(Hy,A) =0, (Hy, A) olmak iizere (F,A)f (Hy,A) =& dir. Buradan (G,B) A
(F,,A) =® olup x € (F,A) € (G,B)° den (G,B)° esnek ¢oklu kiimesi agik
dolayisiyla (G, B) esnek ¢oklu kapali kiimedir.

Teorem 4.9.7 (Xg, 1) ve (Y, 0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t) = (Yk, 0)
stirekli ve orten bir esnek ¢oklu fonksiyon olsun. (Xg, T) esnek coklu topolojik uzayi

kompakt ise (Y, ) esnek coklu topolojik uzayr kompakttir.

Ispat: Teorem 3.3.4 ii gbz Oniine alalim. ¥ esnek ¢oklu kiimesinin bir acik oOrtiisii
{(F;,A)} olsun. Yani ¥ € Uj¢; (F;,A) dir. O zaman f~1(¥) € (U (F,A)) ve
buradan X € U, (f~1(F;, A)) elde edilir. Bu U;e; ( f~1(F;, A)) ifadesinin X esnek
coklu kiimesinin bir agik Ortiisii oldugunu gosterir. (Xg, T) esnek coklu topolojik uzay1

kompakt oldugundan bu ortiiniin sonlu bir alt ortiisii vardir. O halde
XCFY(F,A)UfY(F,A)T..UfY(E,A)
elde edilir. f Orten oldugundan,
7 =f(X)
F(fFELM T (F T .. T fH(F, 4)
= (F;,A) U (F,,A) U ..U (F,, A)

elde edilir. Bu da ¥ esnek ¢oklu kiimesinin sonlu bir alt 6rtiiyle ortiildiigiinii gosterir. O

halde (Y, o) esnek coklu topolojik uzayr kompakttir.
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4.10. Esnek Coklu Baglantih Uzay

Tanim 4.10.1 (X, ) bir esnek ¢oklu topolojik uzay olsun.
X=(F,ADTGB)ve(F, AN (G B) =

ozelligindeki bostan farkli (F,A) ve (G,B) esnek coklu kiimelerine X esnek coklu
kiimesinin bir ayrisimi denir. Eger (F, A) ve (G, B) esnek ¢oklu kiimeleri agik ise ag¢ik

ayrisim denir.

Tamim 4.10.2 Eger X esnek ¢oklu kiimesinin hig¢ bir agik ayrisimi1 yoksa (Xj , T) esnek
coklu topolojik uzayma esnek ¢oklu baglantili uzay aksi halde baglantisiz esnek ¢oklu

uzay denir.

Ornek 4.10.3 X = {2/x,3/y,4/2,5/W},E = {p,q} ve 1 = {®, X, (F., E), (F,, E),
(F5,E), (Fy, E), (Fs, E)} olsun. Buradaki (Fy, E), (F,, E), (F5, E) esnek ¢oklu kiimeleri
asagidaki sekilde tanimlidir.

Fi(p) ={1/x,2/y,3/2}, Fi(q) = {4/w}
F,(p) =X, Fo(q) ={1/x,3/y,4/2,5/w}
F3(p) ={2/x,3/y,3/z,1/w}, F3(q) ={1/x,4/w}

O halde 7 smifi X tizerinde bir esnek ¢oklu topoloji tanimlar ve (X, ) bir esnek coklu

topolojik uzaydir.

(FL,E)D (F,E) # ®, (F,E) N (Fs5,E) #+ ®ve (F,,E) 0\ (F3,E) # ® ayrica
(FLE)D (F,E) # X, (FL,E) DN (F5,E) # Xve (F,,E) N (F5,E) # X oldugundan
(Xg , 7) esnek ¢oklu topolojik uzayi baglantilidir.

Teorem 4.10.4 (X;,t) esnek ¢oklu topolojik uzayr baglantilidir ancak ve ancak

7 siifinda ® ve X esnek ¢oklu kiimelerinden baska hem agik hem de kapali esnek ¢oklu

kiime yoktur.

Ispat : (X;,7) esnek ¢oklu topolojik uzayr baglantili olsun. Kabul edelim ki Xz de
(F,E) esnek ¢oklu tam kiimesi ® ve X den farkli hem kapali hem de acik esnek ¢oklu
olsun. O halde (F, E)¢ esnek ¢oklu tam kiimesi ® ve X den farkhidir. (F,E) U (F,E)¢ =
X, (F,E)Q (F,E)° = ® oldugundan (F,E) ve (F,E)¢ esnek coklu kiimeleri X esnek
coklu kiimesinin bir ayrisimidir. O halde (X , 7) esnek ¢oklu topolojik uzay1 baglantili
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olamaz. Bu da T smifinda ® ve X esnek ¢oklu kiimelerinden baska hem agik hem de

kapali esnek coklu kiime olamayacagini1 gosterir.

Tersine (Xg , 7) esnek coklu topolojik uzayr baglantili olmasim. O halde X in bir agik
ayrisim1 vardir. (F, A) ve (G, B) esnek c¢oklu kiimeleri X esnek ¢oklu kiimesinin bir
ayrisimi olsun. (F,A) esnek c¢oklu a¢ik kiime oldugundan (F,A)¢ kapahdir.
X=(F,A) TG, B)ve(F,A)N(GB)=® oldugundan (F,A) =Xz —(G,B) ve
(G,B) = Xz — (F,A) dur. (F,A) # ® oldugundan (G, B) # X dir. O halde (F, A) esnek
¢oklu kiimesi 7 smifinda ® ve X esnek ¢oklu kiimelerinden farkli hem agik hem de
kapali esnek ¢oklu kiimedir. Bu ise hipotez ile g¢eligir. O halde (Xy,7) esnek c¢oklu
topolojik uzay1 baglantilidir.

Ornek 4.10.5 Esnek ¢oklu ayrik olmayan topolojik uzay baglantihdir. Ciinkii Esnek
¢oklu ayrik olmayan topolojik uzaymnda ® ve X den farkli hem kapali hem de agik

esnek coklu kiime yoktur.

Ornek 4.10.6 Esnek coklu ayrik topolojik uzay baglantisizdir. Ciinkii Esnek ¢oklu ayrik

topolojik uzaymda ® ve X den farkli hem kapali hem de acik esnek goklu kiime vardir.
Sonuc 4.10.7 (Xz ,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) (X5, 7) esnek coklu baglantili uzaydir.

(2) Bostan farkli (F, A) ve (G, B) esnek ¢oklu agik kiimeleri icin X = (F,A) U (G, B)
dir. Ancak (F,A4) N (G,B) # & dr.

(3) ® ve X esnek ¢oklu kiimelerinden baska hem acik hem de kapali esnek goklu kiime
yoktur.

(4) Eger X = (F,A) U (G,B) ve (F,A) A (G,B) = @ ise (F,A) = ® veya (G,B) = ®
dir.

(5) Eger X = (F,A) U (G,B) ve (F,A)N (G,B) = ® ise (F,A) = X veya (G,B) =X
dir.



5.BOLUM

TARTISMA-SONUC VE ONERILER

Esnek ve coklu kiime teorileri matematigin bir ¢ok alaninda uygulamalar bulmustur.
Ayrica esnek kiimeler, tip, egitim ve karar verme metotlar1 gibi alanlarda, c¢oklu
kiimeler ise bilgi depolama, bilgi analizi ve bilgisayar bilimleri alanlarinda uygulamalar1

olmustur.

Bu iki yaygin kiime kurammin birlesmesiyle olusan esnek ¢oklu kiime teorisi ilk olarak
Babitha ve John [18] tarafindan tanimlanmistir. Bu ¢aligmanin takibinde Majumdar
[31], Alkhazaleh [32] ve Neog [33] uygulamalariyla esnek ¢oklu kiime teorisinde farkli

tanimlar vermislerdir.

Bu c¢alismada esnek coklu kiimeler yeniden tanimlandi. Bu tanim diger tanimlardan
daha genel bir bakis acis1 igermektedir. Iki esnek ¢oklu kiime arasinda fonksiyon yapisi
uygulamalar1 artirmak i¢in insa edildi. Esnek coklu kiimeler iizerinde topoloji yapis1

tanimlanarak bir ¢ok yapis1 ve 6zelligi incelendi.

Esnek ¢oklu kiime teorisi gilincel hayatta, 6zellikle bilgi depolama, bilgi analizi, egitim,
tip ve bilgisayar bilimleri konularinda bir ¢ok uygulamaya imkan saglamaktadir.
Ayrica esnek coklu kiimeler matematigin diger alanlarinda da uygulanabilir ve bu

sayede gilincel hayata uyarlanmasi daha da kolaylasabilir.

Bu ¢aligmanin gelecek arastirmalar i¢in bir 6ncii olmasi en biiyiik temennimizdir.
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