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1. BOLUM

GIRIS

Klasik  matematiksel yontemler, giinliik hayatin sorunlarim1  ¢6zmek ve
yeni gereksinimleri karsilamak icin yeterli degildir. Cunku belirsizlik iceren
problemlerin matematiksel olarak modellenmesi oldukca gictur. Bu amagla her gecen
giin yeni teoriler ortaya atilmaktadir. Bu teorilerden bazilar1 bulanik kiime [25], kaba

kiime [17], esnek kiime [12] ve ¢oklu kiime [24] gibi teorilerdir.

Bu teorilerin karar verme problemleri, bilgi sistemleri, Optimizasyon teorisi ve
matematiksel analiz gibi belirsizlik igeren bircok alanda ve ayrica matematigin topoloji
alaninda birgok uygulamalar1 vardir. Bulanik kiimeler iizerinde topolojik yap1 ilk olarak
Chang [5] tarafindan verildi. Lowen [11] ise bulanik topolojik uzaylar1 gelistirerek,
bulanik kompaktlik kavrami tanimlamistir. Daha sonra Shabir ve Naz [19] esnek
kiimelerin topolojik yapilarini ve bu uzaylardaki ayirma aksiyomlarint ¢aligmiglardir.
Cagman ve ark. [3] ile verilen referansta es zamanli olarak esnek topoloji tanimini ve
baz1 6zelliklerini incelemislerdir. Zorlutuna ve ark. [26] esnek i¢ nokta ve esnek
komsuluk yapilarint incelemislerdir. Esnek kiimeler iizerindeki topolojik yapilarin
streklilik, taban ve kompaktlik gibi temel kavramlar Aygiinoglu ve Aygiin [1]
tarafindan incelenmistir. Varol ve Aygiin [23] esnek topoloji tzerinde Hausdorff
uzayini tanimlamiglardir. Tanay ve Kandemir [20] bulanik esnek topolojik uzay ve bazi
sonuglarini ortaya koymuslardir. Varol ve Aygin [22] bulanik esnek topolojik uzaylarda
bulanik esnek siirekli fonksiyon kavramini tanimlamis ve bazi temel Ozelliklerini

incelemislerdir.

Bilindigi gibi klasik kiime teorisinde kiimenin elemanlarinin tekrarina izin verilmez.
Ancak bazi durumlarda elemanlarin tekrari kullanighi olabilmektedir. Bir kiimenin
elemanlarinin tekrarina izin verilmesi durumunda ortaya ¢ikan kiimeye coklu kime
denir. Coklu kiime teorisi, Cerf ve ark. [4] tarafindan ortaya konulmustur. Coklu
kiimeler guncel hayatta bilgisayar bilimleri, tip, bankacilik, miithendislik, bilgi depolama
ve bilgi analizi gibi bir¢ok alanda kullanilabilmektedir. Peterson [18] ve Yager [24]
coklu kime teorisinin ilerlemesine katki saglamislardir. Bu yazarlar, bulanik ¢oklu

kiimeler kavramini ortaya koymuslardir. Bu ilerleme Jena ve ark. [8] tarafindan
1



stirdliriilmiistiir. Girish ve John [6] ¢oklu kiime bagintilarin1 kullanarak ¢oklu kiimeler
tizerinde topoloji ve bazi topolojik yapilarin tanimlarin1 vermislerdir. Bu g¢alismanin

devamu olarak, Girish ve John [7] esnek topolojinin bir¢ok yapisini incelemislerdir.

Esnek kiime ve ¢oklu kiime kavramlarini birlestirerek esnek c¢oklu kiime kavrami ilk
olarak Babitha ve John [2] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica Tokat ve Osmanoglu [21]
yeni ve daha genel bir esnek ¢oklu kiime tanimi1 vermislerdir. Bu yazarlar [15,16,21] bu

kiimeler iizerinde topoloji yapisini ve bu topolojinin birgok 6zelligini incelemiglerdir.

Bu ¢aligmanin temel amaci esnek ¢oklu topolojik uzay kavrami {izerindeki calismalari
daha ileriye tasimaktir. Bunun igin ilk olarak Levine [10] tarafindan tanimlanan yari
acik (yan kapali) kiime kavrami ve esnek coklu kiimeler kullanilarak bu uzayda esnek
coklu yart acik ve esnek coklu yar1 kapali kiime kavramlar1 tanimlandi. Bu kavramlar
hakkinda bir¢ok teorem elde edildi. Daha sonra Osmanoglu ve Tokat [15] tarafindan
verilen esnek coklu fonksiyon yapisi kullanilarak esnek ¢oklu stirekli fonksiyon yapisi
elde edildi. Son olarak esnek ¢oklu yar1 agik (yar1 kapali) kiimeleri kullanarak esnek

coklu yar siirekli fonksiyon ve bazi temel teoremleri incelendi.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, esnek kiime, ¢oklu kiime ve esnek c¢oklu kiime kavramlari ile birlikte

esnek ¢oklu fonksiyonlar tanitilmistir.
2.1. Esnek Kuimeler

Bu bolimde Molodtsov [12] tarafindan asagidaki gibi tanimlanan esnek kiime

kavramini verildi.

Tamm 2.1.1 [12] U evrensel kiime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. P(U), U nun
kuvvet kimesini ve A, E nin bostan farkli bir alt kiimesini gostersin. F:A —P(U)
seklinde bir doniisiim olmak Uzere (F, A) siral1 ikilisi U tizerinde bir esnek kiime olarak

adlandirilir.

Bir baska deyisle, U Uzerinde bir esnek kiime, U evrensel kiimesinin alt kimelerini
parametrize edilmis bir ailesidir. eéEA igin F(g), (F, A) esnek kimesinin ¢-yaklagik

elemanlarinin kiimesi olarak diistintilebilir. Esnek bir kiimenin kiime olmadig1 agiktir.

Ornek 2.1.2 [12] U, gbz oniine alman sartlar altindaki evlerin kiimesi ve E,
parametrelerin kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime ya da ctimledir.

E={pahali, giizel, ahsap, ucuz, bahg¢eli, modern, iyi durumda, kotii durumda}

Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, pahali evler, giizel evler ve digerlerini
belirtmek anlamina gelir.

(F, A) esnek kiimesi X kisisinin satin alacagi "evlerin ¢ekiciligi" ni belirtiyor.

Kabul edelim ki, U ={hy,h,,h3,hy,h5,hg} ile verilen U evreninde 6 ev olsun ve e;
‘pahali’ parametresini, e, ‘giizel’ parametresini, e; ‘ahsap’ parametresini, e, ‘ucuz’
parametresini, es ‘bahgeli’ parametresini gostermek Uzere, E = {e1,6,,63,64,65}

seklinde verilsin. Kabul edelim ki, F(e;)= {h,,hs}, F(e,)={hy,h3}, F(e3) =

{h3,h4,hs}, F(es) = {hy,h3,hs} ve F(es) = {h,} olsun. (F,A) esnek kiimesi U

kiimesinin alt kiimelerinin {F(e;), 1=1, 2, 3, ..., 5} parametrize edilmis bir ailesidir ve

bir nesnenin yaklasik tanimlarinin bir koleksiyonunu verir.
3



Bu nedenle, (F,A) esnek kiimesi asagidaki gibi yaklasimlarin bir koleksiyonu
olarak gosterilebilir:

(F,A) = {F(el)l F(eZ)l F(e3)! F(e4)! F(e5)}
= { {h2,hg}, {h1,h3}, {hs,hg,hs}, {hy,hg,hs}, {hl}}-

2.2. Coklu Kuimeler

Bu bélimde Cerf ve ark. [4] tarafindan tanimlanan ¢oklu kiime kavrami tanitildi. Bu

konu ile ilgili bilgiler igin [6], [8], [18] ve [24] verilen ¢alismalara bakilabilir.

Tammm 2.2.1 [8] X kiimesinden alinan bir M c¢oklu kiimesi (multiset) Cy:X—N
fonksiyonu ile temsil edilir.

X={X1,X2,....Xn} kimesinde bir M c¢oklu kiumesi M={k;/x;,ko/Xz,....Kn/X,} seklinde
gosterilir. Burada k;, X; nin tekrar sayisidir (1<i<n). Bu x;€XM seklinde gosterilir.
Cm(X), M coklu kiimesindeki x in tekrar sayisin1 gosterir. Ancak M ¢oklu kiimesinin

eleman1 olmayan elemanlar i¢in sifir olarak yazilir. Yani X¢X, i¢in Cy,(x)=0 dur.
Tamim 2.2.2 [8] Her x € X icin Cyy(x)=0 ya da 1 ise M ¢oklu kiimesi bir kiimedir.

Ornek 223 [14] X={ab,c} kiimesinden alman bir M c¢oklu kiimesi
M={3/a,2/b,5/c}={a,a,a,b,b,c,c,c.c,c} seklinde wverilsin. Burada Cy (2)=3 |,
CM(b)ZZ, CM(C):5 dir.

Tamim 2.2.4 [8] M ve N, X kiimesinden alinan iki ¢oklu kiime olsun. O halde asagidaki

tanimlar verilebilir. Her X€X igin

i) Cy (X) =Cyn(x) ise M = N dir.

i) Cy (X) <Cpn(X) ise M € N dir.

i) Cp(X) = max{Cp (X),Cn(x)} ise P=M U N dir.
iv) Cp(x) =min{Cy (x),Cn(X)} ise P=M N N dir.

V) Cp(X) =Cm(X)+Cn(X) ise P=M@N dir. Burada M @GN, M ile N c¢oklu

kiimelerinin toplamidir.



Vi) Cp(X) = max{Cy (X) - Cy(x),0} ise P=M & N dir. Burada M & N, M ile N ¢oklu

kiimelerinin farkidir.

Tanmm 2.2.5 [6] M"={xeX :Cy;(x)>0} seklinde tanimlanan kiimeye M ¢oklu kiimesinin

destek kiimesi denir. Burada M” alisiimus kiimedir ve X in bir alt kiimesidir.
Tamim 2.2.6 [8] Her xeX icin Cy,(x)=0 ise M ¢oklu kiimesine bos ¢oklu kiime denir.

Tamm 2.2.7 [8] [X]™ ¢oklu kiime uzay1, elemanlarmnin hig biri m den daha fazla tekrar
etmeyen X coklu kimelerinin kimesidir. [X]*, X iizerinde tanimli biitiin ¢oklu

kiimelerin uzayidir ve bu ¢oklu kiimelerin elemanlarinin tekrar sayisi sinirsizdir.
X={X1,X2,X3,...,X, } iS€
[X]™={{my/X1,mz/Xz,....m/x } | i=1,2,.... K icin m;€{0,1,2,....m}} dir.

Ornek 2.2.8 [14] X={a,b} ise
[X]2 = {{1/a,1/b}.{1/a,2/b}.{2/a,1/b}.{2/a,2/b} {1/a} {2/a}.{1/b}.{2/b},0} dir.

Tamm 2.2.9 [8] X bir destek kiime ve [X]", X iizerinde taniml1 bir ¢oklu kiime uzayi

olsun. Herhangi bir Me[X]™ coklu kiimesinin timleyeni M®, [X]™ uzaymin elemanidir

oyle ki her xeX igin Cysc(X) = m-Cy(x) dir.
Ornek 2.2.10 [14] [X]? icin A={2/a,1/b} olsun. A°={1/b} olur.

Tamm 2.2.11 [6] N, M nin bir ¢oklu alt kiimesi olsun. Her xeN igin Cy(X)=Cp(X) ise

N ye M nin ¢oklu tam alt kiimesi denir.

Ornek 2.2.12 [14] M={2/x,3/y,5/z} bir coklu kime olsun. {2/x,3/y}, {3/y,5/7},

{2/x,5/z} coklu alt kiimeleri M ¢oklu kiimesinin ¢oklu tam alt kiimesidir.

Tamm 2.2.13 [6] Me[X]™ olsun. M nin ¢oklu kuvvet kiimesi P(M) seklinde gosterilir

ve M nin bitin ¢oklu alt kiimelerinin kiimesidir.
Ornek 2.2.14 [6] M={2/x,3/y} bir coklu kiime olsun.

M nin ¢oklu kuvvet kiimesi



P(M)={3/{2/x, LIy}, 3/{2/x,2/y},6/{1/x,1/y}.6/{1Ix,2/y} 2/{1/x, 31y}, LI{2/x}, L3Iy,
21{LIx},3{1ly},31{2/y},M, @} dir.

P(M) nin ¢oklu destek kiimesi

P*(M):{{2/x,1/y},{2/x,2/y},{1/x,1/y},{1/x,2/y},{1/x,3/y},{2/x}, {3y} {1/x}{1/y},
{2/y},M,@} dur.
2.3. Esnek Coklu Kumeler

Bu bolimde Tokat ve Osmanoglu [16, 21] tarafindan tanimlanan, esnek ve coklu
kiimelerin birlestirilmesiyle elde edilen esnek ¢oklu kiime kavrami tanitildi. Ayrica bu

kiimenin baz1 matematiksel 6zellikleri verildi.

Tamm 2.3.1 [21] U bir ¢oklu kiime evrenseli, E parametrelerin kiimesi ve ACE olsun.
(F,A) ikilisine bir esnek ¢oklu kiime denir. Burada F déniisiimii F:A—P" (U) seklinde
tammlidir. Ayrica her e€A igin F(e) coklu kiimesi Cg,) : U"—N fonksiyonu ile temsil
edilir.

Ornek 2.3.2 [21] U={1/x,5/y,3/z,4/w} ve E={p,q,r} olsun. F:A—P" (U) doniisiimii

F(p)={1/x,21y,3/z}, F(q)={4/w} ve F(r)={3ly,1/z,2/w}

seklinde tanimlansin. O halde (F,A) bir esnek coklu kimedir. VeeA icin F(e) coklu

kiimesi Cr) : U"—N fonksiyonu ile

Crp =1, Crpy (V)=2, Crp) (2)=3, Crpy(W)=0,
Cr) =0, Cr(q) (¥)=0, Crqy(2)=0, Cr(q)(W)=4,
Crn (0=0, Crpn(¥)=3, Cry(@)=1, Cgry(w)=2

seklinde tanimlidir. O halde

(F,A)={F(p),F(q),F(n}={{1/x,2ly,3/z} {4Iw} {3ly,1/z,2/w}} dir.

Tamim 2.3.3 [16] U Uzerindeki (F,A) ve (G,B) esnek ¢oklu kiimeleri i¢in, eger

i) ACB



i) Cre) x) < Coe ), VXEU*, VeeA

ise (F,A) esnek coklu kiimesine (G,B) esnek coklu kiimesinin esnek ¢oklu alt kiimesi
denir ve (F,A) € (G,B) seklinde gosterilir. Eger

Cre)()=Cge)(X), YXEU', VeEA
ise (F,A) esnek coklu kiimesine (G,B) esnek c¢oklu kiimesinin tam esnek coklu alt

kiimesi denir.

Tanmmm 2.3.4 [21] (F,A) esnek coklu kimesi (G,B) esnek coklu kiimesinin ve (G,B)
esnek coklu kiumesi (F,A) esnek coklu kiimesinin esnek coklu alt kiimesi ise (F,A)ve

(G,B) esnek ¢oklu kiimeleri esittir. Yani,
(F,A)=(G,B)=(F,A)S(G,B) ve (G,B)E(F,A)

Tamim 2.3.5 [21] (F,A) ve (G,B) esnek ¢oklu kiimelerinin birlesimi (H,C) esnek ¢oklu
kiimesidir. Burada C=AUB Ve Ciye)(X) = Max{Cr()(X),Coe (X)}, YXEU ,veEAUB
dir. Bu (F,A)U(G,B) seklinde gosterilir.

Tanmm 2.3.6 [21] (F,A) ve (G,B) esnek ¢oklu kiimelerinin kesisimi (H,C) esnek coklu
kiimesidir. Burada C=ANB Ve Cyg)(X) = Min{Cr(e) (X),Caey (X}, YXEU™ Ve€ANB dir.
Bu (F,A)N(G,B) seklinde gosterilir.

Ornek 2.3.7 [14] U={1/x,2ly,3/z,4/w} ve E={p,q} olsun. U iizerinde iki esnek coklu
kiime

(F.E)={F(p)={l/x1ly}, F(a)={2/z}} ve (GE)={F(p)={1/x2/y}, F(Q)={3/z4/w}}
seklinde tammli olsun. Burada (F,E)&(G,E) dir. Cinkii ¥vxeU ve Ve€eE igin
Cre) (X)=<Cg()(x) dir. (H,E)=(F.E)U(G,E) olsun. O halde vxeU~ ve Ve€E icin

Chige) (%) = max{Cre) (), Co(e) ()}

olmalhdir. Yani (H,E)={F(p)={1/x,2ly}, F(q)={3/z,4/w}}dir. Ger¢ekten (F,E)E(G,E)
oldugundan (H,C)=(F,E)U(G,E)=(G,E) dir.



(H,E)=(F,E)N(G,E) olsun. O halde YXEU™ ve Ve igin Cyye)(X)=min{Cr(e) (X),Coe) (¥)}
olmalidir. Yani (H,E) ={F(p)={1/x,1ly}, F(q)={2/z}} dir. Gergekten (F,E)E(G,E)
oldugundan (H,C)=(F,E)N(G,E)=(F,E) dur.

Tanmm 2.3.8 [21] Eger Ve€A icin F(e)=0 ise U Uzerindeki (F,A) esnek ¢oklu kiimesine

bos esnek ¢oklu kiime denir ve @ seklinde gosterilir.

Tamm 2.3.9 [21] (F,A) ve (G,B) esnek ¢oklu kiimelerinin farki (H,C)=(F,A)\(G,B)
esnek coklu kimesidir ve H(e) =F(e)\G(e), VeeE seklinde tanimlanir. Burada

Chite)(X) = Max{Cre) (X)-C(e) (X),0}, VXEU™ dir.

Ornek 2.3.10 [14]  (F,E) ve (G,E) esnek coklu kiimelerini Ornek 2.3.7 de verildigi
gibi goz oniine alalim. (H,E)=(G,E)\(F,E) olsun. O halde ¥xeU" ve Ve€E icin
Chee (x):max{CF(e) (¥)-Ce) () ,O} olmalidir. Yani

(H.E)={F(p={1ly}, F(q)={{1/z,4/w}} dur.

Esnek c¢oklu kiimeler icin herkes tarafindan kabul goren bir nokta tanim1 yoktur. Birkag
farkli nokta tamimi yapilmaktadir. Bunlardan birini asagidaki gibi yeniden

tanimlanabilir.

Tammm 2.3.11 X uzerinde (F,E) bir esnek ¢oklu kiime olsun. Eger e€E icin
F(e)={1/x}={x} ve her e € E-{e} icin F(e)=0 ise (F,E) esnek coklu kiimesine, esnek

coklu nokta denir. Biz bu esnek ¢oklu noktay1 X, ile gosterecegiz.

Bu esnek coklu noktanin bir esnek c¢oklu kiimeye ait olmasi gerektigi asagida

verilmistir.

Tammm 2.3.12 X uzerinde (F,E) bir esnek coklu kime ve e€E olsun. Eger
Cre)(X)=ni¢in n>1 ise x,€ (F,E) dir.

Ornek 2.3.13 X={2/x,1ly,1/z,3/w} ve E={e;,e,,e3} olsun. F:A—P"(X) doniisiimii
F(ep)={1/x,1/z,2lw} ve F(ey)={1ly,2/w} seklinde tamimlansin. O  halde;

(F,A)={F(ey),F(e)}={{1/x,1/z,2/w},{1ly,2/w} } dir.
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yezé(F,A) dir. Ciinkii Cg(e,)(y)=1 dir. Aslinda Ye, esnek ¢oklu noktasi

Yo, =t{Ly}}={y} dir. y, (F,A) dur. Ciinkii Creep) ()=0 dir.

Tammm 2.3.14 [21] U coklu kiime evrenselinin bostan farkli bir alt kiimesi V olsun.
Her e€E icin V(e)=V ise (V,E) esnek coklu kiimesi V seklinde gosterilir. Agik¢a (U,E)
esnek coklu kiimesi U seklinde gosterilir. U esnek ¢oklu kiimesi U iizerinde tanimlanan

en genis esnek coklu kiimedir.

Tamm 2.3.15 [21] a€U” olsun. O zaman (a,E) bir esnek coklu kiimedir. Burada her
e€E icin a(e)={a} dur.

Ornek 2.3.16 [16] U={4/x,3ly,2/z} ve E={p,q,r,k} olsun. (x,E) esnek coklu kiimesi
X, BE)={F(p)={1/x}, F(a)={1/x},F(N={1/x}FUO={1/x}}={{x}.{x}{x}.{x}}  seklinde

tanimlidir. Aslinda (x,E) esnek coklu kiimesi bir esnek kiimedir.

Tammm 2.3.17 [21] (F,E), U lzerinde bir esnek c¢oklu kime ve U coklu kiime

evrenselinin bostan farkli bir alt kiimesi V olsun. V (zerinde (F,E) esnek coklu
kiimesinin alt esnek coklu kimesi (YFE) seklinde gosterilir ve Ve€E igin

VF(e)=VNF(e) seklinde tanimlanir. Burada C VEG) (X)=min{Cy (X),Cre)(X)}, ¥x€ U dur.

Bagka bir ifadeyle (VF,E):Vﬁ(F,E) dir.

Tammm 2.3.18 [21] Bir (F,A) esnek c¢oklu kimesinin timleyeni (F,A)¢ seklinde
gosterilir ve (F,A)°=(F°,A) seklinde tanimlidir. Buradaki F®:A—P (U) déniisiimii
veeA, F°(e)=U\F(e) seklinde tanimlidir. Burada Cre(e) (X)=Cy(X)-Cre) (X), vxeU dir.

Ornek 2.3.19 [14] U={4/x,4ly,3/z,3/w} ve E={p,q} olsun. U iizerinde bir esnek ¢oklu
kiime (F,BE)={F(p)={1/x,1/y}, F(9)={2/z}} seklinde tamimli olsun. O halde (F,A)°
esnek coklu kiimesi (F,A)={F(p)={3/x,3ly,3/z,3Iw}, F(q)={4/x,4ly,1/z,3/w}} seklinde

tanimlidir.



Onerme 2.3.20 [16] U uizerinde bir esnek coklu kiime (F,A) olsun. O halde asagidaki

ifadeler saglanr.

(D (F, ATFA)=(F, A),
(@) (F, AN(F, A) = (F, A),
(3 (FATD=(F,A),

4) (F,ANO=0,

(5) (F,A)UX=X,

(6) (F,A)NX=(FA).

Onerme 2.3.21 [16] U uzerinde (¢ esnek coklu kiime (F,A), (G,B) ve (H,C) olsun. O
halde asagidaki ifadeler saglanir.

(1) (F,A)E(G,B) ve (G,B)E(H,C)=(F,A)S(H,C),

(2) (F,A)T((G,B)T(H,C))=((F,A)T(G,B))T(H,0)),
3) FAN((GBAH.C))=((FANGB))AH.C)),
(@) (FAYT((GB)AH.C))=((F.A)T(G,B))A((FATH.C)),

(5) (FAN((GB)T(H.C))= ((FANG,B)) T((FATH,.C)).

Sonug 2.3.22 [16] U Uzerinde bir esnek coklu kime (F,A) ve {(F;,A)}ie esnek coklu

kiime ailesi olsun. O halde asagidakiler saglanir.
(1) (FAT[Ni(F,A) |=Niel [(FA TR, A,
@ FAN[Tia (Fi.A)]=Tie[(FANFLA)].

Onerme 2.3.23 [16] U Uzerinde iki esnek ¢oklu kiime (F,A) ve (G,B) olsun. O halde

asagidakiler saglanir.
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(1) (F, A)E(G,B)=(F, A)T(G,B)=(G,B),
(2) (F, A)E(G,B)=(F, A)N(G,B)=(F,A),
(3) (F, AN(G,B)=d=(F, A)E(G,B),
(4) (F, A)E(G,B)=(G,B)°E(F, A)".

Onerme 2.3.24 [16] U uizerinde iki tam esnek ¢oklu kiime (F,A) ve (G,B) olsun. O

halde asagidakiler saglanir.
(1) ((F, AYT(G,B))’=(F, A)°N(G,B)",
(2) ((F, A)I(G,B)) =(F, A)T(G,B)".

Sonug 2.3.25 [16] U tzerinde tam esnek ¢oklu kiime ailesi {(F;,A)}i olsun. O halde

asagidakiler saglanir.
(D [Tiat (Fi A =N (F, A,
@ [N (FiA)] =Tie (FiL A

2.4. Esnek Coklu Fonksiyon

Bu boliimde Osmanoglu ve Tokat [15] tarafindan tanimlanan esnek coklu fonksiyon

kavrami ve Ozellikleri verildi.

Tamm 2.4.1 [15] X ¢oklu kiime evrenseli ve E parametrelerin kiimesi olsun. X (zerinde
tanimli biitiin esnek ¢oklu kiimelerin koleksiyonuna esnek c¢oklu sinif denir ve Xg ile
gosterilir.

Yani, X c¢oklu kiime evrenselinden alinan ¢oklu kiimeler ile E kiimesinden alinan

parametrelerin olusturdugu biitiin esnek ¢oklu kiimeler Xg sinifinin igerisindedir.

Tammm 2.4.2 [15] Xg ve Yk iki esnek g¢oklu sinif olsun. (p:X*—>Y* ve y:E—K iki
fonksiyon olsun. O zaman f=(o,y):Xg— Yk bir esnek ¢oklu fonksiyondur ve asagidaki

sekilde tanimlidir:

11



Xg de bir esnek coklu kime (F,E) olsun. (F,E) esnek ¢oklu kiimesinin f esnek ¢oklu
fonksiyonu altindaki goriintiisii f(F,E), Yy de bir esnek coklu kimedir. Burada
key(E)SK ve yeY~ icin

sup Cr (0,  ¢t(M#0,y™* (K#0;
Crr.B) (0 (V)= {eev (ONE, xegL(y)
0 , diger durumlarda

Yk de bir esnek coklu kiime (G,K) olsun. (G,K) esnek ¢oklu kiimesinin f esnek ¢oklu
fonksiyonu altindaki ters goriintiisii £1(G,K), X; de bir esnek coklu kimedir. Burada

e€ y}(K) CE ve xeX’ icin

Cr16.100 =Co(yie) (9(X).

Eger v ve o birebir iki fonksiyon ise f esnek ¢oklu birebir fonksiyondur. Eger y ve ¢

orten iki fonksiyon ise f esnek ¢oklu 6rten fonksiyondur.
Eger f esnek ¢oklu sabit fonksiyon ise y ve ¢ fonksiyonlari sabittir.

Ornek 2.4.3 X={2/a,3/b,4/c,5/d}, Y={5/x,4ly,3/z,2/w}, E={e;,e,,e3,e,}, K={K;,ks,ks}
ve Xg,Yk iki esnek coklu sinif olsun. . (p:X*—>Y* ve y:E—K fonksiyonlar1 asagidaki

sekilde tanimli olsun;

o(@=z, o=y, @)=y, o(d)=x,
y(e)=ky, w(e)=ks wy(es)=k, w(eg)=k;.

Sirasiyla Xg ve Y de iki esnek ¢oklu kiimeyi agagidaki gibi segelim;

(F,A)  ={F(e1),F(e) F(e3)},
={{1/a,2/b,1/d} {3/b,2/c,1/d},{2/a,5/d}},

(G,B) ={G(ky1),G(k)},
={{4/x,2Iw}{1/x,1ly,2/z,2Iw}}.

(F,A) esnek coklu kimesinin f:Xg—Y esnek ¢oklu fonksiyonu altindaki goriintiisii

asagida elde edilmistir;
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sup Cre@, 010020,y (k)#8;

Cf(F‘A)(kl) (X): eey1(k)NA, acpl(x)
0, diger durumlarda

= sup CF(e) (a)

ecler €4}, ac{d}

=8UP {Cr(ey) (d),Cree, ()}
=1
CirampY) =2,
Cirnwn (@ =1,

Cir.a)kp (W) =0 (971 (W)=0 oldugundan),

sup Cr@, 070020,y (kp)#0;
Cf(F,A)(kz) (X)=1eevl(kNA, acpl(x)
0, diger durumlarda

= sup  Cge(@)
eefes}, ac{d}

=sUp {Cres ()}
=5
Ciea ) Y) =0,
Cira k) (@ =2,

CieA) (kW) =0 (97" (W)=0 oldugundan),

sup Cr@, 910020,y (k)#8;
Cf(F‘A)(kS) (X)={eeyt(ka)NA, acgl(x)
0 , diger durumlarda

= sup CF(e) (a)
e€fey}, ae{d}

=sup {Cr(e,) ()}
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=1,
Ciram)Y) =3,

Cirnk (@) =0,

Ciea) k) (W) =0 (91 (W)=0 oldugundan),
Sonug olarak,

(f(F.A).B) - ={f(F.A) (ko). f(F.A) (ko). f(F.A) (ks)}
={{1/x,2ly,1/z} {5/x,2/z} {1/x,3ly}}

elde edilir.

(G,B) esnek coklu kiimesinin f esnek ¢oklu fonksiyonu altindaki ters goriintiisii asagida

elde edilmistir;

Cri6.8)ep @ =Coyer) (¢(@))=Cg k) (2)=0,
Ce16.8)ep M =Cowien) (9(0))=Cok,) (¥)=0,
Cri6.8)ep) (D=Coyien) (0(€))=Cq k) (V)=0,
Cei.8yep (D =Coie) (9(A))=Coqy) (X)=4,
Cr16.8)(es) @ =Coyies) (¢(@))=Cq k) (2)=2,
Ce16.8) (e M =Coies) (9(0))=Co) (V)=1,
Cr16.8)es) (O =Coyies) (9(€))=Cop (V) =1,
Cr16.8)eq) (D=Coyies) (9(A))=Coqp ()=1,
Cr16.8)(en) @ =Coyies) (¢(@))=Cg k) (2)=0,
Cr16.8)en P =Cowien (9(0))=Coky) (¥)=0,
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Cf'l (G,B)(es) (C) :CG(\V(e4)) ((P(C)) :CG(kl) (Y) =0,
Cr16.8)(en) (D =Coyie (@(d))=Cg ) (¥)=4.
Sonug olarak,

(F'GB)A) =(f'(GB)(en).f(GB)(es).F(GB)(en)},
={{4/d},{2/a,1/b,1/c,1/d} {4/d}}.

elde edilir.

Teorem 2.4.4 [15] f:Xg—Yk esnek coklu fonksiyon, Xg de iki esnek coklu kime
(F,A) ve (F;,A;) ve Yk de iki esnek coklu kiime (G,B) ve (G;,B;) esnek coklu kime

olsun.

(1) f(@)=, f(X)EY,

2) FH(@)=0, F(Y)=X,

(3) f((F1,ADT(F,,A2))=f(F1, A Tf(F,,A),
Genel hali, f(Tig, (F;,A))=Uic/f(F;, A,

(4) T1((G1,B1)T(G,,By) )=F"(G1,B1)TF(G,,By),
Genel hali, f*(Tic,(G;,B:))=Uic/f(Gi,By),

(5) f((F1,ADN(F2,A))EF(F, ANT(F,,A,),
Genel hali, f(Mie)(Fi, AD))ENie F(FiL A,

(6) 7 ((G1BDN(G2.By) ) =F(G1,B)IF(G2.B2),
Genel hali, f* (ﬁie.(ei,si)) =M, F (G, B)),

(7) Eger (F1,ADE(F,,A,) ise f(F,A)EF(F,,AY),
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e ~e1
(8) Eger (G1,B1)E(G,,B,) ise f(G1,B,)EF(G,,B,),

(9) F1((G,B))=(f*(G,B)) .
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3.BOLUM

ESNEK COKLU TOPOLOJiK UZAYLAR

Bu boliimde ilk olarak esnek goklu kiimeler (izerinde topoloji yapis1 incelendi. Daha
sonra esnek coklu yari acik kiime ve esnek ¢oklu yari kapali kiime kavramlari
tanimlandi. Bu tanimlar kullanilarak bir kiimenin esnek ¢oklu yari i¢i ve esnek ¢oklu

yar1 kapanis1 kavramlar1 temel teoremleriyle incelendi.

3.1. Esnek Coklu Topoloji

Bu bolimde Tokat ve Osmanoglu [15, 16, 21] tarafindan tanimlanan esnek coklu

topoloji yapist ve bircok temel kavram hatirlatildi.

Tamm 3.1.1 [21] 1€ X ve ACE olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan t sinifina X izerinde
bir esnek ¢oklu topoloji ve (Xg,t) ikilisine de X (izerinde bir esnek ¢oklu topolojik uzay

denir.

i. ®, XEr.

ii. 1 sinifindaki sonlu sayida esnek ¢oklu kiimenin kesisimi t sinifina aittir.
Yani, (F1,A), (F5,A),..., (Fr A€t icin Miey (Fi,A)Er dir.

ii. T sinifindaki esnek ¢oklu kiimelerin keyfi birlesimi t simifina aittir.

Yani, her i€l, (F;,A)€r icin Ui¢, (F;,A)Et dir.

T siifinin her bir elemanina esnek ¢oklu acik kiime, tiimleyeni agik olan esnek coklu

kiimeye ise esnek ¢oklu kapali kiime denir.
Ornek 3.1.2 [21] X={2/x,3ly,4/z,5/w}, E={p,q} ve =={®, X,(F{,E), (F,,E),

(F4,BE), (F5,E)} olsun. Buradaki (Fq,E), (F,,E),(F3,E), (F4,E),(F5,E) esnek ¢oklu

kiimeleri asagidaki sekilde tanimlidir.
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Fi(p)={1/x,2ly,3/z}, F1(q)={4/w}

F2(p)=X, F,(q)={1/x,3ly,4/z,5/w}
Fa(p)={2/x,3ly,3/z,1Iw}, F3(q)={1/x,4/w}
Fa(p)={2/y}, Fa(@)={2/w}

Fs(p)={3/y,3/z,1/w}, Fs(q)={1/x,4/w}

O halde t smifi X iizerinde bir esnek ¢oklu topoloji tanimlar ve (Xg ,t) bir esnek ¢oklu

topolojik uzaydir.

Ornek 3.1.3 [21] 1;={®, X} ve 1,=Xg olsun. 1, ve 1, smiflar1 X iizerinde esnek coklu
topoloji tanimlar. t; sinifina esnek ¢oklu ayrik olmayan topoloji, 1, sinifina esnek ¢coklu

ayrik topoloji denir.

Tamm 3.1.4 [21] (Xg ,7) Ve (Xg ,0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay olsun. Eger t€o ise t
esnek coklu topolojisi o esnek c¢oklu topolojisinden daha kaba veya o esnek c¢oklu

topolojisi T esnek ¢oklu topolojisinden daha ince denir.

Tamm 3.1.5 [21] (Xg ,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve X ¢oklu kiime evrenselinin

bostan farkli bir alt kiimesi Y olsun. O zaman
w={( "F.E) :(F E)&r}

smifina Y Uzerinde bir esnek ¢oklu topoloji ve (Xg ,ty) esnek ¢oklu topolojik uzayina

(Xg ,1) esnek ¢oklu topolojik uzayinin esnek ¢oklu alt uzayi denir.

Ornek 3.1.6 [16] (Xg ,t) esnek coklu topolojisini Ornek 3.1.2 de verildigi sekilde g6z
oniine alalm. Ayrica Y={l/x,2/y,3/z} olsun. O halde ty={®,Y,('F E),
(YF,E), ("F,E). ("F,.E).(F,.E)} esnek coklu topolojisi ve buradaki esnek coklu

kiimeler asagidaki sekilde tanimlidir.

YF,(p)={1/x.2ly,3/z}, "F,(q)=0
YF(m={1/x2ly,3/z}, "F(a)={L/x2ly3/z}
YR ()={l/x,2ly,3/z}, "F,(@)={1/x}
YF,(0)={2/y}, 'F,(0)=0
YFy(p)={21y.3/2}, YFy(@)={1/x}
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Burada (YF,E)=Y oldugundan ty={®,Y,("F E), (F,E), ('F,E).(F.E)}
seklinde yazilir ve goriildiigii tizere (Xg ,ty) esnek ¢oklu topolojik uzayi (Xg ,t) esnek

coklu topolojik uzaymin esnek ¢oklu alt uzayidir

Ornek 3.1.7 [16] Herhangi esnek ¢oklu ayrik topolojik uzayin alt uzayr da esnek coklu
ayrik topolojik uzaydir. Ayrica herhangi esnek coklu ayrik olmayan topolojik uzayin alt

uzay1 da esnek ¢oklu ayrik olmayan topolojik uzaydir.

Tamm 3.1.8 [16] (Xg ,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve Xg de (F,A) bir esnek ¢oklu
kiime olsun. (F,A) esnek ¢oklu kiimesini kapsayan biitiin esnek ¢oklu kapali kiimelerin

kesisimine (F,A) esnek ¢oklu kiimesinin kapanisi denir ve (F,A) seklinde gosterilir.

Acik¢a (F,A), (F,A) esnek ¢oklu kiimesini kapsayan en kii¢iik esnek c¢oklu kapali

kimedir.

Onerme 3.1.9 [16] (Xg ,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve Xg de iki esnek coklu
kiime (F,A) ve (G,B) olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

i. d=0ve X=X,
ii. (F,A) E(FA),
iii.  (F,A) kapalidir,
v, (F,A) esnek ¢oklu kapal1 kiimedir & (F,A) = (F,A) ,
V. A =FA),

vi. (F,A) €(G,B) = (F,A) € (G,B),

vii.  (FA)U(GB)=(FA)UGB)

viii.  (F,A) N (G,B) € (F,A) N (G,B),

Tamim 3.1.10 (Xg,7) bir esnek coklu topolojik uzay, (F,A), X de bir esnek coklu kiime
ve X.E(F,A) olsun. Eger X.€(G,B)S(F,A) olacak sekilde (G,B) esnek coklu acik
kiimesi varsa X, esnek coklu noktasina (F,A) esnek coklu kiumesinin esnek ¢oklu i¢

noktasi denir. (F,A) esnek ¢oklu kiimesinin biitiin esnek ¢oklu i¢ noktalarinin kiimesine

(F,A) esnek coklu kiimesinin ici denir ve (F,A)° seklinde gosterilir.
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Onerme 3.1.11 (Xg,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve Xg de bir esnek coklu kiime
(F,A) olsun. O halde

(F,A) =U{(G,B)E(F,A) :(G,B)Er}
dir.

Ispat: Eger X,&(F,A) ise Tanim 3.1.10 den x,&(G,B)E(F,A) olacak sekilde (G,B)&r
vardir. O halde x.€ U{(G,B)S(F,A) :(G,B)E1}.

Tersine eger X,€U{(G,B)E(F,A) :(G,B)Et} ise X.E(G,B)E(F,A) olacak sekilde bir
(G,B)&r bulundugundan x,&(F,A)’ dir.

Onerme 3.1.12 (Xg,7) bir esnek coklu topolojik uzay ve Xg de iki esnek coklu kiime
(F,A) ve (G,B) olsun. Asagidaki ifadeler dogrudur.

i.  (FA)E(FA),

ii. (F,A)o aciktir,

iii. (F,A) acgiktir ancak ve ancak (F,A)OZ(F,A),

v, (F,A)o, (F,A) esnek ¢oklu kiimesinin kapsadigi en genis esnek ¢oklu agik
kumedir,

v (EA) EA)

vi.  (FAZH,C)=(FA)EH,C),

vii.  (F,A)T(H,C)E ((FATH.C)),

viii.  (F,A)A(H.C) = (FANH.C))

Ispat: i. Tanim 3.1.10 den agiktir.

ii. Onerme 3.1.11 den (F,A), (F,A) esnek ¢oklu kiimesini icerdigi agiklarin birlesimi

oldugundan agiktir.

iii. (F,A)°=U{(G,B)§(F,A):(G,B)Er} oldugundan (F,A) esnek coklu kiimesi agik ise
(F,A) =(F,A) drr.
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Tersine (F,A)OZ(F,A) ise (F,A) esnek ¢oklu kiimesi agiktir. Ciinkii (F,A)o esnek coklu
kiimesi agiktir. (F,A)o esnek coklu kimesi (F,A) esnek ¢oklu kiimesinin kapsadigi en

genis esnek ¢oklu agik kiimedir.

iv. (F,A)’=0{(G,B)E(F,A):(G,B)€t} oldugundan (G,B)E(F,A) olacak sekildeki her
(G,B) esnek ¢oklu agik kiimesi i¢in (G,B)E(F,A)° dir.

v. (F,A) acik ve (F,A) agik ise (F,A) =(F,A) oldugundan ((F,A)) =(F,A)’ dir.

vi. (F,A)E(H,C) olsun. Eger x.&(F,A) ise X,&(G,B)E(F,A) olacak sekilde (G,B)Er
vardir. Buradan  X.&(G,B)S(F,A)E(H,C) ve de  XxE&MH,C)  olup
(F,A) E(H,C) dur.

vii. (F,A)E(F,A)T(H,C) den (F,A)E(F,A)TMH,C) ve (HC)EFAT (HC) den
(H,C) E(F,A) T(H,C)" dir. Buradan(F,A) U(H,C)' € ((F,A)T(H,C)) elde edilir.

viii. (F,A)N(H,C)E(F,A) den ((F,A)ﬁ(H,C))°§(F,A)° ve (F,A)N (H,C)S(H,C) den
((F,A)A(H,C)) E(H,C) dir. Buradan ((F,A)(H,C)) E(F.A) Ti(H,C)’ elde edilir.

Tersine (F,A) €(F,A) ve (H,C) €(H,C) oldugundan (F,A) N(H,C) E(F,A)A(H,C) ve

buradan da (F,A) T(H,C) E((F,A)A(H,C)) elde edilir.

Teorem 3.1.13 (Xg,1) bir esnek coklu topolojik uzay ve Xg de iki tam esnek ¢oklu
kiime (F,A) ve (G,A) olsun. O zaman,

i (FA)=(FAS)
i.  ((FA))=(FA)Y)

Ispat: i. (F.A)) = ({A(G,A) : (G,A) esnek goklu kapali kiime ve (F,A)i(G,A)})C
=U{(G,A)° :(G,A)° esnek ¢oklu acik kiime ve (G,A)°E(F,A)°}
= (FAY)

ii. (F.A)) = (U{(G,A): (G,A) esnek goklu agik kiime ve (G,A)E(F,A)}’
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= N{(G,A)%: (G,A)° esnek ¢oklu kapali kiime ve (F,A)°E(G,A)°}

= ((F.A))
3.2 Esnek Coklu Yar1 Acik ve Esnek Coklu Yar1 Kapal Kiimeler

Bu bolimde esnek ¢oklu yari agik kiime, esnek ¢oklu yar1 kapali kiime, esnek ¢oklu yar1

i¢ ve esnek coklu yar1 kapanis kavramlari incelendi.

Tamm 3.2.1 (Xg,t) esnek coklu topolojik uzay ve (A,E), Xg de bir esnek ¢oklu kiime
olsun. (A,E) esnek coklu yar1 agik kiimedir ancak ve ancak (O,E)E(A,E)E(O,E)

olacak bicimde (O,E) esnek ¢oklu agik kiimesi vardir.

Onerme 3.2.2(Xg,t) esnek coklu topolojik uzaymda her esnek coklu acik kiime esnek

coklu yar1 agik kiimedir.
Ispat: Esnek ¢oklu yar1 agik kiimenin tanimindan asikardir.
Bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 3.2.3 X={1/x,3ly,2/1z} , E={p,q} ve ={D,X,(F1,E),(F;,E),(Fs.E).....(F7,E)}

olsun. Buradaki esnek ¢oklu kiimeler kiimeleri asagidaki sekilde tanimlanir.

F1(p)={1/x3ly}, Fu(a)={1/x,3/y}
Fo(p)={3/y}, Fo(a)={1/x,2/z}
Fs(p)={3ly.2/z}, Fs(q)={1/x}
F4(p)={3/y}, F4(q)={1/x}
Fs(p)={1/x,3ly}, Fs(q)=X
Fe(p)=X, Fe(a)={1/x,3/y}
F(p)={3ly.2/z}, F7(q)={1/x,2/z}

O halde t sinifi X {izerinde bir esnek c¢oklu topoloji tanimlar. X (izerinde (G,E) esnek

coklu kiimesi asagidaki sekilde tanimlansin.

G(p)={3ly,2lz}, G(q)={1/x,3ly}

(F5,E) esnek coklu kimesi icin (F3,E)E(G,E) ve (F3E)=X oldugundan
(F3,E)E(G,E)E(F5,E) elde edilir. Bu ise (G,E) nin esnek c¢oklu yari acik kiime

oldugunu gosterir. Ancak (G,E) esnek ¢oklu agik kiime degildir.
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Teorem 3.2.4 (Xg,1) esnek coklu topolojik uzay ve (A,E), X. de bir esnek coklu

kiime olsun. (A,E) esnek ¢oklu yar1 agik kiimedir ancak ve ancak

(ABE((AE)°)
dir.
Ispat: (A\E), X de esnek ¢oklu yar1 acik bir kiime olsun. O halde (O,E) esnek coklu
agik kiimesi vardir dyle ki (O,E)E(A,E)E(0,E) dir. Buradan (O,E)=(0,E)°S(A,E)°
ve dolayisiyla (O,E)E((A,E)°) olur. O halde
(AE)E(0,E)E((AE)°)
dir.

Tersine (ALE)E((AE)°) olsun. O zaman (O,E)=(AE)° igin (O,E)E(A,E)E(O,E)

yazilir. Bu ise (A E) nin esnek ¢oklu yari agik kiime oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.5 (Xg,t) esnek ¢oklu topolojik uzay ve {A,: ael} esnek ¢oklu yar1 agik

kiimelerin bir sinifi olsun. O zaman
Jaue
oel

esnek ¢oklu yar1 agik kiimedir.

Ispat: Her ael igin (O,,E)E(A,,E)E(0,,E) olacak bicimde (O,,E) esnek ¢oklu kiimesi

vardir. Buradan
Joume| Jame| Jome| Jo.s
ael ael ael ael

elde edilir. Dolayisiyla Uge;(A,, E) esnek goklu yart agik kiimedir.

Teorem 3.2.6 (Xg,t) esnek ¢oklu topolojik uzay ve (AE) bir esnek ¢oklu yar1 agik
kiime olsun. (A,E)S(B,E)S(AE) ise (B,E) de esnek ¢oklu yar1 agik kiimedir.
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Ispat: (O,E)E(A,E)E(0,E) olacak sekilde bir (O,E) esnek ¢oklu acik kiimesi vardir.

Buradan (O,E)E(B,E) dir. Ayrica (B,E)S(AE) ve (AE)E(O,E) oldugundan
(B,E)E(0O,E) dir. Buradan

(O,E)E(B,E)E(0,E)
elde edilir. Bu ise (B,E) nin esnek ¢oklu yar1 agik kiime oldugunu gosterir.

Tanmim 3.2.7 (Xg,t) esnek coklu topolojik uzay ve (B,E), Xg de bir esnek ¢oklu kiime
olsun. Eger (B,E) esnck ¢oklu kiimesinin tiimleyeni esnek ¢oklu yar1 agik kiime ise

(B,E)ye esnek ¢oklu yari kapali kiime denir.

Baska bir ifadeyle (F,E)°S(B,E)S(F,E) olacak bicimde (F,E) esnek ¢oklu kapali

kiimesi varsa (B,E) ye esnek ¢oklu yar1 kapali kiime denir.

Onerme 3.2.8 (Xg,1) esnek ¢oklu topolojik uzayinda her esnek ¢oklu kapali kiime,

esnek ¢oklu yar1 kapali kiimedir.
Ispat: Esnek ¢oklu yari kapali kiimenin tanimindan asikardur.
Bu ifadenin tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 3.2.9 (Xg,1) esnek coklu topolojik uzayin1 Ornek 3.2.3 de verildigi sekilde goz
oniine alalm. (B,E)=(G,E)® alinirsa (B,E) nin esnek g¢oklu yari kapali kiime oldugu

goraldr. Burada
B(p)={1/x}, B(a)={2/z}

dir. (Xg,t) da kapali kiimeler agagidaki sekildedir:

H1(p)={2/z}, H1(9)={2/z}
Ho(p)={1/x,2/z}, H,(q)={3/y}
Ha(p)={1/x}, Ha(a)={3/y,2/z}
Ha(p)={1/x,2/1z}, H4(q)={3ly,2/z}
Hs(p)={2/z}, Hs(q)=®
He(p)=2, He(a)={2/z}

H7(p)={1/x}, H7(a)={3/y}
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Buradan goriilecegi ilizere (B,E) esnek ¢oklu yar1 kapali kiimesi, esnek ¢oklu kapali

kiime degildir.

Teorem 3.2.10 (Xg,t) esnek ¢oklu topolojik uzay ve (B,E) , Xg de bir esnek coklu

kiime olsun. (B,E) esnek ¢oklu yari kapali kiimedir ancak ve ancak
((BB))°E(B,E)
dir.

Ispat: (B,E) , X de esnek c¢oklu yar1 kapali kiime olsun. O halde (F,E) esnek coklu

kapali kiimesi vardir dyle ki;
(F.E)°S(B,E)E(F,E)

dir. Buradan (B,E)E(F,E)=(F,E) ve dolayisiyla ((B,E))°E(F,E)° olur. O halde
((B,E))°E(F,E)°E(B,E) dir. Buradan ((B,E))°E(B,E) elde edilir.

Tersine ((B,E))°€(B,E) olsun. O zaman (F,E)=(B,E) i¢in (F,E)°E(B,E)E(F,E)

yazilir. Bu ise (B,E) nin esnek ¢oklu yar1 kapali kiime oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.11 (Xg,1) esnek coklu topolojik uzay ve {B,: acl} esnek ¢oklu yar1 kapali

kiimelerin bir sinifi olsun. O zaman

Nee.o

oel

esnek c¢oklu yar1 kapali kiimedir.
Ispat: Her ael igin
(FuE)°E(B,E)S(Fy,E)

olacak bicimde (F,,E) esnek ¢oklu kapali kiimesi vardir. Buradan;

(ﬁ(ﬂf))o c (](FOL,E)o c ﬂ(Ba,E) c m(F“’E)

oel oel oel oel
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elde edilir. Bu ise

(&8

ael

nin esnek ¢coklu yar1 kapali kiime oldugunu gosterir.

Teorem 3.2.12 (Xg,t) esnek coklu topolojik uzay ve (B,E), Xg de bir esnek ¢oklu yari
kapali kiime olsun. (B,E)°S(A,E)E(B,E) ise (A,E) de esnek ¢oklu yar1 kapal kiimedir.

Ispat: (F,E)°€(B,E)Z(F,E) olacak sekilde bir (F,E) esnek ¢oklu kapal1 kiimesi vardir.
Buradan (A,E)E(F,E) dir. Ayrica

((F.B))°=(F,E)°E(B,E)°

ve dolayisiyla (F,E)°€(A,E) olur. Buradan (F,E)°S(A,E)E(F,E) elde edilir. Bu ise

(A,E) nin esnek ¢oklu yar1 kapali kiime oldugunu gosterir.

Tamim 3.2.13 (Xg,t) esnek ¢oklu topolojik uzay ve (F,E), Xg de bir esnek ¢oklu kiime

olsun.

e (AE),=U{(0,E):(O,E) esnek ¢oklu yari acik kiime ve (O,E)E(A,E) } kimesi
(A,E) nin esnek ¢oklu yar igidir.
e (AE).=N{(F,E):(F,E) esnck coklu yar1 kapali kiime ve (A,E)E(F,E) } kiimesi

(A,E) nin esnek ¢oklu yar1 kapanisidir.

Teorem 3.2.5 den (A,E), kiimesi esnek ¢oklu yar1 agik kiimedir. Teorem 3.2.11 den ise
(A,E)_ kiimesi esnek ¢oklu yar1 kapali kiimedir.

Ornek 3.2.14 (Xg,t) esnek ¢oklu topolojik uzaymm Ornek 3.2.3 de verildigi sekilde g6z

Oniine alalim.
(GIE)O:(GIE)

oldugundan (G,E), esnek ¢oklu yar1 agik kiimedir.
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Ornek 3.2.15 (B,E) esnek ¢oklu yar1 kapali kiimesi Ornek 3.2.9 da verildigi sekilde g6z

Oniine alalim. O halde
(B,E).=(B,E)
oldugundan (B,E)_ esnek ¢oklu yar1 kapali kiimedir.

Esnek coklu yar1 i¢ ve esnek ¢oklu yar1 kapanig tanimlarindan asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 3.2.16 (Xg,1) esnek coklu topolojik uzay ve (A,E), Xg de bir esnek ¢oklu

kiime olsun. O halde;

(AE)°E(AE),E(AE)EAE).EAR
olur.
Ispat: Onerme 3.2.2, Onerme 3.2.8 ve Tanim 3.2.13 den agik¢a goriiliir.

Teorem 3.2.17 (Xg,t) esnek coklu topolojik uzay ve (A,E), Xg de bir esnek coklu

kiime olsun.
i. (AE).)=((AE)),,
ii. ((A[E))*=((AE)9)._,

iii. (AE),=((AE)®))".

Ispat: i.
((A,E)_)CZ(ﬁ{(F,E):(F,E) esnek ¢oklu yar1 kapali kiime VC(A,E)g(F,E)})C
=0 {(F,E)°:(F,E) esnek ¢oklu yar1 kapali kiime ve(A,E)E(F,E)}
=U {(F,E)®:(F,E)® esnek ¢oklu yar1 acik kiime ve(F,E)°S(A,E)°}
= ((AE)),
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ii. ((AE),)¢ = (U {(0O,E):(0,E) esnek ¢oklu yar1 a¢ik kiime (O,E)S(A,E)}°C
=N {(0,E)®:(0,E) esnek ¢oklu yar1 acik kiime (O,E)E(AE)}
=0 {(0,E)°: (O,E)° esnek coklu yar1 kapal1 kiime (A,E)°€(0,E)° }
= ((ABE))-

iii. (ii.) den ((AE))=((AE)®). ifadesinin her iki yaninin tiimleyeni alinirsa;
(((AB)))*=(((AE)*)"

(ABE)o=(((AE)").)°

elde edilir.

Teorem 3.2.18 (Xg,1) esnek coklu topolojik uzay ve (F,E) ve (G,E), Xg de iki esnek

coklu kiime olsun. O halde
i0=p ve X=X,
ii. (F,E) esnek ¢oklu yari kapali kiimedir ancak ve ancak (F,E)=(F,E)_,
iii. ((F.E).) =(FE)_,
iv. (F,E)S(G,E) ise (FE) E(G,E)_,
v.(FBAGEH) EFENGE).,

Ispat: i. Tanimdan dolay agiktir.

ii. (F,E) esnek ¢oklu yar1 kapali ise o zaman (F,E) yi igeren en kiigiik esnek ¢oklu yari

kapali kiime (F,E) oldugundan (F,E)=(F,E)_ dir.

Tersine (F,E)=(F,E)_olsun. (F,E)_, esnek ¢oklu yar1 kapali kiime oldugundan (F,E) de

esnek c¢oklu yar1 kapali kiimedir.
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iii. (F,E)., esnek c¢oklu yari kapali kiime oldugundan (ii.) den dolayi
((FE).) =(FE)_du.

iv. (F.E)E(G,E) olsun. (G,E) yi kapsayan her esnek coklu yar1 kapali kiime aymi
zamanda (F,E) yi kapsar. Dolayisiyla (F,E) yi kapsayan esnek ¢oklu yari kapal
kiimelerin kesisimi, (G,E) yi kapsayan esnek c¢oklu yar1 kapali kiimelerin kesisiminin
icindedir. Bu yiizden (F,E)_E(G,E)._ olur.

v. (FEA(GE))E(FE) ve ((FE)N(G,E)) E(GE) oldugundan (iv.) i kullanarak
((F,E)ﬁ(G,E))_i(F,E)_ ve ((F,E)ﬁ(G,E))_Q(G,E)_ elde edilir. Bu yiizden

(F,E)ﬁ(G,E))_ E(F,E) A(G,E)._dir.

Teorem 3.2.19 (Xg,t) esnek ¢oklu topolojik uzay ve (F,E) ve (G,E), Xg de iki esnek
coklu kiime olsun. O halde

i 0,=0 ve X,=X,
ii. (F,E) esnek ¢oklu yar1 agik kiimedir ancak ve ancak (F,E) = (F,E), ,
iii. ((F,E)o)o=(F,E), ,
iv. (F.E)S(G,E) ise (F,E),E(G,E), ,
v. (FE)U(GE)E((FE)U(GH), |
Ispat: i. Tanimdan dolay1 agiktir.

ii. (F,E) esnek ¢oklu yar1 agik kiime ise o zaman (F,E) nin kapsadig1 en biiyiik esnek
¢oklu yar1 agik kiime (F,E) oldugundan (F,E)=(F,E), dir.

Tersine (F,E)=(F,E), olsun. (F,E),, esnek ¢oklu yar1 agik kiime oldugundan (F,E) de
esnek ¢oklu yari agik kiimedir.

iii. (F,E),, esnek ¢oklu yari agik kiime oldugundan (ii.) den dolayi
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((F,E)o)o=(F,E)q
dir.

iv. (F,.E)S(G,E) olsun. (F,E),E(F,E)E(G,E) ve (G,E), tanimindan (F,E),, (G,E), nin
esnek ¢oklu yar1 agik alt kiimesidir. Bu yiizden

(F.E)oE(G,E),
dir.

v. (FE)E((FE)T(GE)) ve (GE)E((FE)T(G,E)) oldugundan (iv.) kullanarak
(F,E)Oi((F,E)G(G,E))0 ve (G,E)oi((F,E)U(G,E))0

yazilir. Buradan (F,E)OU(G,E)Oé((F,E)O(G,E))0 elde edilir.

Teorem 3.2.20 (Xg,t) esnek ¢oklu topolojik uzay (A,E), Xg de bir esnek ¢oklu kiime
olsun. O halde;

. (AE)?)o=((AE)o)°=(AE)°,

ii. ((AJE)) =((AE).)=(AE) dir.

Ispat: i. (AE)° esnek coklu acik kiime oldugundan Onerme 3.2.2 den dolay1 esnek
coklu yar1 agik kiimedir. Teorem 3.2.19 (ii.) yi kullanarak ((A,E)®),=(A,E)° dur.

Teorem 3.2.16 vyi kullanarak (A,E)°S(AE),S(AE) yazilir. Bu yiizden
(AE)°S((AE),)°E(AE)° dir. Dolayisiyla ((A,E),)°=(A,E)° elde edilir.

ii. (A,E) esnek ¢oklu kapali kiime oldugundan Onerme 3.2.8 den dolay1 esnek c¢oklu

yart kapali kiimedir. Teorem 3.2.18 (ii.) yi kullanarak ((AE)) =(AE) dir.

Teorem 3.2.16 vyi kullanarak (AE)ES(AE) E(AE) vyazilir. Bu yiizden

(A.E)S((A,E).)E(AE) dir. Dolaystyla ((A,E)_)=(AE) elde edilir.
Sonug olarak ((A,E)) =((A,E).)=(AE) elde edilir.
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4. BOLUM

ESNEK COKLU TOPOLOJIiK UZAYLARDA SUREKLI VE YARI SUREKLI
FONKSIYONLAR

Bu bolimde ilk olarak esnek ¢oklu fonksiyon kullanilarak esnek ¢oklu siirekli
fonksiyon ve esnek coklu agik fonksiyon yapilari elde edilerek bazi teoremleri
incelendi. Daha sonra benzer sekilde esnek ¢oklu yart agik kiimeler kullanilarak esnek
coklu yar siirekli fonksiyon ve esnek coklu yari agik fonksiyon yapilari elde edildi.

Ayrica bu siirekli fonksiyonlarin bazi yaygin 6zellikleri incelendi.
4.1. Esnek Coklu Surekli Fonksiyonlar
Bu bolumde esnek ¢oklu surekli fonksiyon ve bazi temel 6zellikleri incelendi.

Tamim 4.1.1 (Xg,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay, (F,A), X de bir esnek ¢oklu kiime
ve X.€ (F,A) olsun. Eger X.€ (G,B)E(F,A) olacak sekilde (G,B) esnek coklu agik
kiimesi varsa (F,A) kiimesine X, esnek coklu noktasmnin bir komsulugu denir. Ozel
olarak (F,A) esnek ¢oklu agik kiime ise (F,A) kiimesine X, esnek ¢oklu noktasinin bir

acik komsulugu denir.

Tanim 4.1.2 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,o) bir
esnek coklu fonksiyon olsun. f(x), nin her (G,B) esnek ¢oklu agik komsulugu i¢in
f((F,A))Z (G,B) olacak bigimde x, nin en az bir (F,A) agik komsulugu varsa f
fonksiyonuna x,EXg esnek ¢oklu noktasinda siireklidir denir. Eger f, her X,EXg esnek

coklu noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna esnek c¢oklu siirekli fonksiyon denir.

Teorem 4.1.3 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,o) bir

esnek coklu fonksiyon olsun. f, esnek ¢oklu sureklidir ancak ve ancak Y deki her

(G,B) esnek ¢oklu agik kiimesi i¢in f'l((G,B)), X de bir esnek ¢oklu agik kiimedir.

Ispat: £, esnek coklu siirekli fonksiyon ve (G,B) Y de esnek ¢oklu acik kiime olsun.
Xeéf'l((G,B)) alalim. O halde;
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(), =F(x,) EF (f'l((G,B))) & (G,B)

yazilir. f siirekli oldugundan f((F,A))Z (G,B) olacak bicimde x.&(F,A) esnek ¢oklu

acik kiimesi vardir. Buradan
xEFAE F(f((FA))EF((GB))

elde edilir. Dolayisiyla f'l((G,B)) esnek c¢oklu kiimesinin her noktasi i¢ noktadir.

Bundan dolayi f'l((G,B)), X de esnek ¢oklu agik kiimedir.

Tersine (G,B), f(x) nin keyfi bir esnek ¢oklu agik komsulugu olsun. O halde

(F,A)=f*((G,B)) X de agiktir. Bu durumda x.&(F,A) ve f((F,A))E (G,B) dir.
Dolayisiyla f, X, de esnek coklu sureklidir. X, keyfi oldugundan f esnek ¢oklu surekli

fonksiyondur.

Ornek 4.1.4 X={6/a,7/b,8/c}, Y={8/x,9/y,10/z}, E={e;,e,,e5}, K={Ky,k»,k3} olsun.

0:X >Y" ve y:E—K fonksiyonlari asagidaki sekilde tanimlansin;

o(@=z, o=y, )=y,
y(e)=ky, w(e)=ky, w(ez)=ks.

(Xg ,1) esnek coklu topolojik uzayindaki esnek ¢oklu kiimeler asagidaki sekilde

tanimlansin;
(F1,A)={F1(e1),F1(e)}={{1/a,2/b,2/c}{1/a,2/b,2/c}},
(Fo,A)={F1(e1),F1(ey), F1(e3)}={{6/a,7/b,7/c}{6/a,7/b,7/c}, {6/a,4/b,4/c}}.

(Yk ,0) esnek coklu topolojik uzayindaki esnek ¢oklu kiimeler asagidaki sekilde

tanimlansin;
(G1,B1)={G1(k1),G1(k2)}={{3/x,2/y,1/z},{5/x,91y,6/z}},

(G,,By)={G,(ky),G,(ky), G, (k3)}={{3/x,7ly,6/2},{8/x,91y, 7/} {2/x,4ly,6/2}}.

1 (Dy)=0y, F(¥)=X oldugunu biliyoruz.
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(G1,B1) ve (G,,By)esnek coklu kiimelerinin f esnek ¢oklu fonksiyonu altindaki ters

gorlintiisii asagida elde edilmistir;
Cri,8p ) @ =Coyyen) (@(@)=Ca, ) (D=1,
Crie,8p) e P =Coiyen) (9(0)=Cqy k) =2,
Cei, B (OD=Coywen) (@(€)=Cq, k) ¥)=2,
Cri6,8) ) @ =Coywe)) (0(@)=Cay ) (D=1,
Cei, 81 P)=Coiyier) (0(0))=Co, ) V) =2,
Cri6,8)e) (O=Co1we)) (0(€)=Cay k) ¥)=2,
Cri,81 ) @ =Coyyes) (@) =Cay (k3) (2)=0,
Cri6,8) ) P =Coiyies) (9(0)=Cq, ky) ) =0,
Cri6,8) ) (O =Co1wes)) (0(€))=Cay ky) (V) =0,
dir. O halde

(F1(G1,By), A )={{1/a,2/b,2/c},{1/a,2/b,2/c}}=(F1,A;)
elde edilir. Benzer sekilde
Cr1 6,8 ) @ =Coauen) (0(@)=Cag, k) (2)=6,
Ce16,8,)e) P)=Coyyier)) (0(0))=Co, ) =7,
Cr1 6,86 (O =Coawen) (P(€))=Ca,ky) =7,
Cr16,8,)(en) A 7Coayen)) (9(8))=Coyky) (2)=6,
Cr16,.8) ) P =Coyie) (9(0)=Co, k) =7,

Cr1(6,8,)en (OD=Coawea) (9(€))=Co,ky) ) =7,
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Ce1(6,8,)(es) A =Coaues) (9(2))=Co, (k) (2)=6,
Cr1(6,8,)(es) (P)=Coyyies)) (0(0))=Coy (k) (V) =4,
Cr1(6,8,)(es) (D 7Coaues) (9(C))=Coyky) (V) =4,
dir. O halde
(F1(G2,By),Az)={{6/a,7/b,7/c},{6/a,7/b,7/c}, {6/a,4Ib,4/c}}=(F,,A,)
elde edilir. Sonug olarak f: (Xg,t1)—(Yk,o0) esnek coklu strekli fonksiyondur.

Teorem 4.1.5 (Xg,1) ve (Yk,0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir

esnek coklu fonksiyon olsun. f, esnek ¢oklu sireklidir ancak ve ancak Y deki her

(G,B) esnek ¢oklu kapali kiimesi i¢in f'l((G,B)), X de bir esnek ¢oklu kapali kiimedir.
Ispat: Teorem 4.1.3 iin ispatina benzer sekilde ispatlanir.

Teorem 4.1.6 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,o) bir

esnek ¢oklu fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

i. f, esnek coklu strekli fonksiyondur.

ii. X deki her (F,A) esnek coklu kiimesi icin f( (F.A) )€ F(F.A) dir.

iii. Y deki her (G,B) esnek coklu kiimesi icin F1((G,B))E f'l((G_,B)) dir.
Ispat: i=ii: f, esnek coklu siirekli fonksiyon ve (F,A), X de esnek ¢oklu kiime olsun.
f((F.A)E F((FA)
oldugundan
(F.A)E FH(f(F.A))E F(FFA)
dur. f siirekli ve f(F,A) kapali oldugundan ! (ﬁ) kapal1 olup

34



1 (f(F.A))=F*(f(F.A))
dir. O halde f((F,A))Z f(F,A) olur.

ii=iii : Y de bir esnek goklu kiime (G,B) olsun. (F,A)=F'((G,B)) diyelim. (ii)

geregince

f((FA)Z f((F.A)=F(f'(GB))E (GB)

ve boylece (F,A)E '((G,B)) olur. Buradan f*((G,B))E f'l((G—,B)) elde edilir.

iii=i: (G,B) esnek coklu kiimesi Y de kapali olsun. O halde (G,B)=(G,B) dir.

(iii.) geregince
r((6B) EF(@B))=r((G.B))
dir. O halde
F(GB)=r'(GB)

olur. Buradan f'l((G,B)), X de kapalidir. Teorem 4.1.5 geregince f fonksiyonu

sureklidir.

Teorem 4.1.7 (Xg,t) ve (Yk,0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir

esnek coklu fonksiyon olsun. f, esnek coklu sureklidir ancak ve ancak Y deki her

(G,B) esnek goklu kiimesi igin *((G,B)°)E (f’l((G,B))> ° dur.

Ispat: Y de bir esnek ¢oklu kiime (G,B) olsun. Bu durumda (G,B)°<(G,B) oldugundan

f'l((G,B)°) kiimesi X de esnek ¢oklu agiktir. Bu durumda

(F*(G.B)?))°=F"((GB)°)
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olur. O halde f'l((G,B)°):(f'l((G,B)°)>°§ (f'l((G,B)))° dir.  Yani

f1((G,B)°)E (f’l((G,B)))° dir.

Tersine (G,B) kimesi Y uzayinda esnek ¢oklu agik bir kiime olsun. Bu durumda

(G,B)°=(G,B) dir. Teoremin ifadesinden f'((G,B)°)E (f'l((G,B))>° dir. Diger
yandan f*((G,B)°)=f"((G,B))oldugundan f*((G,B))E (f'l((G,B)))° olur. Teorem

4.1.3 geregince f'l((G,B)) kiimesi X uzayinda esnek c¢oklu agiktir. Boylece

f fonksiyonu esnek coklu streklidir.

Tamim 4.1.8 (Xg,1) ve (Yk,o0) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir

esnek ¢oklu fonksiyon olsun.

e X deki her (F,A) esnek ¢oklu agik kiimesi i¢in f((F,A)), Y de esnek ¢oklu agik
kiime ise f esnek ¢oklu fonksiyonuna esnek ¢oklu agik fonksiyon denir.

o [15] X deki her (G,B) esnek goklu kapali kiimesi igin f((G,B)), Y de esnek
coklu kapali kiime ise f esnek ¢oklu fonksiyonuna esnek ¢oklu kapali fonksiyon

denir.

Teorem 4.1.9 (Xg,1) ve (Yk,0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir

esnek ¢oklu fonksiyon olsun.

i. f, esnek c¢oklu agik fonksiyondur ancak ve ancak X deki her (F,A) esnek coklu
kmesi igin f((F,A)°)E (F((F.A)))° dir.

ii. f, esnek ¢oklu kapali fonksiyondur. Ancak ve ancak X deki her (F,A) esnek
coklu kiimesi igin f((F,A))E f((F,A)) dur.

Ispat: i. f, esnek coklu acik fonksiyon ve (F,A), X de esnek ¢oklu kiime olsun. (F,A)°,
esnek ¢oklu acik kiime, (F,A)°c(F,A) ve f, esnek ¢oklu agik fonksiyon oldugundan

f((F,A)°), Y de esnek coklu agik kimedir. Dolayisiyla f((F,A)°)E f((F,A)) dir. Bu
yiizden f((F,A)°)E (f((F.A)))* elde edilir
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Tersine (F,A), X de esnek goklu agik kiime olsun. O halde (F,A)=(F,A)° dir.
f((F.A)°)E (f((F,A))) o
oldugundan
f((F.A)=f((F.A)°)E (f((F,A))) °& f((F.A)
dir. Bu yiizden f((F,A))= (f((F,A)) ) ° dir. O halde f esnek goklu agik fonksiyondur.

ii. f, esnek ¢oklu kapali fonksiyon ve (F,A), X de esnek coklu kiime olsun. f, esnek
coklu kapali fonksiyon oldugundan f((F,A)), Y de esnek coklu kapali kiime ve
f((F,A)E f((F,A)) dir. Bu yiizden

f((F.A)E f((FA))
elde edilir.

Tersine (F,A), X de esnek coklu kapali kiime olsun. O halde (F,A)=(F,A) dir.
f((F,A))E f((F,A)) oldugundan

f((F.A)E f((FA))=f((FA))E f((F.A)

dir. Dolayistyla f((F,A))= f((F,A)) elde edilir.

Teorem 4.1.10 (Xg,1) ve (Yk,o0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)
esnek coklu siirekli ve esnek c¢oklu agik fonksiyon olsun. O halde Y deki her (G,B)

esnek coklu kiimesi icin

F(GB)=(GCB)

dir.
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Ispat: Teorem 4.16 (iii) den f*((G,B))E f*((G.B)) oldugunu biliyoruz. Simdi
f'l((G—,B))if'l((G,B)) oldugunu gosterelim. Teorem 4.1.9 (i.) de (F,A) esnek coklu

kiimesi yerine (F,A)=f*((G,B)") alirsak,
-1 ey O\ & £l oy c\0
f((F*((G,B)")) )=(f(f~((G,B)"))) <((G,B)°)
elde edilir. Bu ifadeyi flile isleme sokarsak,
(F1((GB)) EF(((G.B)Y))
elde edilir. Her iki tarafin tiimleyenini alirsak ,

(FL(GB))) EF(((G.B))) )=F((GB))) )=F*((GB))E

E((F(G.B)Y)) =(((f'1((G,B)C)C)if'l((G,B))
elde edilir. Yani f*((GB) )Ef'((G,B)) dir.

Tamim 4.1.11 (Xg,1) ve (Yk,0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir

esnek coklu fonksiyon olsun. f, birebir ve drten esnek coklu strekli ve 1 esnek coklu
strekli fonksiyon ise f esnek coklu fonksiyonuna X den Y ye bir esnek coklu

homeomorfizm denir.

X ile Y arasinda esnek c¢oklu bir homeomorfizma varsa X, Y ye esnek coklu

hemeomorftur denir.

Teorem 4.1.12 (Xg,1) ve (Yk,o0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)
bir esnek ¢oklu fonksiyon olsun. f, esnek g¢oklu agik fonksiyondur ancak ve ancak f

esnek ¢oklu kapali fonksiyondur.
Ispat: X deki her (F,A) esnek coklu kiimesi igin

f((F.A))=(f(F,A))°
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dir.

(F,A), X de esnek ¢oklu kapali kiime olsun. O halde (F,A)° esnek ¢oklu agiktir. f, esnek
coklu agik fonksiyon ve f((F,A)C)Z(f(F,A))c oldugundan (f(F,A))cesnek coklu agiktir.
Bu durumda f((F,A)) esnek goklu kapalidir. Yani f esnek ¢oklu kapalidir.

Tersine (F,A), X de esnek coklu a¢ik bir kiime olsun. O halde (F,A)° esnek ¢oklu
kapalidir. f esnek ¢oklu kapali fonksiyon ve

f(FA)=(f(F.A))

oldugundan (f(F,A))C esnek ¢oklu kapalidir. Bu durumda f((F,A)) esnek ¢oklu agiktir.

Yani f, esnek ¢oklu agiktir.

Teorem 4.1.13 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)
bir esnek coklu fonksiyon olsun. f esnek ¢oklu fonksiyonu siirekli ve kapalidir ancak ve

ancak X deki her (F,A) esnek ¢oklu kiimesi igin
f((F,A)=f((F.A))

dir.

Ispat: Teorem 4.1.6 ve Teorem 4.1.9 (ii.) den agiktir.

Teorem 4.1.14 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)

bir esnek coklu fonksiyon olsun. f esnek ¢oklu stirekli fonksiyondur ancak ve ancak f!

esnek ¢oklu agik (kapali) fonksiyondur.

Ispat: (G,B), Y de esnek coklu acik kiime olsun. O halde f'l((G,B)), X de esnek ¢oklu
acik kiimedir. (f esnek ¢oklu siirekli fonksiyon oldugundan) Dolayisiyla 1 esnek coklu

acik fonksiyondur. 1 in esnek coklu kapali1 olmasi1 benzer sekilde yapilir.
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Tersine (G,B), Y de esnek ¢oklu agik(kapali) kiime olsun. f'l((G,B)), X de esnek coklu

acik (kapali) kiimedir. ( 1 esnek coklu agik (kapali) fonksiyon oldugundan) Dolayisiyla

f esnek ¢oklu fonksiyonu streklidir.

Teorem 4.1.15 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)

birebir ve orten esnek ¢oklu fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
i. f, esnek ¢oklu bir homeomorfizmdir.
ii. f, esnek ¢oklu siirekli ve esnek ¢oklu agik fonksiyondur.

iii. f, esnek ¢oklu siirekli ve esnek ¢oklu kapali fonksiyondur.
iv. X deki her (F,A) esnek coklu kiimesi icin f((F,A)):f((F,_A)) dir.

Ispat: .= ii. Teorem 4.1.14 den agiktir.

ii. = iii. Teorem 4.1.12 dan f esnek ¢oklu agik fonksiyonu, esnek ¢oklu kapali

oldugundan goriiliir.
iii. = iv. Teorem 4.1.13 den agiktir.
4.2. Esnek Coklu Yar1 Surekli Fonksiyonlar

Tanmim 4.2.1 (Xg,1) ve (Yk,o0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir
esnek coklu fonksiyon olsun. Y deki her (G,B) esnek ¢oklu agik kiimesi igin

f'l((G,B)), X de esnek ¢oklu yar acik kiime ise f fonksiyonuna esnek ¢oklu yari siirekli

fonksiyon denir.

Teorem 4.2.2 (Xg,1) ve (Yk,o0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)
bir esnek ¢oklu fonksiyon olsun. Eger f esnek ¢oklu surekli fonksiyon ise esnek goklu

yart stirekli fonksiyondur.

Ispat: f esnek coklu stirekli fonksiyon olsun. Y deki her (G,B) esnek ¢oklu agik kiimesi

icin f'l((G,B)), X de esnek ¢oklu agik kiime ve f'l((G,B)) esnek ¢oklu agik kiimesi
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ayni zamanda esnek g¢oklu yari agik kiime olacagindan f esnek coklu yari siirekli

fonksiyondur.

Yukarida verilen teoremin tersi dogru degildir. Yani her esnek coklu yart siirekli
fonksiyon, esnek coklu siirekli fonksiyon degildir. Bu duruma asagida bir 6rnek

verilmistir.

Ornek 4.2.3 X={9/a,10/b,11/c} ve E={e;,e,,63,64} olsun. ¢:X —X" ve y:E—E

fonksiyonlar1 agsagidaki sekilde tanimlansin;

o(@=a, o(b)=b, ¢(c)=c,
y(e=er, wy(e)=ey wy(ez)=e; w(es)=ey.

(Xg ,7) esnek coklu topolojik uzayindaki esnek ¢oklu kiimeler asagidaki sekilde

tanimlansin;
(F1,A)={F1(e1),F1(ey),F1(es)}={{6/a,1/b} {7/a,9/b,5/c}{5/a,3/b,9/c}},
(FZ)AZ):{Fl (el),Fl (ez)}:{{4/a,l/b},{6/a,5/b,2/C}}

(Xg ,0) esnek coklu topolojik uzayindaki esnek c¢oklu kiimeler asagidaki sekilde

tanimlansin;

(G1,B1)={G;(e1),G1(ex)}={{7/a,3/b,2/c},{8/a,9/b,6/c}}.

1 (@)=0, F*(X)=X oldugunu biliyoruz. Ayrica (f'(GyB1).A;)=(G1B;) oldugu

kolayca gosterilebilir. (G;,B;) esnek c¢oklu agik kiimesi (Xg ,t) esnek coklu topolojik
uzayinda esnek ¢oklu agik kiime degildir. Bu yiizden f: (Xg,t)—(Xg,0) esnek ¢oklu
stirekli fonksiyon degildir. Ancak (G1,B;) esnek ¢oklu agik kiimesi (Xg ,t) esnek ¢oklu
topolojik uzayinda esnek ¢oklu yart agik kiime oldugundan f esnek ¢oklu yari siirekli

fonksiyondur.

Teorem 4.2.4 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)

bir esnek coklu fonksiyon olsun. f, esnek ¢oklu yari siirekli fonksiyondur ancak ve

ancak Y deki her (G,B) esnek c¢oklu kapali kiimesi i¢in f'l((G,B)), X de esnek coklu

yar1 kapal1 kiimedir.
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Ispat: f, esnek ¢oklu yar siirekli fonksiyon ve (G,B), Y de esnek ¢oklu kapali kiime
olsun. O halde (G,B)¢, Y de esnek ¢oklu agik kiime ve f esnek ¢oklu yari siirekli

fonksiyon oldugundan ve
1((G.B))=Xe-F*((G,B))

oldugundan esnek ¢oklu yar1 agik kiimedir. Dolayisiyla f'l((G,B)), X de esnek coklu

yar1 kapal1 kiimedir.

Tersine Y deki (G,B)¢ esnek ¢oklu kapali kiimesi i¢in f1((G,B)®), X de esnek coklu
yar1 kapali kiime olsun. O halde (G,B), Y de esnek ¢oklu agik kiime ve

1((G,B))=Xe-F*((G,B))

olur. Dolayisiyla f'l((G,B) ), X de esnek ¢oklu yari agik kiimedir. Bu ise f nin esnek

coklu yari siirekli fonksiyon oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.5 (Xg,1) ve (Yk,0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir
esnek ¢oklu fonksiyon olsun. f esnek ¢oklu yart siirekli fonksiyondur ancak ve ancak X

deki her (F,A) esnek coklu kimesi icin f((F,A) )Ef((F,A)) dur.

Ispat: f, esnek ¢oklu yar siirekli fonksiyon ve (F,A), X de esnek ¢oklu kapali kiime

olsun. f((F,A)), Y de esnek ¢oklu kapali kiime ve f esnek ¢oklu yart siirekli fonksiyon
oldugundan fl (f((F,A))), X de esnek ¢oklu yar1 kapali kiime ve (F,A)Ef? (f((F,A)))

dir. Bu yiizden
(F.A).E (f'l (f((F,A))))_ =f1 (f((F,A)))
olur. Dolayisiyla f((F,A) )Ef((F,A)) dur.

Tersine (G,B), Y de esnek ¢oklu kapali kiime olsun. O zaman f'l((G,B)), X de esnek
coklu kimedir. O halde
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i(F'((6.B)) ) €F(f'((GB))) E(GB)=(G,B)

elde edilir. Bu yizden (F1((G,8))) =F'((G.B)) olur. Dolayisiyla F*((G8)), X de

esnek ¢oklu yari kapali kiimedir. Bu ise f nin esnek ¢oklu yar1 siirekli fonksiyon

oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.6 (Xg,t) Ve (Yk,0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir
esnek coklu fonksiyon olsun. f esnek ¢oklu yar1 siirekli fonksiyondur ancak ve ancak Y

deki her (G,B) esnek ¢oklu kiimesi igin
FH(GBME(F((6B)).

dir.

Ispat: f esnek ¢oklu yar siirekli fonksiyon olsun. (G,B)°, Y de esnek ¢oklu acik kiime
ve f esnek goklu yari siirekli fonksiyon oldugundan f*((G,B)°), X de esnek ¢oklu yari
aik kiime ve f'((G,B)?)Ef"((G,B)) dir. Bu yiizden

(FeB)?) =F(GBIE(F(GB))

elde edilir.

Tersine (G,B), Y de esnek ¢oklu agik kiime olsun. O halde

FHGBME(F(©GB))

dir. Bu yiizden f*((G,B))E (f’l((G,B))> olur. Dolayisiyla
(o]

(f'l((G,B)))O =f1((G,B))

dir. Bu ise f nin esnek ¢oklu yar siirekli fonksiyon oldugunu gosterir.
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Tanmim 4.2.7 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,o) bir

esnek ¢oklu fonksiyon olsun.

e X deki her (F,A) esnek ¢oklu yar1 agik kiimesi i¢in f((F,A)), Y de esnek ¢oklu
yart agik kiime ise f esnek ¢oklu fonksiyonuna esnek ¢oklu yar1 agik fonksiyon
denir.

e X deki her (G,B) esnek ¢oklu yar1 kapali kiimesi igin f((G,B)), Y de esnek
coklu yar1 kapali kiime ise f esnek ¢oklu fonksiyonuna esnek ¢oklu yar1 kapali

fonksiyon denir.

Teorem 4.2.8 (Xg,1) ve (Yk,o0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)
bir esnek ¢oklu fonksiyon olsun.

i. f, esnek ¢oklu yart agik fonksiyondur ancak ve ancak X deki her (F,A) esnek
coklu kiimesi icin f((F,A),)E (f((F,A))) dir.
0

ii. f, esnek c¢oklu yar1 kapali fonksiyondur. Ancak ve ancak X deki her (F,A)
esnek coklu kiimesi icin (f((F,A))) Ef((F,A).) dir.

Ispat: i. f, esnek coklu yar acik fonksiyon ve (F,A), X de esnek ¢oklu kiime olsun.
(F,A),, esnek c¢oklu yar agik kiime, (F,A),S(F,A) ve f, esnek coklu yar1 agik
fonksiyon oldugundan f((F,A),), Y de esnek ¢oklu yar1 agik kiimedir. Dolayisiyla

f((F.A))E F((F.A)) dir. Bu yiizden f((F,A)0)E (f((F.A))) elde edilir
(o]
Tersine (F,A), X de esnek ¢oklu yar1 agik kiime olsun. O halde (F,A)=(F,A), dir.
c
f(FALE (H((F.A))
oldugundan

f((FA)=F(FA)E(F(FA)) EF(FA)
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dir. Bu yiizden f((F,A))= (f((F,A))) dir. Bu da f((F,A)) nin esnek ¢oklu yar1 agik
(o]

kiime oldugunu gosterir. O halde f esnek ¢oklu yar1 agik fonksiyondur.

ii. f, esnek coklu yar1 kapali fonksiyon ve (F,A), X de esnek c¢oklu kiime olsun. f,

esnek ¢oklu yari kapali fonksiyon oldugundan f((F,A)_), Y de esnek coklu yar1 kapali
kime ve f((F,A))E f((F,A).) dir. Bu yiizden

(f((F.A))) EFFA))

elde edilir.

Tersine (F,A), X de esnek ¢oklu yar1 kapali kiime olsun. O halde (F,A)=(F,A)._ dir.

(f((F.A))) EF((FA)) oldugundan

(f(FA)) ERCF.AL) = H(FA)E (HFA))

dir. Dolayisiyla (f((F,A))) =f((F,A)_) elde edilir. Bu da f((F,A)) nin esnek coklu

yar1 kapali kiime oldugunu gosterir. O halde f esnek ¢oklu yar1 kapali fonksiyondur.

Tamim 4.2.9 (Xg,1) ve (Yg,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,0) bir
esnek coklu fonksiyon olsun. Y deki her (G,B) esnek coklu yari agik kiimesi i¢in
f'l((G,B)), X de esnek ¢oklu yar1 acik kiime ise f esnek ¢oklu fonksiyonuna esnek

coklu kararsiz fonksiyon denir.

Esnek ¢oklu stirekli fonksiyon ve esnek ¢oklu kararsiz fonksiyon birbirinden bagimsiz
iki kavramdir. Yani her ikisi de birbirlerini gerektirmezler. Asagidaki 6rneklerden bu

kolayca gorulebilir.

Ornek 4.2.10 X={7/a,8/b} ve E={e,,e,} olsun. (p:X*—>X* ve y:E—E fonksiyonlari
birim olsun. O halde f de birim fonksiyon olacaktir. Xg sinifinda iki esnek ¢oklu kiime

asagidaki gibi tanimlansin;

(F.E)={F(ey),F(er)}={{5/a,3/b},{4/a,7/b}},
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(G,E)={G(e,),G(e,)}={{5/a,6/b} {6/a,8/b}}.

1,={®, X,(F,E)} ve 1,={®, X,(G,E)} olacak bicimde (Xg ,t;) ve (Xg ,7,) esnek ¢oklu

topolojik uzaylarini tanimlayalim.

Simdi f: (Xg ,11)—(Xg ,12) esnek ¢oklu fonksiyonunun kararsiz fakat siirekli olmadigini

gosterelim.

(Xg ,10) uzayinda herhangi bir esnek ¢oklu yari agik kiime (A,E) olsun. O halde
(G,E)E(A,E)E(G,E) olacaktir. Ciinkii (Xg ,t,) uzaymda (G,E) den baska esnek coklu

acik kiime yoktur. (A,E) esnek ¢oklu yar1 agik kiimesinin f altindaki ters goriintiisii
fL(AE)=(AE)3(GE) olur. (GE3FE) ve (FE)=X  olacagindan
(F.E)EFH((AE)E(FE) elde edilir. Dolayisiyla f esnek c¢oklu kararsiz fonksiyondur.

1((G,E)=(G,E), (Xg ,11) uzayinda esnek ¢oklu agik kiime olmadigindan f esnek ¢oklu

stirekli fonksiyon degildir.

Ornek 4.2.11 X={6/a,6/b} ve E={e;,e,} olsun. 9:X —X " ve y:E—E fonksiyonlari

asagidaki sekilde tanimlansin;

o(@=a, ¢(b)=h,
y(ep=ey, w(ey)=e,.

X sinifinda iki esnek ¢oklu kiime asagidaki gibi tanimlansin;
(F.BE)={F(e1),F(ep)}={{4/a,3/b} {4/a,3/b}},
(G,BE)={G(e,),G(ep)}={{5/a,6/b},{4/a,3/b}}.

1,={®, X,(F,E)} ve 1,={®, X,(G,E)} olacak bicimde (Xg ,1;) ve (Xg ,1,) esnek ¢oklu

topolojik uzaylarini tanimlayalim.

Simdi f: (Xg ,11)—(Xg ,15) esnek coklu fonksiyonunun surekli fakat kararsiz olmadigini

gosterelim.

Kolayca gosterilebilir ki f*((G,E))=(F,E) dir. Dolayisiyla f esnek coklu siirekli

fonksiyondur.
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(A E)={A(e1),A(ey)}={{8/a,7/b},{9/a,10/b}}

esnek coklu kiimesi icin (G,E)E(A,E)E(G,E)=X olacagindan (A,E), (Xg ,7,) uzayinda
esnek coklu yart agik kiimedir. f((A,E))={{9/a,10/b}{9/a,10/b}} oldugu kolayca

gortliir. Ancak bu esnek c¢oklu kiime, esnek c¢oklu yar1 acik kiime degildir. Ciinkii
(F,E)EF((AE))E(F E)=(FE)° ifadesi dogru degildir. Burada
(F.E)¢={{2/a,3/b}{2/a,3/b}} diir ve dolayisiyla f1((A,E))Z(F,E)° dir. O halde f esnek

coklu kararsiz fonksiyon degildir.

Teorem 4.2.12 (Xg,1) ve (Yk,o0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)

bir esnek coklu fonksiyon olsun. f esnek ¢oklu kararsiz fonksiyondur ancak ve ancak Y

deki her (G,B) esnek ¢oklu yar1 kapali kiimesi igin f'l((G,B)), X de esnek ¢oklu yari

kapal1 kiimedir.
Ispat: Tanim 4.2.9 dan agiktir.

Teorem 4.2.13 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)
bir esnek ¢oklu yar siirekli fonksiyon olsun. f esnek ¢oklu kararsiz fonksiyondur ancak

ve ancak X deki her (F,A) esnek ¢oklu kiimesi icin
f((FA)E(F((FA))

dir.

Ispat: f, esnek coklu kararsiz fonksiyon ve (F,A), X de esnek coklu kime

olsun. f((F,A)_), Y de esnek ¢oklu yar1 kapali kiime ve f esnek ¢oklu kararsiz fonksiyon
oldugundan f* (f((F,A)_)) , X de esnek g¢oklu yar1 kapali kime ve

(FAEF (f((F.A))) dir. Bu yiizden
FA)E(F(F(FA))) = (f(F.A))

olur. Dolaystyla f((F,A).)E (f((F,A)))_ dir.
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Tersine (G,B), Y de esnek ¢oklu yar1 kapali kiime olsun. O zaman f'l((G,B)), X de
esnek ¢oklu kiimedir. O halde

f(F((GB)) )€ (f (f'l((G,B))))_ =(G.B).=(G,B)

elde edilir. Bu yiizden (f’l((G,B))) =F1((G,B)) olur. Dolayisiyla F*((G,B)), X de

esnek ¢oklu yar1 kapali kiimedir. Bu ise f nin esnek ¢oklu kararsiz fonksiyon oldugunu

gosterir.

Teorem 4.2.14 (Xg,1) ve (Yk,o0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)

esnek c¢oklu yari acik ve esnek coklu birebir ve Orten fonksiyon olsun. O halde

L (Yk,0)—(Xg,1) esnek ¢oklu kararsiz fonksiyondur.

Ispat: (F,A), X de esnek ¢oklu yar1 agik kiime olsun. f esnek ¢oklu yar1 agik, esnek

goklu birebir ve orten fonksiyon oldugundan gt((F,A))=Ff((F.A)) (g'1=f) ve

f((F,A)), Y de esnek coklu yar1 agik kiimedir. Bu ise 1 in esnek coklu kararsiz

fonksiyon oldugunu gosterir.

Tanim 4.2.15 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek coklu topolojik uzay ve f: (Xg,t)—(Yk,o) bir
esnek ¢oklu yari siirekli fonksiyon olsun. f, birebir ve orten, esnek ¢oklu kararsiz ve
esnek c¢oklu yari agik fonksiyon ise fesnek coklu fonksiyonuna X den 'Y ye bir esnek

¢oklu yar1 homeomorfizm denir.

Teorem 4.2.16 (Xg,1) ve (Yk,o) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)
bir esnek ¢oklu fonksiyon olsun. f, esnek ¢oklu siirekli ve esnek ¢oklu agik fonksiyon

ise f esnek ¢oklu kararsiz ve esnek ¢oklu yari agik fonksiyondur.

Ispat: f esnek coklu siirekli ve esnek coklu agik fonksiyon olsun. (G,B), Y de esnek
coklu yari agik kiime olsun. O halde (O,B)E(G,B)Z(0,B) olacak bicimde (O,B) esnek

¢oklu agik kiimesi vardir. Buradan

1((0,B))Ef*((G,B))EF*((0,B))
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dir. f esnek ¢oklu siirekli ve esnek ¢oklu agik fonksiyon oldugundan Teorem 4.1.10 dan

1((0,8))= (f‘l ((o,B)))

ve dolayisiyla
((0.B)EF*((G.B))E (f* ((0.8)))

elde edilir. Bu ise f'l((G,B)) nin X de esnek coklu yari agik kiime oldugunu gosterir.
Dolayisiyla f, esnek ¢oklu kararsiz fonksiyondur.

Simdi f in esnek ¢oklu yar1 agik fonksiyon oldugunu gosterelim.

(F,A), X de esnek ¢oklu yar1 agik kiime olsun. O halde
(U,A)S(FAE(UA)
olacak bicimde X de (U,A) esnek ¢oklu agik kiimesi vardir. Buradan

f((U,A))EF((F,A))EF((UA))

dir. f esnek goklu siirekli ve esnek goklu agik fonksiyon oldugundan
f((UA))E (f((U,A)))
ve dolayistyla
f((U.A))ER((F.A))E (f((U,A)))

elde edilir. Bu ise f((F,A)) nin Y de esnek goklu yari agik kiime oldugunu gdsterir.
Dolayisiyla f esnek ¢oklu yari agik fonksiyondur.

Teorem 4.2.17 (Xg,t) ve (Yk,o0) iki esnek ¢oklu topolojik uzay ve f: (Xg,1)—(Yk,0)

bir esnek ¢oklu homeomorfizm olsun. O halde f, esnek ¢oklu yari homeomorfizmdir.
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Ispat: f esnek ¢oklu homeomorfizm olsun. O halde f esnek coklu birebir orten, esnek

coklu surekli ve 1 esnek coklu surekli fonksiyondur. Bu yizden f esnek ¢oklu surekli
fonksiyonu, esnek ¢oklu agik fonksiyondur. Bu ise fin esnek ¢oklu kararsiz ve esnek

coklu yar1 agik fonksiyon oldugunu gosterir. Dolayisiyla f esnek c¢oklu yari

homeomorfizmdir.
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5.BOLUM

TARTISMA-SONUC VE ONERILER

Esnek coklu kiime teorisi Tokat ve Osmanoglu [21] tarafindan tanimlanmistir. Esnek
¢oklu kiimeler iizerinde topoloji yapisi ve bir¢ok 6zelligi yine bu yazarlar [14, 15, 16,
21] tarafindan incelenmistir. Ayrica [15] makalesinde esnek ¢oklu fonksiyon kavrami

tanimlandi ve temel 6zellikleri incelenmistir.

Bu calismada agik kiimelerin zayif bir hali olan yar1 agik kiime ile esnek ¢oklu agik
kiime kullanilarak esnek c¢oklu yar1 agik kiime kavrami tanimlandi. Daha sonra esnek

coklu yar1 i¢ ve esnek ¢oklu yari kapanis yapilari bu kiimeler kullanilarak verildi.

Osmanoglu ve Tokat [15] tarafindan verilen esnek ¢oklu fonksiyonun siirekliligi ve bu
stirekliligin birgok 6zelligi incelendi. Sonrasinda bu siirekliligin zayif bir hali olan esnek
coklu yar siirekli fonksiyon esnek coklu yari acik kiimeler kullanilarak tanimlandi.
Ayrica bu zayif siirekliligin bir¢ok 6zelligi incelendi. Yine esnek ¢oklu yart agik
kiimeler kullanilarak esnek coklu kararsiz fonksiyon yapisi tanimlandi. Esnek coklu
kararsiz fonksiyonun, esnek coklu siirekli fonksiyon yapisiyla baglantili olmadigi

orneklerle gosterildi.

Esnek coklu kime teorisi, matematigin  birgok alaninda uygulamaya agiktir.
Uygulamalarla bu teori daha da gelisebilir ve giincel problemler igin ¢6zim Onerileri
sunulabilir. Ozellikle bilgisayar programlar1 kullanilarak, bilgi depolama, bilgi analizi,

egitim ve tip biliminin ¢esitli konularinda problemlerin ¢dziilmesine yardimci olabilir.

o1



10.

11.

KAYNAKLAR

Aygilinoglu, A., Aygiin, H., “Some notes on soft topological spaces”, Neural
Comput & Applic 21, 113-119, 2012.

Babitha, K.V., John, S.J., “On soft multi sets”, Annals of Fuzzy Mathematics and
Informatics 5(1),35-44, 2013.

Cagman, N., Karatas, S. and Enginoglu, S., “Soft topology”, Computers and
Mathematics with Applications 62, 351-358, 2011.

Cerf, V., Fernandez, E., Gostelow, K., Volausky, S., “Formal control and low
properties of a model of computation”, Report ENG 7178, Computer Science

Department, University of California, Los Angeles, CA, December, p. 81, 1971.

Chang, C.L., “Fuzzy Topological Spaces”, J. Math. Anal Appl. 24, 182-190,
1968.

Girish, K.P., John, S.J., “Multiset topologies induced by multiset relations”,
Information Sciences 188,298-313, 2012.

Girish, K.P., John, S.J., “On Multiset Topologies”, Theory and Applications of
Mathematics and Computer Science 2 (1), 37-52, 2012.

Jena, S.P., Ghosh, S.K., Tripathy, B.K., “On the theory of bags and lists”,
Information Sciences 132, 241-254, 2001.

Kogak, M., Genel topolojiye giris ve ¢oziimlii alistirmalar, Kampiis yayincilik,
Eskisehir, 2011.

Levine, N., “Semi-open sets and semi-continuity in topological spaces”,
American Mathematical Monthly, 70, 36-41, 1963.

Lowen, R., “Fuzzy Topological Sapces and Fuzzy Compactness”, J. Math. Anal
Appl. 56, 621-633, 1976.

52



12. Molodtsov, D., “Soft set theory-first results”, Computers and Mathematics with
Applications 37, 19-31, 1999.

13. Mucuk, O., Topoloji ve kategori, Nobel yayin dagitim, Ankara, 2010.

14. Osmanoglu, 1., “Esnek Coklu Kimeler ve Topolojik Uzaylar’, Nevsehir

Universitesi Fen Bilimleri Enstitlsi, Yiiksek Lisans Tezi, Nevsehir, 2013.

15. Osmanoglu, 1., Tokat, D., “Compact Soft Multi Spaces”, Eur. J. Pure Appl.
Math, 7(1), 97-108, 2014.

16. Osmanoglu, 1., Tokat, D., “Esnek ¢oklu topolojide baz1 sonuglar”, SAU. Fen Bil.
Der. 17 (3), 371-379, 2013.

17. Pawlak, Z., “Rough sets”, International Journal of Computer and Information
Sciences 11, 341-356, 1982.

18. Peterson, J., “Computation sequence sets”, Journal of Computer System Science
13(1), 1-24, 1976.

19. Shabir, M., Naz, M., “On soft topological spaces”, Computers and Mathematics
with Applications 61, 1786-1799, 2011.

20. Tanay, B., Kandemir, M. B., “Topological Structure of Fuzzy Soft Sets”,
Computers and Mathematics with Applications, 61, 2952-2957, 2011.
21. Tokat, D., Osmanoglu, I., “Connectedness on soft multi topology spaces”,

Journal of New Results in Science 2, 8-18, 2013.

22.Varol, B.P.,, Aygun, H., “Fuzzy soft topology”, Hacettepe journal of
mathematics and statistics 41(3), 407-419, 2012.

23.Varol, B.P.,, Aygun, H., “On soft Hausdorff spaces”, Annals of Fuzzy
Mathematics and Informatics 5(1),15- 24,2012,

24. Yager, R.R., “On the theory of bags”, International Journal General System 13,
23-37, 1986.

53



25. Zadeh, L. A., “Fuzzy sets”, Information and Control 8, 338-353, 1965.

26. Zorlutuna, 1., Akdag, M., Min, W.K. and Atmaca, S., “Remarks on soft
topological spaces”, Ann. Fuzzy Math. Inform. 3(2), 171-185, 2012.

54



OZGECMIS

Yasar UCOK 1979 yilinda Kayseri’de dogdu. 1k ve orta dgrenimini sirasiyla Trabzon,
Nevsehir ve Kayseri’de tamamladi. 1996 da kazandigi Atatiirk Universitesi Kazim
Karabekir Egitim Fakiiltesi Matematik Ogretmenligi Béliimii’nden 2000 yilinda mezun
oldu. Ayn1 y1l Kayseri Pmarbasi Kaynar Ilkégretim Okulu’nda matematik 6gretmeni
olarak calismaya basladi. Ardindan Milli Egitim Bakanligi’nin Yozgat ve Kayseri’deki
cesitli okullarinda yoneticilik ve matematik 6gretmenligi yapti. 2011 yilinda Nevsehir
Haci Bektas Veli Universitesi’nde yiiksek lisans yapmaya basladi. Evli ve ii¢ kiz gocugu
babast olup, halen Kayseri Kocasinan IMKB Anadolu Imam Hatip Lisesi’nde

matematik 6gretmeni olarak caligmaktadir.

Adres: Kocasinan IMKB Anadolu imam Hatip Lisesi
Zumrit Mah. Kadir Has Cad. No:78 Kocasinan / Kayseri
Telefon: 0505 456 55 10
Belgegecer: 0352 338 05 30
E-posta : yasarucok@hotmail.com

55






	1.kısım
	Cilt1.
	1.Kapak

	Yeni Microsoft Word Belgesi (4)
	Cilt1. - Kopya
	1.Kapak


	2.kısım
	2.onay ve tez bildirim sayfaları

	3. kısım
	Cilt1.
	3.diğer sayflar
	Thesis Supervisor: Asst. Prof. Dr. Deniz TOKAT
	İÇİNDEKİLER
	,τ-1.    Esnek çoklu ayrık olmayan topoloji
	,τ-2.    Esnek çoklu ayrık topoloji

	4.bölüm1
	GİRİŞ
	Esnek küme ve çoklu küme kavramlarını birleştirerek esnek çoklu küme kavramı ilk olarak Babitha ve John [2] tarafından tanımlanmıştır. Ayrıca Tokat ve Osmanoğlu [21] yeni ve daha genel bir esnek çoklu küme tanımı vermişlerdir. Bu yazarlar [15,16,21] b...
	Bu çalışmanın temel amacı esnek çoklu topolojik uzay kavramı üzerindeki çalışmaları daha ileriye taşımaktır. Bunun için ilk olarak Levine [10] tarafından tanımlanan yarı açık (yarı kapalı) küme kavramı ve esnek çoklu kümeler kullanılarak bu uzayda esn...

	5.bölüm2-düzeltilmiş
	TEMEL TANIM VE TEOREMLER
	Bu bölümde, esnek küme, çoklu küme ve esnek çoklu küme kavramları ile birlikte esnek çoklu fonksiyonlar tanıtılmıştır.
	2.1. Esnek Kümeler
	Bu bölümde Molodtsov [12] tarafından aşağıdaki gibi tanımlanan esnek küme kavramını verildi.
	Tanım 2.1.1 [12]   U evrensel küme ve E parametrelerin bir kümesi olsun. P(U), U nun kuvvet kümesini ve A, E nin boştan farklı bir alt kümesini göstersin. F:A →P(U) şeklinde bir dönüşüm olmak üzere (F, A) sıralı ikilisi U üzerinde bir esnek küme olara...
	Bir başka deyişle, U üzerinde bir esnek küme, U evrensel kümesinin alt kümelerini parametrize edilmiş bir ailesidir. ε∈A  için F(ε), (F, A) esnek kümesinin ε-yaklaşık elemanlarının kümesi olarak düşünülebilir. Esnek bir kümenin küme olmadığı açıktır.
	Bu bölümde Cerf ve ark. [4] tarafından tanımlanan çoklu küme kavramı tanıtıldı. Bu konu ile ilgili bilgiler için [6], [8], [18] ve [24] verilen çalışmalara bakılabilir.
	Tanım 2.2.1 [8] X kümesinden alınan bir M çoklu kümesi (multiset) ,C-M.:X→ℕ fonksiyonu ile temsil edilir.
	X={x₁,x₂,...,,x-n.} kümesinde bir M çoklu kümesi M={k₁/x₁,k₂/x₂,...,,k-n./,x-n.} şeklinde gösterilir. Burada ,k-i.,  ,x-i. nin tekrar sayısıdır (1≤i≤n). Bu ,x-i.,∈-,k-i..M şeklinde gösterilir.
	X={x₁,x₂,...,,x-n.} kümesinde bir M çoklu kümesi M={k₁/x₁,k₂/x₂,...,,k-n./,x-n.} şeklinde gösterilir. Burada ,k-i.,  ,x-i. nin tekrar sayısıdır (1≤i≤n). Bu ,x-i.,∈-,k-i..M şeklinde gösterilir.
	,C-M.,x.,  M çoklu kümesindeki x in tekrar sayısını gösterir. Ancak M çoklu kümesinin elemanı olmayan elemanlar için sıfır olarak yazılır. Yani x∉X, için ,C-M.(x)=0 dır.
	,C-M.,x.,  M çoklu kümesindeki x in tekrar sayısını gösterir. Ancak M çoklu kümesinin elemanı olmayan elemanlar için sıfır olarak yazılır. Yani x∉X, için ,C-M.(x)=0 dır.
	Tanım 2.2.2 [8]  Her x∈X için ,C-M.(x)=0 ya da 1 ise M çoklu kümesi bir kümedir.
	Örnek 2.2.3 [14] X={a,b,c} kümesinden alınan bir M çoklu kümesi M={3/a,2/b,5/c}={a,a,a,b,b,c,c,c,c,c} şeklinde verilsin. Burada ,C-M. (a)=3, ,C-M.,b.=2,  ,C-M.(c)=5 dir.
	Tanım 2.2.4 [8] M ve N,  X kümesinden alınan iki çoklu küme olsun. O halde aşağıdaki tanımlar verilebilir. Her x∈X için
	i) ,C-M. (x) =, C-N.(x) ise M = N dir.
	ii) ,C-M. (x) ≤ ,C-N.(x) ise M ⊆ N dir.
	iii) ,C-P.(x) = max{,C-M. (x),,C-N.(x)} ise P = M ∪ N dir.
	iv) ,C-P.(x) = min{,C-M. (x),,C-N.(x)} ise P = M ∩ N dir.
	v) ,C-P.(x) = ,C-M.(x)+,C-N.(x) ise P = M ⊕ N dir. Burada M ⊕ N,  M ile N çoklu kümelerinin toplamıdır.
	v) ,C-P.(x) = ,C-M.(x)+,C-N.(x) ise P = M ⊕ N dir. Burada M ⊕ N,  M ile N çoklu kümelerinin toplamıdır.
	vi) ,C-P.(x) = max{,C-M. (x) -, C-N.(x),0} ise P = M ⊖ N dir. Burada M ⊖ N, M ile N çoklu kümelerinin farkıdır.
	vi) ,C-P.(x) = max{,C-M. (x) -, C-N.(x),0} ise P = M ⊖ N dir. Burada M ⊖ N, M ile N çoklu kümelerinin farkıdır.
	Tanım 2.2.5 [6] ,M-*.={x∈X :,C-M.(x)>0} şeklinde tanımlanan kümeye M çoklu kümesinin destek kümesi denir. Burada ,M-*. alışılmış kümedir ve X in bir alt kümesidir.
	Tanım 2.2.6 [8] Her x∈X için ,C-M.(x)=0 ise M  çoklu kümesine boş çoklu küme denir.
	Tanım 2.2.7 [8]  ,[X]-m. çoklu küme uzayı, elemanlarının hiç biri m den daha fazla tekrar etmeyen X çoklu kümelerinin kümesidir. ,[X]-∞., X üzerinde tanımlı bütün çoklu kümelerin uzayıdır ve bu çoklu kümelerin elemanlarının tekrar sayısı sınırsızdır.
	X={x₁,x₂,x₃,…,,x-k.} ise
	,[X]-m.={{m₁/x₁,m₂/x₂,...,,m-k./,x-k.} | i=1,2,...,k için  ,m-i.∈{0,1,2,...,m}} dir.
	Örnek 2.2.8  [14]  X={a,b} ise [X]² = {{1/a,1/b},{1/a,2/b},{2/a,1/b},{2/a,2/b},{1/a},{2/a},{1/b},{2/b},∅} dir.
	Tanım 2.2.9 [8] X bir destek küme ve ,[X]-m., X üzerinde tanımlı bir çoklu küme uzayı olsun. Herhangi bir M∈,[X]-m. çoklu kümesinin tümleyeni ,M-c., ,[X]-m. uzayının elemanıdır öyle ki her x∈X için ,C-,M-c..(x) = m-,C-M.(x) dir.
	Örnek 2.2.10 [14]  [X]² için A={2/a,1/b} olsun. ,A-c.={1/b} olur.
	Tanım 2.2.11 [6]   N, M nin bir çoklu alt kümesi olsun. Her x∈N için ,C-N.(x)=,C-M.(x) ise N ye M nin çoklu tam alt kümesi denir.
	Örnek 2.2.12 [14]   M={2/x,3/y,5/z} bir çoklu küme olsun.{2/x,3/y}, {3/y,5/z}, {2/x,5/z}  çoklu alt kümeleri M çoklu kümesinin çoklu tam alt kümesidir.
	Tanım 2.2.13 [6] M∈,[X]-m. olsun. M nin çoklu kuvvet kümesi P(M) şeklinde gösterilir ve M nin bütün çoklu alt kümelerinin kümesidir.
	Örnek 2.2.14  [6]  M={2/x,3/y} bir çoklu küme olsun.
	M nin çoklu kuvvet kümesi
	P,M.={3/{2/x,1/y},3/{2/x,2/y},6/{1/x,1/y},6/{1/x,2/y},2/{1/x,3/y},1/{2/x},1/{3/y}, 2/{1/x},3/{1/y},3/{2/y},M,∅} dır.
	P,M.={3/{2/x,1/y},3/{2/x,2/y},6/{1/x,1/y},6/{1/x,2/y},2/{1/x,3/y},1/{2/x},1/{3/y}, 2/{1/x},3/{1/y},3/{2/y},M,∅} dır.
	P(M) nin çoklu destek kümesi
	,P-*.,M.={{2/x,1/y},{2/x,2/y},{1/x,1/y},{1/x,2/y},{1/x,3/y},{2/x}, {3/y},{1/x},{1/y},
	{2/y},M,∅} dır.
	2.3. Esnek Çoklu Kümeler
	Bu bölümde Tokat ve Osmanoğlu [16, 21] tarafından tanımlanan, esnek ve çoklu kümelerin birleştirilmesiyle elde edilen esnek çoklu küme kavramı tanıtıldı. Ayrıca bu kümenin bazı matematiksel özellikleri verildi.
	Tanım 2.3.1 [21]  U bir çoklu küme evrenseli, E parametrelerin kümesi ve A⊆E olsun. (F,A) ikilisine bir esnek çoklu küme denir. Burada F dönüşümü F:A→,P-*.(U) şeklinde tanımlıdır. Ayrıca her e∈A için F(e) çoklu kümesi ,C-F(e). :, U-*.→N fonksiyonu ile...
	Örnek 2.3.2 [21]  U={1/x,5/y,3/z,4/w} ve E=,p,q,r. olsun. F:A→,P-*.(U) dönüşümü
	F,p.={1/x,2/y,3/z}, F,q.={4/w} ve  F,r.={3/y,1/z,2/w}
	şeklinde tanımlansın. O halde (F,A) bir esnek çoklu kümedir. ∀e∈A için F(e) çoklu kümesi ,C-F(e). :, U-*.→N fonksiyonu ile
	,,C-F,p..,x.=1, -,C-F,q..,x.=0,-,C-F,r..,x.=0,.,,C-F,p..,y.=2, -,C-F,q..,y.=0,-, C-F,r..,y.=3,.,,C-F,p..,z.=3,-, C-F,q..,z.=0,- ,C-F,r..,z.=1,.,, C-F,p..,w.=0,-, C-F,q..,w.=4,-, C-F,r..,w.=2.
	şeklinde tanımlıdır. O halde
	Tanım 2.3.3 [16]  U üzerindeki ,F,A. ve ,G,B. esnek çoklu kümeleri için, eğer
	i) A⊆B
	ii) ,C-F,e..,x. ≤, C-G,e..,x.,  ∀x∈,U-*.,  ∀e∈A
	ise ,F,A. esnek çoklu kümesine ,G,B. esnek çoklu kümesinin esnek çoklu alt kümesi denir ve ,F,A. ,⊂. ,G,B. şeklinde gösterilir. Eğer
	,C-F,e..,x.=,C-G,e..,x., ∀x∈,U-*., ∀e∈A
	ise (F,A) esnek çoklu kümesine ,G,B. esnek çoklu kümesinin tam esnek çoklu alt kümesi denir.
	Tanım 2.3.4 [21]  (F,A) esnek çoklu kümesi ,G,B. esnek çoklu kümesinin ve ,G,B. esnek çoklu kümesi (F,A) esnek çoklu kümesinin esnek çoklu alt kümesi ise (F,A)ve ,G,B. esnek çoklu kümeleri eşittir. Yani,
	,F,A.=,G,B.⇔,F,A.,⊆.,G,B. ve ,G,B.,⊆.,F,A.
	Tanım 2.3.5 [21] ,F,A. ve ,G,B.  esnek çoklu kümelerinin birleşimi ,H,C. esnek çoklu kümesidir. Burada C=A∪B ve ,C-H,e..(x) = max,,C-F,e..,x.,,C-G,e..,x.., ∀x∈,U-*.,∀e∈A∪B  dir. Bu ,F,A.,∪.,G,B. şeklinde gösterilir.
	Tanım 2.3.6 [21] ,F,A. ve ,G,B. esnek çoklu kümelerinin kesişimi ,H,C. esnek çoklu kümesidir. Burada C=A∩B ve  ,C-H,e..(x) = min,,C-F,e..,x.,,C-G,e..,x.., ∀x∈,U-*.,∀e∈A∩B dir. Bu ,F,A.,∩.,G,B. şeklinde gösterilir.
	Örnek 2.3.7 [14] U={1/x,2/y,3/z,4/w} ve E=,p,q. olsun. U üzerinde iki esnek çoklu küme
	,F,E.={F,p.=,1/x,1/y.,  F,q.=,2/z.} ve ,G,E.={F,p.=,1/x,2/y.,  F,q.=,3/z,4/w.}  şeklinde tanımlı olsun. Burada ,F,E.,⊂.,G,E. dir. Çünkü ∀x∈,U-*. ve ∀e∈E için ,C-F,e..,x.≤,C-G,e..,x. dır.,H,E.=,F,E.,∪.,G,E. olsun. O halde ∀x∈,U-*. ve ∀e∈E için      ,  ...
	,F,E.={F,p.=,1/x,1/y.,  F,q.=,2/z.} ve ,G,E.={F,p.=,1/x,2/y.,  F,q.=,3/z,4/w.}  şeklinde tanımlı olsun. Burada ,F,E.,⊂.,G,E. dir. Çünkü ∀x∈,U-*. ve ∀e∈E için ,C-F,e..,x.≤,C-G,e..,x. dır.,H,E.=,F,E.,∪.,G,E. olsun. O halde ∀x∈,U-*. ve ∀e∈E için      ,  ...
	olmalıdır. Yani ,H,E.={F,p.=,1/x,2/y.,  F,q.={3/z,4/w}}dır. Gerçekten ,F,E.,⊂.,G,E. olduğundan ,H,C.=,F,E.,∪.,G,E.=,G,E. dır.
	,H,E.=,F,E.,∩.,G,E. olsun. O halde ∀x∈,U-*. ve ∀e için ,C-H,e..(x)=min,,C-F,e..,x.,,C-G,e..,x.. olmalıdır. Yani ,H,E. ={F,p.=,1/x,1/y.,  F,q.={2/z}} dır. Gerçekten ,F,E.,⊂.,G,E. olduğundan ,H,C.=,F,E.,∩.,G,E.=,F,E. dır.
	Tanım 2.3.8 [21] Eğer ∀e∈A için F,e.=∅ ise U üzerindeki ,F,A. esnek çoklu kümesine boş esnek çoklu küme denir ve Φ şeklinde gösterilir.
	Tanım 2.3.9 [21] ,F,A. ve ,G,B. esnek çoklu kümelerinin farkı ,H,C.=,F,A.\,G,B. esnek çoklu kümesidir ve H,e. = F,e.\G,e., ∀e∈E şeklinde tanımlanır. Burada ,C-H,e..(x) = max,,C-F,e..,x.-,C-G,e..,x.,0., ∀x∈,U-*. dır.
	Örnek 2.3.10 [14]    ,F,E. ve ,G,E. esnek çoklu kümelerini Örnek 2.3.7 de verildiği gibi göz önüne alalım. ,H,E.=,G,E.\,F,E. olsun. O halde ∀x∈,U-*. ve ∀e∈E için ,C-H,e..(x)=max,,C-F,e..,x.-,C-G,e..,x.,0. olmalıdır. Yani
	,H,E.={F,p.=,1/y.,  F,q.=,,1/z,4/w.. dır.
	Esnek çoklu kümeler için herkes tarafından kabul gören bir nokta tanımı yoktur. Birkaç farklı nokta tanımı yapılmaktadır. Bunlardan birini aşağıdaki gibi yeniden tanımlanabilir.
	Tanım 2.3.14 [21]  U çoklu küme evrenselinin boştan farklı bir alt kümesi V olsun.  Her e∈E için V,e.=V ise ,V,E. esnek çoklu kümesi ,V. şeklinde gösterilir. Açıkça ,U,E. esnek çoklu kümesi ,U. şeklinde gösterilir. ,U. esnek çoklu kümesi U üzerinde ta...
	Tanım 2.3.15 [21]  a∈,U-*. olsun. O zaman ,a,E. bir esnek çoklu kümedir. Burada her e∈E için a,e.=,a. dır.
	Örnek 2.3.16 [16]  U={4/x,3/y,2/z} ve E=,p,q,r,k. olsun.  ,x,E. esnek çoklu kümesi ,x,E.=,F,p.={1/x}, F,q.={1/x},F,r.={1/x},F,k.={1/x}.={,x.,,x.,,x.,{x}} şeklinde tanımlıdır. Aslında ,x,E. esnek çoklu kümesi bir esnek kümedir.
	Tanım 2.3.17 [21] ,F,E., U üzerinde bir esnek çoklu küme ve U çoklu küme evrenselinin boştan farklı bir alt kümesi V olsun. V üzerinde ,F,E. esnek çoklu kümesinin alt esnek çoklu kümesi ,,-V-F.,E. şeklinde gösterilir ve ∀e∈E için ,-V-F.,e.=V∩F(e) şekl...
	Başka bir ifadeyle ,,-V-F.,E.=,V.,∩.,F,E. dir.
	Tanım 2.3.18 [21] Bir ,F,A. esnek çoklu kümesinin tümleyeni ,,F,A.-c. şeklinde gösterilir ve ,,F,A.-c.=,,F-c.,A. şeklinde tanımlıdır. Buradaki ,F-c.:A→,P-*.(U) dönüşümü ∀e∈A, ,F-c.,e.=U\F(e) şeklinde tanımlıdır. Burada ,C-,F-c.,e..,x.=,C-U.,x.-,C-F,e....
	Örnek 2.3.19 [14]   U={4/x,4/y,3/z,3/w} ve E=,p,q. olsun. U üzerinde bir esnek çoklu küme ,F,E.={F,p.=,1/x,1/y.,  F,q.=,2/z.}  şeklinde tanımlı olsun. O halde ,,F,A.-c. esnek çoklu kümesi ,,F,A.-c.={F,p.=,3/x,3/y,3/z,3/w.,  F,q.=,4/x,4/y,1/z,3/w.} şek...
	Önerme 2.3.20 [16] 𝑈 üzerinde bir esnek çoklu küme ,F,A. olsun. O halde aşağıdaki ifadeler sağlanır.
	,1. (F, A),∪.(F,A)=(F, A),
	,2. (F, A),∩.(F, A) = (F, A),
	,3. ,F,A.,∪.Φ=,F,A.,
	,4. ,F,A.,∩.Φ=Φ,
	,5. ,F,A.,∪.,X.=,X.,
	,6. ,F,A.,∩.,X.=,F,A..
	Önerme 2.3.21 [16]   U üzerinde üç esnek çoklu küme ,F,A., ,G,B. ve ,H,C. olsun. O halde aşağıdaki ifadeler sağlanır.
	,1. ,F,A.,⊆.,G,B. ve ,G,B.,⊆.,H,C.⇒(F,A),⊆.,H,C.,
	,2. ,F,A.,∪.,,G,B.,∪.,H,C..=,,F,A.,∪.,G,B..,∪.,H,C.),
	,3. ,F,A.,∩.,,G,B.,∩.,H,C..=,,F,A.,∩.,G,B..,∩.,H,C.),
	,4. ,F,A.,∪.,,G,B.,∩.,H,C..=,,F,A.,∪.,G,B..,∩.(,F,A.,∪.,H,C.),
	,5. ,F,A.,∩.,,G,B.,∪.,H,C..=,,F,A.,∩.,G,B..,∪.(,F,A.,∩.,H,C.).
	Sonuç 2.3.22 [16]    U üzerinde bir esnek çoklu küme ,F,A. ve ,,,,F-i.,A..-i∈I. esnek çoklu küme ailesi olsun. O halde aşağıdakiler sağlanır.
	,1. ,F,A.,∪.,,,∩.-i∈I.,,F-i.,A..=,,∩.-i∈I.,,F,A.,∪.,,F-i.,A..,
	,2. ,F,A.,∩.,,,∪.-i∈I.,,F-i.,A..=,,∪.-i∈I.,,F,A.,∩.,,F-i.,A...
	Önerme 2.3.23 [16]   U üzerinde iki esnek çoklu küme ,F,A. ve ,G,B. olsun. O halde aşağıdakiler sağlanır.
	,1. ,F, A.,⊆.,G,B.⇔,F, A.,∪.,G,B.=(G,B),
	,2. ,F, A.,⊆.,G,B.⇔,F, A.,∩.,G,B.=(F,A),
	,3. ,F, A.,∩.,G,B.=Φ⇒,F, A.,⊆.,,G,B.-c.,
	,4. ,F, A.,⊆.,G,B.⇒,,G,B.-c.,⊆.,,F, A.-c..
	Önerme 2.3.24 [16] U üzerinde iki tam esnek çoklu küme ,F,A. ve ,G,B. olsun. O halde aşağıdakiler sağlanır.
	,1. ,(,F, A.,∪.,G,B.)-c.=,,F, A.-c.,∩.,,G,B.-c.,
	,2. ,(,F, A.,∩.,G,B.)-c.=,,F, A.-c.,∪.,,G,B.-c..
	Sonuç 2.3.25 [16] U üzerinde tam esnek çoklu küme ailesi ,,,,F-i.,A..-i∈I. olsun. O halde aşağıdakiler sağlanır.
	,1. ,,,,∪.-i∈I.,,F-i.,A..-c.=,,∩.-i∈I.,,,F-i.,A.-c.,
	,2. ,,,,∩.-i∈I.,,F-i.,A..-c.=,,∪.-i∈I.,,,F-i.,A.-c..
	2.4. Esnek Çoklu Fonksiyon
	Bu bölümde Osmanoğlu ve Tokat [15] tarafından tanımlanan esnek çoklu fonksiyon kavramı ve özellikleri verildi.
	Tanım 2.4.1 [15] X çoklu küme evrenseli ve E parametrelerin kümesi olsun. X üzerinde tanımlı bütün esnek çoklu kümelerin koleksiyonuna esnek çoklu sınıf denir ve ,X-E. ile gösterilir.
	Yani, X çoklu küme evrenselinden alınan çoklu kümeler ile E kümesinden alınan parametrelerin oluşturduğu bütün esnek çoklu kümeler ,X-E. sınıfının içerisindedir.
	Tanım 2.4.2 [15]  ,X-E. ve ,Y-K. iki esnek çoklu sınıf olsun. ,φ:X-*.→,Y-*. ve ψ:E→K iki fonksiyon olsun. O zaman f=,φ,ψ.:,X-E.→,Y-K. bir esnek çoklu fonksiyondur ve  aşağıdaki şekilde tanımlıdır:
	,X-E. de bir esnek çoklu küme (F,E) olsun. (F,E) esnek çoklu kümesinin f esnek çoklu fonksiyonu altındaki görüntüsü 𝑓(𝐹,𝐸), ,𝑌-𝐾. de bir esnek çoklu kümedir. Burada k∈ψ(E)⊆K ve y∈,Y-*. için
	,X-E. de bir esnek çoklu küme (F,E) olsun. (F,E) esnek çoklu kümesinin f esnek çoklu fonksiyonu altındaki görüntüsü 𝑓(𝐹,𝐸), ,𝑌-𝐾. de bir esnek çoklu kümedir. Burada k∈ψ(E)⊆K ve y∈,Y-*. için
	,C-f,F,E.,k..,y.=,,,,sup-e∈,ψ--1.,k.∩E, x∈,φ--1.,y..-,C-F,e..,x..,- ,φ--1.,y.≠∅,,ψ--1.,k.≠∅;-               0                           ,-diğer durumlarda..
	,Y-K. de bir esnek çoklu küme (G,K) olsun. (G,K) esnek çoklu kümesinin f  esnek çoklu fonksiyonu altındaki ters görüntüsü ,f--1.(G,K), ,𝑋-𝐸. de bir esnek çoklu kümedir. Burada e∈ ,ψ--1.(K) ⊆E ve x∈,X-*. için
	,C-,f--1.,G,K.,e..,x.=,C-G(ψ(e)).,φ(x)..
	Eğer ψ ve φ birebir iki fonksiyon ise f esnek çoklu birebir fonksiyondur. Eğer ψ ve φ örten iki fonksiyon ise f esnek çoklu örten fonksiyondur.
	Eğer f esnek çoklu sabit fonksiyon ise ψ ve φ  fonksiyonları sabittir.
	Örnek 2.4.3  X={2/a,3/b,4/c,5/d},   Y={5/x,4/y,3/z,2/w}, E={,e-1.,,e-2.,,e-3.,,e-4.}, K={,k-1.,,k-2.,,k-3.} ve ,X-E.,,Y-K  .iki esnek çoklu sınıf olsun. . ,φ:X-*.→,Y-*. ve ψ:E→K fonksiyonları aşağıdaki şekilde tanımlı olsun;
	,φ,a.=z,-φ,b.=y,-ψ,,e-1..=,k-1.,-ψ,,e-2..=,k-3,  .  .,φ,c.=y,-φ,d.=x,-ψ,,e-3..=,k-2.-ψ,,e-4..=,k-1...
	Sırasıyla ,X-E. ve ,Y-K  . de iki esnek çoklu kümeyi aşağıdaki gibi seçelim;
	,,F,A.-=,F,,e-1..,F,,e-2..,F,,e-3...,--={{1/a,2/b,1/d},{3/b,2/c,1/d},{2/a,5/d}},.
	,        ,G,B.-=,G,,k-1..,G,,k-2...,--={{4/x,2/w},{1/x,1/y,2/z,2/w}}..
	(F,A) esnek çoklu kümesinin f:,X-E.→,Y-K. esnek çoklu fonksiyonu altındaki görüntüsü aşağıda elde edilmiştir;
	(F,A) esnek çoklu kümesinin f:,X-E.→,Y-K. esnek çoklu fonksiyonu altındaki görüntüsü aşağıda elde edilmiştir;
	,C-f,F,A.,,k-1...,x.=,,,,sup-e∈,ψ--1.,,k-1..∩A,  a∈,φ--1.,x..-,C-F,e..,a..,-,φ--1.,x.≠∅,,ψ--1.,,k-1..≠∅;-               0,-diğer durumlarda..
	=,,sup-e∈,,e-1.,,e-4.., a∈{d}.-,C-F,e..,a..
	=,sup-{,C-F,,e-1...,d.,,C-F,,e-4...,d.}.⁡
	= 1,
	,C-f,F,A.,,k-1...,y.  = 2,
	,C-f,F,A.,,k-1...,z.  = 1,
	,C-f,F,A.,,k-1...,w.  =0 (,φ--1.,w.=∅ olduğundan),
	,C-f,F,A.,,k-2...,x.=,,,,sup-e∈,ψ--1.,,k-2..∩A,  a∈,φ--1.,x..-,C-F,e..,a..,-,φ--1.,x.≠∅,,ψ--1.,,k-2..≠∅;-               0,-diğer durumlarda..
	=,,sup-e∈,,e-3.., a∈{d}.-,C-F,e..,a..
	=,sup-{,C-F,,e-3...,d.}.
	= 5,
	,C-f,F,A.,,k-2...,y. = 0,
	,C-f,F,A.,,k-2...,z. = 2,
	,C-f,F,A.,,k-2...,w. = 0 (,φ--1.,w.=∅ olduğundan),
	,C-f,F,A.,,k-3...,x.=,,,,sup-e∈,ψ--1.,,k-3..∩A,  a∈,φ--1.,x..-,C-F,e..,a..,-,φ--1.,x.≠∅,,ψ--1.,,k-1..≠∅;-               0                             ,-diğer durumlarda..
	=,,sup-e∈,,e-2.., a∈{d}.-,C-F,e..,a..
	=,sup-{,C-F,,e-2...,d.}.⁡
	= 1,
	,C-f,F,A.,,k-3...,y.  = 3,
	,C-f,F,A.,,k-3...,z.  = 0,
	,C-f,F,A.,,k-3...,w. = 0 (,φ--1.,w.=∅ olduğundan),
	Sonuç olarak,
	,,f,F,A.,B.-=,f,F,A.(,k-1.),f,F,A.(,k-2.),f,F,A.(,k-3.).--={{1/x,2/y,1/z},{5/x,2/z},{1/x,3/y}}.
	elde edilir.
	(G,B) esnek çoklu kümesinin f esnek çoklu fonksiyonu altındaki ters görüntüsü aşağıda elde edilmiştir;
	,C-,f--1.,G,B.,,e-1...,a.=,C-G(ψ(,e-1.)).,φ(a).=,C-G(,k-1.).,z.=0,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-1...,b.=,C-G(ψ(,e-1.)).,φ(b).=,C-G(,k-1.).,y.=0,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-1...,c.=,C-G(ψ(,e-1.)).,φ(c).=,C-G(,k-1.).,y.=0,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-1...,d.=,C-G(ψ(,e-1.)).,φ(d).=,C-G(,k-1.).,x.=4,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-3...,a.=,C-G(ψ(,e-3.)).,φ(a).=,C-G(,k-2.).,z.=2,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-3...,b.=,C-G(ψ(,e-3.)).,φ(b).=,C-G(,k-2.).,y.=1,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-3...,c.=,C-G(ψ(,e-3.)).,φ(c).=,C-G(,k-2.).,y.=1,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-3...,d.=,C-G(ψ(,e-3.)).,φ(d).=,C-G(,k-2.).,x.=1,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-4...,a.=,C-G(ψ(,e-4.)).,φ(a).=,C-G(,k-1.).,z.=0,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-4...,b.=,C-G(ψ(,e-4.)).,φ(b).=,C-G(,k-1.).,y.=0,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-4...,c.=,C-G(ψ(,e-4.)).,φ(c).=,C-G(,k-1.).,y.=0,
	,C-,f--1.,G,B.,,e-4...,d.=,C-G(ψ(,e-4.)).,φ(d).=,C-G(,k-1.).,x.=4.
	Sonuç olarak,
	,,,f--1.,G,B.,A.-=,,f--1.,G,B.,,e-1..,,f--1.,G,B.,,e-3..,,f--1.,G,B.,,e-4...,--={{4/d},{2/a,1/b,1/c,1/d},{4/d}}..
	elde edilir.
	Teorem 2.4.4 [15]   f:,X-E.→,Y-K. esnek çoklu fonksiyon, ,X-E. de iki esnek çoklu küme (F,A) ve (,F-i.,,A-i.) ve ,Y-K. de iki esnek çoklu küme  (G,B) ve (,G-i.,,B-i.) esnek çoklu küme olsun.
	,1. f,Φ.=Φ, f,,X..,⊆.,Y.,
	,2. ,f--1.,Φ.=Φ, ,f--1.,,Y..=,X.,
	,3. f,,,F-1.,,A-1..,∪.,,F-2.,,A-2...=f(,F-1.,,A-1.),∪.f(,F-2.,,A-2.),
	Genel hali, f,,,∪.-i∈I.,,F-i.,,A-i...=,,∪.-i∈I.f,,F-i.,,A-i..,
	,4. ,f--1.,,,G-1.,,B-1..,∪.,,G-2.,,B-2...=,f--1.(,G-1.,,B-1.),∪.,f--1.(,G-2.,,B-2.),
	Genel hali, ,f--1.,,,∪.-i∈I.,,G-i.,,B-i...=,,∪.-i∈I.,f--1.(,G-i.,,B-i.),
	,5. f(,,F-1.,,A-1..,∩.(,F-2.,,A-2.)),⊆.f(,F-1.,,A-1.),∩.f(,F-2.,,A-2.),
	Genel hali, f(,,∩.-i∈I.(,F-i.,,A-i.)),⊆.,,∩.-i∈I.f(,F-i.,,A-i.),
	,6. ,f--1.,,,G-1.,,B-1..,∩.,,G-2.,,B-2...=,f--1.(,G-1.,,B-1.),∩.,f--1.(,G-2.,,B-2.),
	Genel hali, ,f--1.,,,∩.-i∈I.,,G-i.,,B-i...=,,∩.-i∈I.,f--1.(,G-i.,,B-i.),
	,7. Eğer ,,F-1.,,A-1..,⊆.,,F-2.,,A-2.. ise f,,F-1.,,A-1..,⊆.f,,F-2.,,A-2..,
	(8) Eğer ,,G-1.,,B-1..,⊆.,,G-2.,,B-2.. ise ,f--1.,,G-1.,,B-1..,⊆.,f--1.,,G-2.,,B-2..,
	,9. ,f--1.,((G,B)-c.)=,,(f--1.,G,B.)-c..

	6.bölüm3 düzeltilmiş
	ESNEK ÇOKLU TOPOLOJİK UZAYLAR
	Bu bölümde ilk olarak esnek çoklu kümeler üzerinde topoloji yapısı incelendi. Daha sonra esnek çoklu yarı açık küme ve esnek çoklu yarı kapalı küme kavramları tanımlandı. Bu tanımlar kullanılarak bir kümenin esnek çoklu yarı içi ve esnek çoklu yarı ka...
	3.1. Esnek Çoklu Topoloji
	Bu bölümde Tokat ve Osmanoğlu [15, 16, 21] tarafından tanımlanan esnek çoklu topoloji yapısı ve birçok temel kavram hatırlatıldı.
	Tanım 3.1.1 [21] τ⊆,X-E. ve A⊆E olsun. Aşağıdaki şartları sağlayan τ sınıfına X üzerinde bir esnek çoklu topoloji ve (,X-E.,τ) ikilisine de X üzerinde bir esnek çoklu topolojik uzay denir.
	i. Φ, ,X.,∈.τ.
	ii. τ sınıfındaki sonlu sayıda esnek çoklu kümenin kesişimi  τ sınıfına aittir.      Yani, ,,F-1.,A., ,,F-2.,A.,…, (,F-n.,A),∈.τ için ,,∩.-i=1-n.,,F-i.,A.,∈.τ dır.
	iii. τ sınıfındaki esnek çoklu kümelerin keyfi birleşimi τ sınıfına aittir.                Yani, her i∈I, (,F-i.,A),∈.τ için ,,∪.-i∈I.,,F-i.,A.,∈.τ  dır.
	iii. τ sınıfındaki esnek çoklu kümelerin keyfi birleşimi τ sınıfına aittir.                Yani, her i∈I, (,F-i.,A),∈.τ için ,,∪.-i∈I.,,F-i.,A.,∈.τ  dır.
	τ sınıfının her bir elemanına esnek çoklu açık küme, tümleyeni açık olan esnek çoklu kümeye ise esnek çoklu kapalı küme denir.
	Örnek 3.1.2 [21]  X={2/x,3/y,4/z,5/w}, E=,p,q. ve τ={Φ, ,X.,,,F-1.,E., ,,F-2.,E.,
	,,F-4.,E., ,,F-5.,E.}olsun. Buradaki ,,F-1.,E., ,,F-2.,E.,,,F-3.,E., ,,F-4.,E.,,,F-5.,E. esnek çoklu kümeleri aşağıdaki şekilde tanımlıdır.
	,,F-4.,E., ,,F-5.,E.}olsun. Buradaki ,,F-1.,E., ,,F-2.,E.,,,F-3.,E., ,,F-4.,E.,,,F-5.,E. esnek çoklu kümeleri aşağıdaki şekilde tanımlıdır.
	,,F-1.(p)={1/x,2/y,3/z},-,F-1.(q)={4/w}-,F-2.,p.=X,-,F-2.(q)={1/x,3/y,4/z,5/w}-,F-3.(p)={2/x,3/y,3/z,1/w},-,F-3.(q)={1/x,4/w}-,F-4.(p)={2/y},-,F-4.(q)={2/w}-,F-5.(p)={3/y,3/z,1/w},-,F-5.(q)={1/x,4/w}.
	O halde τ sınıfı X üzerinde bir esnek çoklu topoloji tanımlar ve (,X-E. ,τ) bir esnek çoklu topolojik uzaydır.
	Örnek 3.1.3 [21]  ,τ-1.={Φ, ,X.} ve ,τ-2.=,X-E. olsun. ,τ-1. ve ,τ-2. sınıfları X üzerinde esnek çoklu topoloji tanımlar. ,τ-1. sınıfına esnek çoklu ayrık olmayan topoloji, ,τ-2. sınıfına esnek çoklu ayrık topoloji denir.
	Tanım 3.1.4 [21] (,X-E. ,τ) ve (,X-E. ,σ) iki esnek çoklu topolojik uzay olsun. Eğer τ⊆σ ise τ  esnek çoklu topolojisi σ esnek çoklu topolojisinden daha kaba veya σ esnek çoklu topolojisi τ esnek çoklu topolojisinden daha ince denir.
	Tanım 3.1.5 [21] (,X-E. ,τ) bir esnek çoklu topolojik uzay ve X çoklu küme evrenselinin boştan farklı bir alt kümesi Y olsun. O zaman
	,τ-Y.=,,,-Y-F.,E. :(F,E),∈.τ.
	sınıfına Y üzerinde bir esnek çoklu topoloji ve (,X-E. ,,τ-Y.) esnek çoklu topolojik uzayına (,X-E. ,τ) esnek çoklu topolojik uzayının esnek çoklu alt uzayı denir.
	Örnek 3.1.6 [16] (,X-E. ,τ)  esnek çoklu topolojisini Örnek 3.1.2 de verildiği şekilde göz önüne alalım. Ayrıca Y=,1/x, 2/y,3/z. olsun. O halde ,τ-Y.={Φ, ,Y.,,,,-Y-F.-1.,E.,      ,,,-Y-F.-2.,E.,  ,,,-Y-F.-3.,E.,  ,,,-Y-F.-4.,E.,,,,-Y-F.-5.,E.} esnek ç...
	,,,-Y-F.-1.(p)={1/x,2/y,3/z},-,,-Y-F.-1.(q)=∅-,,-Y-F.-2.,p.={1/x,2/y,3/z},-,,-Y-F.-2.(q)={1/x,2/y,3/z}-,,-Y-F.-3.(p)={1/x,2/y,3/z},-,,-Y-F.-3.(q)={1/x}-,,-Y-F.-4.(p)={2/y},-,,-Y-F.-4.(q)=∅-,,-Y-F.-5.(p)={2/y,3/z},-,,-Y-F.-5.(q)={1/x}.
	Burada ,,,-Y-F.-2.,E.=,Y. olduğundan ,τ-Y.={Φ, ,Y.,,,,-Y-F.-1.,E., ,,,-Y-F.-3.,E., ,,,-Y-F.-4.,E.,,,,-Y-F.-5.,E.} şeklinde yazılır ve görüldüğü üzere (,X-E. ,,τ-Y.) esnek çoklu topolojik uzayı (,X-E. ,τ) esnek çoklu topolojik uzayının esnek çoklu alt ...
	Örnek 3.1.7 [16] Herhangi esnek çoklu ayrık topolojik uzayın alt uzayı da esnek çoklu ayrık topolojik uzaydır. Ayrıca herhangi esnek çoklu ayrık olmayan topolojik uzayın alt uzayı da esnek çoklu ayrık olmayan topolojik uzaydır.
	Tanım 3.1.8 [16] (,X-E. ,τ) bir esnek çoklu topolojik uzay ve ,X-E. de (F,A) bir esnek çoklu küme olsun. (F,A) esnek çoklu kümesini kapsayan bütün esnek çoklu kapalı kümelerin kesişimine (F,A) esnek çoklu kümesinin kapanışı denir ve ,(F,A). şeklinde g...
	Açıkça ,(F,A).,  (F,A) esnek çoklu kümesini kapsayan en küçük esnek çoklu kapalı kümedir.
	Önerme 3.1.9 [16] (,X-E. ,τ) bir esnek çoklu topolojik uzay ve ,X-E. de iki esnek çoklu küme  (F,A) ve (G,B) olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur.
	i. ,Φ .= Φ ve ,,X ..=, X.,
	ii. (F,A) ,⊆., (F,A).,
	iii. ,(F,A). kapalıdır,
	iv. (F,A) esnek çoklu kapalı kümedir ⇔,F,A. = ,(F,A). ,
	v. , ,(F,A).. =, (F,A).,
	vi. (F,A) ,⊆ .(G,B) ⇒, (F,A)., ⊆ .,(G,B).,
	vii. ,(F,A), ∪. (G,B). =, (F,A)., ∪., (G,B).,
	viii. ,(F,A), ∩. (G,B)., ⊆., (F,A) .,∩., (G,B).,
	Tanım 3.1.10 ,,X-E.,τ. bir esnek çoklu topolojik uzay, ,F,A., X de bir esnek çoklu küme ve ,x-e.,∈.,F,A. olsun. Eğer ,x-e.,∈.(G,B),⊆.,F,A. olacak şekilde (G,B) esnek çoklu açık kümesi varsa ,x-e. esnek çoklu noktasına (F,A) esnek çoklu kümesinin esnek...
	Önerme 3.1.11 (,X-E.,τ) bir esnek çoklu topolojik uzay ve ,X-E. de bir esnek çoklu küme (F,A) olsun. O halde
	,(F,A)- .=,∪.,,G,B.,⊆.,F,A. :(G,B),∈.τ.
	dır.
	İspat: Eğer ,x-e.,∈.,(F,A)- . ise Tanım 3.1.10 den ,x-e.,∈.(G,B),⊆.(F,A) olacak şekilde (G,B),∈.τ vardır. O halde ,x-e.,∈. ,∪.,,G,B.,⊆.,F,A. :(G,B),∈.τ..
	Tersine eğer ,x-e.,∈.,∪.,,G,B.,⊆.,F,A. :(G,B),∈.τ. ise ,x-e.,∈.(G,B),⊆.(F,A) olacak şekilde bir (G,B),∈.τ bulunduğundan ,x-e.,∈.,(F,A)- . dır.
	Önerme 3.1.12 (,X-E.,τ) bir esnek çoklu topolojik uzay ve ,X-E. de iki esnek çoklu küme  (F,A) ve (G,B) olsun. Aşağıdaki ifadeler doğrudur.
	i. ,(F,A)- .,⊆.,F,A.,
	ii. ,(F,A)- . açıktır,
	iii. ,F,A. açıktır ancak ve ancak ,(F,A)- .=,F,A.,
	iv. ,(F,A)- ., ,F,A. esnek çoklu kümesinin kapsadığı en geniş esnek çoklu açık kümedir,
	v. ,(,(F,A)- .)- .=,(F,A)- .,
	vi. (F,A),⊆.(H,C)⇒,(F,A)- .,⊆.,(H,C)- .,
	vii. ,(F,A)- .,∪.,(H,C)- .,⊆. ,(,F,A.,∪.,H,C.)- .,
	viii. ,(F,A)- .,∩.,(H,C)- .= ,(,F,A.,∩.,H,C.)- .,
	İspat: i. Tanım 3.1.10 den açıktır.
	ii. Önerme 3.1.11 den ,(F,A)- ., ,F,A. esnek çoklu kümesini içerdiği açıkların birleşimi olduğundan açıktır.
	iii. ,(F,A)- .=,∪.,,G,B.,⊆.,F,A.:(G,B)∈τ. olduğundan ,F,A. esnek çoklu kümesi açık ise ,(F,A)- .=,F,A. dır.
	Tersine ,(F,A)- .=,F,A. ise ,F,A. esnek çoklu kümesi açıktır. Çünkü ,(F,A)- . esnek çoklu kümesi açıktır. ,(F,A)- . esnek çoklu kümesi ,F,A. esnek çoklu kümesinin kapsadığı en geniş esnek çoklu açık kümedir.
	iv. ,(F,A)- .=,∪.,,G,B.,⊆.,F,A.:(G,B),∈.τ. olduğundan ,G,B.,⊆.,F,A. olacak şekildeki her ,G,B. esnek çoklu açık kümesi için ,G,B.,⊆.,(F,A)- . dır.
	v. ,(F,A)- . açık ve ,F,A. açık ise ,(F,A)- .=,F,A. olduğundan ,(,(F,A)- .)- .=,(F,A)- . dır.
	vi. (F,A),⊆.(H,C) olsun. Eğer ,x-e.,∈.,(F,A)- . ise ,x-e.,∈.(G,B),⊆.(F,A) olacak şekilde (G,B),∈.τ vardır. Buradan ,x-e.,∈.,G,B.,⊆.,F,A.,⊆.(H,C) ve de ,x-e.,∈.,(H,C)- . olup  ,(F,A)- .,⊆.,(H,C)- . dır.
	vii. ,F,A.,⊆.,F,A.,∪.,H,C. den ,(F,A)- .,⊆.,(F,A)- .,∪.,(H,C)- . ve ,H,C.,⊆.,F,A.,∪. ,H,C. den ,(H,C)- .,⊆.,(F,A)- .,∪.,(H,C)- . dır. Buradan,(F,A)- .,∪.,(H,C)- .,⊆.  ,(,F,A.,∪.,H,C.)- .elde edilir.
	viii. ,F,A.,∩.,H,C.,⊆.,F,A. den ,(,F,A.,∩.,H,C.)- .,⊆.,(F,A)- . ve ,F,A.,∩.  ,H,C.,⊆.,H,C. den ,(,F,A.,∩.,H,C.)- .,,⊆.(H,C)- . dır. Buradan   ,(,F,A.,∩.,H,C.)- .,,⊆.(F,A)- .,∩.,(H,C)- . elde edilir.
	Tersine ,(F,A)- .,⊆.,F,A. ve ,(H,C)- .,⊆.,H,C. olduğundan ,(F,A)- .,∩.,(H,C)- .,⊆.,F,A.,∩.,H,C. ve buradan da ,(F,A)- .,∩.,(H,C)- .,⊆.,(,F,A.,∩.,H,C.)- . elde edilir.
	Teorem 3.1.13 (,X-E.,τ) bir  esnek çoklu topolojik uzay ve ,X-E. de iki tam esnek çoklu küme  (F,A) ve (G,A) olsun. O zaman,
	i. ,(,(F,A).)-c.= ,,((F,A)-c.)- .
	ii. ,,((F,A)- .)-c.= ,,((F,A)-c.).
	İspat: i. ,,,,F,A...-c.= ,(,,∩.,G,A. : ,G,A. esnek çoklu kapalı küme ve (F,A),⊆.(G,A).)-c.
	=, ∪.,,,G,A.-c. :,,G,A.-c. esnek çoklu açık küme ve ,(G,A)-c.,⊆.,(F,A)-c..
	= ,,((F,A)-c.)- .
	ii. ,,((F,A)- .)-c.= ,(, ∪.,,G,A.: ,G,A. esnek çoklu açık küme ve ,G,A.,⊆.,F,A..)-c.
	= ,∩.,,,G,A.-c.: ,,G,A.-c. esnek çoklu kapalı küme ve ,(F,A)-c.,⊆.,(G,A)-c..
	= ,,((F,A)-c.).
	3.2 Esnek Çoklu Yarı Açık ve Esnek Çoklu Yarı Kapalı Kümeler
	Bu bölümde esnek çoklu yarı açık küme, esnek çoklu yarı kapalı küme, esnek çoklu yarı iç ve esnek çoklu yarı kapanış kavramları incelendi.
	,,F-1.(p)={1/x,3/y},-,F-1.(q)={1/x,3/y}-,F-2.,p.={3/y},-,F-2.(q)={1/x,2/z}-,F-3.(p)={3/y,2/z},-,F-3.(q)={1/x}-,F-4.(p)={3/y},-,F-4.(q)={1/x}-,F-5.(p)={1/x,3/y},-,F-5.,q.=X-,F-6.(p)=X,-,F-6.(q)={1/x,3/y}-,F-7.(p)={3/y,2/z},-,F-7.(q)={1/x,2/z}.
	,,H-1.(p)={2/z},-,H-1.(q)={2/z}-,H-2.,p.={1/x,2/z},-,H-2.(q)={3/y}-,H-3.(p)={1/x},-,H-3.(q)={3/y,2/z}-,H-4.(p)={1/x,2/z},-,H-4.(q)={3/y,2/z}-,H-5.(p)={2/z},-,H-5.,q.=Φ-,H-6.(p)=Φ,-,H-6.(q)={2/z}-,H-7.(p)={1/x},-,H-7.(q)={3/y}.
	Sonuç olarak ,,,,A,E...--.=,,,,A,E.--...=,,A,E.. elde edilir.

	7.bölüm4 düzeltilmiş
	ESNEK ÇOKLU TOPOLOJİK UZAYLARDA SÜREKLİ VE YARI SÜREKLİ FONKSİYONLAR
	Bu bölümde ilk olarak esnek çoklu fonksiyon kullanılarak esnek çoklu sürekli fonksiyon ve esnek çoklu açık fonksiyon yapıları elde edilerek bazı teoremleri incelendi. Daha sonra benzer şekilde esnek çoklu yarı açık kümeler kullanılarak esnek çoklu yar...
	4.1. Esnek Çoklu Sürekli Fonksiyonlar
	Bu bölümde esnek çoklu sürekli fonksiyon ve bazı temel özellikleri incelendi.
	Tanım 4.1.1 ,,X-E.,τ. bir esnek çoklu topolojik uzay, ,F,A., X de bir esnek çoklu küme ve ,x-e.,∈. ,F,A. olsun. Eğer ,x-e.,∈. (G,B),⊆.,F,A. olacak şekilde (G,B) esnek çoklu açık kümesi varsa (F,A) kümesine ,x-e. esnek çoklu noktasının bir komşuluğu de...
	Örnek 4.1.4  X={6/a,7/b,8/c},   Y={8/x,9/y,10/z}, E={,e-1.,,e-2.,,e-3.}, K={,k-1.,,k-2.,,k-3.} olsun. ,φ:X-*.→,Y-*. ve ψ:E→K fonksiyonları aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	,φ,a.=z,-φ,b.=y,-ψ,,e-1..=,k-1.,-ψ,,e-2..=,k-1,  .  .,φ,c.=y,-ψ,,e-3..=,k-3...
	(,X-E. ,τ) esnek çoklu topolojik uzayındaki esnek çoklu kümeler aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	(,X-E. ,τ) esnek çoklu topolojik uzayındaki esnek çoklu kümeler aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	,,F-1.,,A-1..=,,F-1.,,e-1..,,F-1.,,e-2...={{1/a,2/b,2/c},{1/a,2/b,2/c}},
	,,F-2.,,A-2..=,,F-1.,,e-1..,,F-1.,,e-2.., ,F-1.,,e-3...={{6/a,7/b,7/c},{6/a,7/b,7/c}, {6/a,4/b,4/c}}.
	(,Y-K. ,σ) esnek çoklu topolojik uzayındaki esnek çoklu kümeler aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	(,Y-K. ,σ) esnek çoklu topolojik uzayındaki esnek çoklu kümeler aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	,,G-1.,,B-1..=,,G-1.,,k-1..,,G-1.,,k-2...={{3/x,2/y,1/z},{5/x,9/y,6/z}},
	,,G-2.,,B-2..=,,G-2.,,k-1..,,G-2.,,k-2.., ,G-2.,,k-3...={{3/x,7/y,6/z},{8/x,9/y,7/z},{2/x,4/y,6/z}}.
	,f--1.,,Φ-Y..=,Φ-X., ,f--1.,,Y..=,X.  olduğunu biliyoruz.
	,,G-1.,,B-1.. ve ,,G-2.,,B-2..esnek çoklu kümelerinin f esnek çoklu fonksiyonu altındaki ters görüntüsü aşağıda elde edilmiştir;
	,,G-1.,,B-1.. ve ,,G-2.,,B-2..esnek çoklu kümelerinin f esnek çoklu fonksiyonu altındaki ters görüntüsü aşağıda elde edilmiştir;
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-1...,a.=,C-,G-1.(ψ(,e-1.)).,φ(a).=,C-,G-1.(,k-1.).,z.=1,
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-1...,b.=,C-,G-1.(ψ(,e-1.)).,φ(b).=,C-,G-1.(,k-1.).,y.=2,
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-1...,c.=,C-,G-1.(ψ(,e-1.)).,φ(c).=,C-,G-1.(,k-1.).,y.=2,
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-2...,a.=,C-,G-1.(ψ(,e-2.)).,φ(a).=,C-,G-1.(,k-1.).,z.=1,
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-2...,b.=,C-,G-1.(ψ(,e-2.)).,φ(b).=,C-,G-1.(,k-1.).,y.=2,
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-2...,c.=,C-,G-1.(ψ(,e-2.)).,φ(c).=,C-,G-1.(,k-1.).,y.=2,
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-3...,a.=,C-,G-1.(ψ(,e-3.)).,φ(a).=,C-,G-1.(,k-3.).,z.=0,
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-3...,b.=,C-,G-1.(ψ(,e-3.)).,φ(b).=,C-,G-1.(,k-3.).,y.=0,
	,C-,f--1.,,G-1.,,B-1..,,e-3...,c.=,C-,G-1.(ψ(,e-3.)).,φ(c).=,C-,G-1.(,k-3.).,y.=0,
	dır. O halde
	,,f--1.,,G-1.,,B-1..,,A-1..={{1/a,2/b,2/c},{1/a,2/b,2/c}}=,,F-1.,,A-1..
	elde edilir. Benzer şekilde
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-1...,a.=,C-,G-2.(ψ(,e-1.)).,φ(a).=,C-,G-2.(,k-1.).,z.=6,
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-1...,b.=,C-,G-2.(ψ(,e-1.)).,φ(b).=,C-,G-2.(,k-1.).,y.=7,
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-1...,c.=,C-,G-2.(ψ(,e-1.)).,φ(c).=,C-,G-2.(,k-1.).,y.=7,
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-2...,a.=,C-,G-2.(ψ(,e-2.)).,φ(a).=,C-,G-2.(,k-1.).,z.=6,
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-2...,b.=,C-,G-2.(ψ(,e-2.)).,φ(b).=,C-,G-2.(,k-1.).,y.=7,
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-2...,c.=,C-,G-2.(ψ(,e-2.)).,φ(c).=,C-,G-2.(,k-1.).,y.=7,
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-3...,a.=,C-,G-2.(ψ(,e-3.)).,φ(a).=,C-,G-2.(,k-3.).,z.=6,
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-3...,b.=,C-,G-2.(ψ(,e-3.)).,φ(b).=,C-,G-2.(,k-3.).,y.=4,
	,C-,f--1.,,G-2.,,B-2..,,e-3...,c.=,C-,G-2.(ψ(,e-3.)).,φ(c).=,C-,G-2.(,k-3.).,y.=4,
	dır. O halde
	,,f--1.,,G-2.,,B-2..,,A-2..={{6/a,7/b,7/c},{6/a,7/b,7/c}, {6/a,4/b,4/c}}=,,F-2.,,A-2..
	elde edilir. Sonuç olarak f: ,,X-E.,τ.→,,Y-K.,σ. esnek çoklu sürekli fonksiyondur.
	4.2. Esnek Çoklu Yarı Sürekli Fonksiyonlar
	Örnek 4.2.3  X={9/a,10/b,11/c} ve E={,e-1.,,e-2.,,e-3.,,e-4.} olsun.  ,φ:X-*.→,X-*. ve  ψ:E→E fonksiyonları aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	,φ,a.=a,-φ,b.=b,-ψ,,e-1..=,e-1.,-ψ,,e-2..=,e-2,  .  .,φ,c.=c,--ψ,,e-3..=,e-3.-ψ,,e-4..=,e-4...
	(,X-E. ,τ) esnek çoklu topolojik uzayındaki esnek çoklu kümeler aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	(,X-E. ,τ) esnek çoklu topolojik uzayındaki esnek çoklu kümeler aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	,,F-1.,,A-1..=,,F-1.,,e-1..,,F-1.,,e-2..,,F-1.,,e-4...={{6/a,1/b},{7/a,9/b,5/c},{5/a,3/b,9/c}},
	,,F-2.,,A-2..=,,F-1.,,e-1..,,F-1.,,e-2...={{4/a,1/b},{6/a,5/b,2/c}}.
	(,X-E. ,σ) esnek çoklu topolojik uzayındaki esnek çoklu kümeler aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	(,X-E. ,σ) esnek çoklu topolojik uzayındaki esnek çoklu kümeler aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	,,G-1.,,B-1..=,,G-1.,,e-1..,,G-1.,,e-2...={{7/a,3/b,2/c},{8/a,9/b,6/c}}.
	,f--1.,Φ.=Φ, ,f--1.,,X..=,X. olduğunu biliyoruz. Ayrıca ,,f--1.,,G-1.,,B-1..,,A-1..=,,G-1.,,B-1.. olduğu kolayca gösterilebilir. ,,G-1.,,B-1.. esnek çoklu açık kümesi (,X-E. ,τ) esnek çoklu topolojik uzayında esnek çoklu açık küme değildir. Bu yüzden ...
	,f--1.,Φ.=Φ, ,f--1.,,X..=,X. olduğunu biliyoruz. Ayrıca ,,f--1.,,G-1.,,B-1..,,A-1..=,,G-1.,,B-1.. olduğu kolayca gösterilebilir. ,,G-1.,,B-1.. esnek çoklu açık kümesi (,X-E. ,τ) esnek çoklu topolojik uzayında esnek çoklu açık küme değildir. Bu yüzden ...
	Örnek 4.2.10  X={7/a,8/b} ve E={,e-1.,,e-2.} olsun. ,φ:X-*.→,X-*. ve  ψ:E→E fonksiyonları birim olsun. O halde f de birim fonksiyon olacaktır. ,X-E. sınıfında iki esnek çoklu küme aşağıdaki gibi tanımlansın;
	,F,E.=,F,,e-1..,F,,e-2...={{5/a,3/b},{4/a,7/b}},
	,G,E.=,G,,e-1..,G,,e-2...={{5/a,6/b},{6/a,8/b}}.
	,τ-1.={Φ, ,X.,,F,E.} ve ,τ-2.={Φ, ,X.,,G,E.} olacak biçimde (,X-E. ,,τ-1.) ve (,X-E. ,,τ-2.) esnek çoklu topolojik uzaylarını tanımlayalım.
	,τ-1.={Φ, ,X.,,F,E.} ve ,τ-2.={Φ, ,X.,,G,E.} olacak biçimde (,X-E. ,,τ-1.) ve (,X-E. ,,τ-2.) esnek çoklu topolojik uzaylarını tanımlayalım.
	Şimdi f: (,X-E. ,,τ-1.)→(,X-E. ,,τ-2.) esnek çoklu fonksiyonunun kararsız fakat sürekli olmadığını gösterelim.
	(,X-E. ,,τ-2.) uzayında herhangi bir esnek çoklu yarı açık küme ,A,E. olsun. O halde ,G,E.,⊆.,A,E.,⊆.,,G,E.. olacaktır. Çünkü (,X-E. ,,τ-2.) uzayında (G,E) den başka esnek çoklu açık küme yoktur. (A,E) esnek çoklu yarı açık kümesinin f altındaki ters ...
	(,X-E. ,,τ-2.) uzayında herhangi bir esnek çoklu yarı açık küme ,A,E. olsun. O halde ,G,E.,⊆.,A,E.,⊆.,,G,E.. olacaktır. Çünkü (,X-E. ,,τ-2.) uzayında (G,E) den başka esnek çoklu açık küme yoktur. (A,E) esnek çoklu yarı açık kümesinin f altındaki ters ...
	Örnek 4.2.11  X={6/a,6/b} ve E={,e-1.,,e-2.} olsun. ,φ:X-*.→,X-*.  ve  ψ:E→E fonksiyonları aşağıdaki şekilde tanımlansın;
	,φ,a.=a,-φ,b.=b,-ψ,,e-1..=,e-2.,-ψ,,e-2..=,e-2...
	,𝑋-𝐸. sınıfında iki esnek çoklu küme aşağıdaki gibi tanımlansın;
	,F,E.=,F,,e-1..,F,,e-2...={{4/a,3/b},{4/a,3/b}},
	,G,E.=,G,,e-1..,G,,e-2...={{5/a,6/b},{4/a,3/b}}.
	,τ-1.={Φ, ,X.,,F,E.} ve ,τ-2.={Φ, ,X.,,G,E.} olacak biçimde (,X-E. ,,τ-1.) ve (,X-E. ,,τ-2.) esnek çoklu topolojik uzaylarını tanımlayalım.
	,τ-1.={Φ, ,X.,,F,E.} ve ,τ-2.={Φ, ,X.,,G,E.} olacak biçimde (,X-E. ,,τ-1.) ve (,X-E. ,,τ-2.) esnek çoklu topolojik uzaylarını tanımlayalım.
	Şimdi f: (,X-E. ,,τ-1.)→(,X-E. ,,τ-2.) esnek çoklu fonksiyonunun sürekli fakat kararsız olmadığını gösterelim.

	8.bölüm5 düzeltilmiş
	TARTIŞMA–SONUÇ VE ÖNERİLER
	Esnek çoklu küme teorisi Tokat ve Osmanoğlu [21] tarafından tanımlanmıştır. Esnek çoklu kümeler üzerinde topoloji yapısı ve birçok özelliği yine bu yazarlar [14, 15, 16, 21] tarafından incelenmiştir. Ayrıca [15] makalesinde esnek çoklu fonksiyon kavra...
	Bu çalışmada açık kümelerin zayıf bir hali olan yarı açık küme ile esnek çoklu açık küme kullanılarak esnek çoklu yarı açık küme kavramı tanımlandı. Daha sonra esnek çoklu yarı iç ve esnek çoklu yarı kapanış yapıları bu kümeler kullanılarak verildi.
	Osmanoğlu ve Tokat [15] tarafından verilen esnek çoklu fonksiyonun sürekliliği ve bu sürekliliğin birçok özelliği incelendi. Sonrasında bu sürekliliğin zayıf bir hali olan esnek çoklu yarı sürekli fonksiyon esnek çoklu yarı açık kümeler kullanılarak t...
	Esnek çoklu küme teorisi, matematiğin  birçok alanında uygulamaya açıktır. Uygulamalarla bu teori daha da gelişebilir ve güncel problemler için çözüm önerileri sunulabilir. Özellikle bilgisayar programları kullanılarak, bilgi depolama, bilgi analizi, ...
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