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BOLUM 1
GIRIS

Muhendislik, sglik bilimleri, ekonomi, cevresel problemlerin @anda ceitli
belirsizlikler mevcuttur. Esnek kiime teorisi, belirsizlik iceproblemleri modellemek
icin bir matematiksel arag olarak Molodtsov tarafindan 1999 yilinda ortagta atil

Molodtsov [18] ilk calsmasinda esnek kiimeler teorisini bir fonksiyonun puartzgazla
oyun teorisi, Riemann integrali, Perron integrali ve 0&l¢l teagibi bircok alana
basariyla uygulamgtir. Bu teori kullanilarak karar verme problemleri, bilgi sistexinl
cebirsel yapilar, matematiksel analiz gibi belirsizlikigeren bircok alanda da faydali
calismalar yapilmgtir [19]. Ayrica, yazar 2004 yilinda “Esnek Kiime Teorisi” isitmki
kitap yayimladi [20].

Molodtsov’'un calgmalarindan sonra esnek kiimeler teorisingedialanlara ve gercek
hayatta kaglastigimiz problemlere uygulamalari olgtur. Shabir ve Naz [31] esnek
kimelerin topolojik yapilarini ve bu uzaylardaki ayirma aksiyomlayatstilar. Esnek
kimeler Uzerindeki topolojik yapilarin sureklilik, taban ve kompaktlik gémeil

kavramlari Aygunglu ve Aygun [3] tarafindan incelenstir.

Chen ve ark. [7,8] ile Kong ve ark. [16] esnek kiimelerde paranmelirg&mesi lizerine
calismalar yapti. Xiao ve ark. [33] ile Pei ve Miao [30] esnek tablifdi sistemleri
Uzerine cabimiglardir. Mushrif ve ark. [27], esnek kiime temelli siniflandirmalaritiee
bir calsma yaptl. Zou ve Xiao [36] eksik bilgi altinda esnek kiimelerin aealizi
yaklasimini ortaya koydu. Bu yakjanlar esnek kimelerde eksik verilerin mevcut

durumlarini yansitmak igin tercih edilebilir.

Molodtsov ve ark. [19] tarafindan, esnek kime teorisi Uzerine dayalaratiz
gelistirerek, esnek sayi, esnek tirev, esnek integral gibi kavranriaiife edildi. Bu
analiz, Konkov ve ark. [17] tarafindan optimizasyon teorisi ile ilgitoblemlere
uygulandi.Su anda, esnek kiime teorisi ve onun uygulamalari Gizerine yapilgnajah

hizla gelsmektedir.

Esnek kimelerin cebirsel 6zellikleri bazi yazarlar tarafingigiimaktadir. Maji ve

ark. [22-23], bulanik esnek kiimeleri tanimladi. Daha sonra pek cgkmagc bulanik
1



esnek kumeler Uzerine cgahalar yapti. Aktga ve Ca&man [1] gruplarin yeni bir

tanimini vererek, bazi temel 6zelliklerini elde etti.

Cartan 1937 yilinda dizilerin yakinsgkini sayilabilirlikten yararlanmadan incelemek
icin stizge¢ kavramini tanimladi [9]. Sluzgeg, yakinsak uzaylamnaia énemli bir
kavramdir. Kabaca, bir stizgec¢sban farkli kiimelerin bgian farkl bir sinifi olup
tersten icerme ve sonlu #sm altinda kapalidir. Cartan’in stizge¢ kavramini
tanimlamasindan on yil soni@hoquet [10] yakinsak uzaylar teorisini getmek icin
bu kavrami kullandi. Topolojik uzaylardan farkl olarak yakinsak uzaytakdoitezyen
kapali kategori olgturur. Ayrica topolojik uzaylar kategorisi yakinsak uzaylar

kategorisinin bir dolgun alt kategorisidir.

Sahin ve Kiguk esnek stizge¢ ve esnek ideal kavramlarini tanimlasrek topolojik

uzaylarda esnek stizgeclerin yakinsamasini incgliefd2].

Bu calsmada esnek kumeler (zerinde slbagig, topolojik, pretopolojik,
pseudotopolojik, ayrik ve ayrik olmayan yakinsaklik yapilarini inegi@&gz. Ayrica

bunlar arasindaki gkileri de ele alacgaz.

Bu tez be bolimden olgmaktadir. Birinci boélimde esnek kime ve slzgec
kavramlarinin gefim siireci hakkinda kisa bilgiler verilgtir. ikinci bolumde esnek
kumeler ile ilgili temel kavramlar ve teoremler ele aligtmn. Uciincii bolimde esnek
suzgecler ile ilgili daha 6nce yapilgrgalsmalardan bahsedilgtir. Dordinci bélimde
esnek yakinsaklk vyapilari tanimlagmibunlarla ilgili 6zellikler incelenmi ve
aralarindaki ilgkiler ele alinmgtir. Son bélimde ise yapilar gaha ile ilgili sonuglar ve

Oneriler sunulmgtur.



BOLUM 2
TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde esnek kimeler ve esnek topoloji ile ilgili temel tansmkavramlar
verilecektir. Bunlar verilirken temel olarak Molodtsov [18],8G®n ve ark.[11], Maji

ve ark.[21] in calmalari gbz dntnde bulundurulacaktir.
2.1 Esnek Kiime

Esnek kiime kavramik evrensel kiimesinin alt kiimeler ailesinin parametrize egdilmi
bir ailesidir. Bir esnek kiimede sirali ikililer, esnek kiimeglemani veya Uyesi olarak
isimlendirilir. Biz bu esnek kimelerky, Fg , ...,G,, ... seklinde buydk harfler ile

gosterecgiz.

Bir nesneler kiimesi lizerinde esnek kiime tanimlamak igin, nesnelekida&ze eden
Ozellikleri ifade etmek zorundayiz. Bu 0Ozellikleri ifade etmigkn kullanacgmiz

parametrelerin kiimesine parametre kimesi denir. Birincidoile parametre, ikinci
bilesende 6zellii saglayan nesnelerin kimesi olacgdékilde yazilan sirah ikililerle bir
esnek kiime yazabiliriz. Ber bir deysle bir esnek kiime bgekilde iyi tanimli sirali

ikililerin bir koleksiyonudur.

Tanim 2.1.1[18] X ve E bostan farkh iki kiime olmak Uzerd; bitin parametrelerin
kimesi,AcE ve P(X), X in kuvvet kimesi olsunX evrensel kiimesi lzerinde L}

esnek kiimesiF, : E —» P(X) bir fonksiyon olupe ¢ A iseF,(e) = @ olmak lizere
Fy ={(e,Fs(e)):e € E,Fy(e) € P(X)}

seklinde siral ikililer kiimesi olarak tanimlaniX. Gzerindeki tim esnek kimelerinin

sinifiS(X, E) ile gosterilir.

Tanim 2.1.2[21] Eger bir esnek kiimede here A icin F,(x) = @ oluyorsa bu esnek

kiime, bg esnek kiime olarak adlandirilir v ile gosterilir.

F,(x) = ® olmasinin anlamX de ki elemanlarin hicbirinie € E parametresi ile
iliskili olmadigidir. Bu ylzden bu tir parametrelerin géz 6nine alinmasi anlamsiz

oldugu icin, bu ttr elemanlar bir esnek kiimede gosterilmeyecektir.
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Tanim 2.1.3[21] Eger bir esnek kiimede here A icin F,(x) = X oluyorsa bu esnek
kiime, A -evrensel esnek kiime olarak adlandirilir ¥g ile gosterilir. EEer A =E igin
bu sart s&lanirsa, bu esnek kiimeye, evrensel esnek kiime denitzvidee gosterilir.
F,(e) =X olmasinin anlami,X ' in butin elemanlariniae E parametresi ile ilgili

oldugudur.

Ornek 2.1.4 X ={x;,%5,%3,%4,%s} evrensel kime, E = {e;,e,,e5,e,} ise

parametrelerin kiimesi olsungét;

A= {ez, es, 64} ve FA(ez) = {xz,x4}, FA(e3) = ¢, FA(e4) =X ISG (6] haldeFA esnek

kimesi
Fy = {(ey, {x5,x,}), (e4,X)} seklinde yazilir.

B ={e,,e3} ve Fgz(e) =0, Fgz(e;) =@ ise o haldeFz esnek kiimesi Boesnek

kimedit Fz = @ seklinde yazilir.

C ={es,,e;} veFq(e;) =X, Fc(e;) =X ise o haldeF, esnek kiimesi C- evrensel

esnek kiimedirYani F. = Fs dir.

D = E ve her bire; € E,i = 1,2,3,4 icin Fy(e;) = X ise F;, esnek kiimesine evrensel

esnek kiime denir. Yah}, = F

Ornek 2.1.5 Bir okulun @retmen alimi icin yap# ilan sonucunda lgguran
Ogretmenlerin kiimesX = {x;, x,, x3, x4, x5} olsun. Bu okula @retmen aliminda, “
deneyim, bilgisayar bilgisi, gen¢ yare yabanci dil bilgi seviyesi ” parametrelerini
dikkate alsin. Bu parametrelér= 1,2,3,4 olmak Uzere sirasiyla; ile isimlendirirsek
parametreler kimed#i = {e,, e, e3, e,} olur. Bu okulun @retmen alim komisyonunda,

Uc kisi bulunsun. Bu komisyon tyelerinin glerlendirmelerinin sirasiyla,
F(e1) ={xz, x4}

F(ey,) =0

F(es3) ={x1, x5 ,%4}

F(64) ={ X3, xS}



G(er) ={x1,x3,%4 }
G(ez) ={x1, %3}

G(es) =0

G(ey) = {x1, x5 ,x3,x5}
H(e)) =0

H(e;) =0

H(ez) ={x3,x3,%,}
H(ey,) =X

biciminde oldgu kabul edilirse bunlarin ojturac& Fg, Gy ve Hr esnek kimeleri

sirastyla,
Fg ={ (e1{x2,,x4}), (€3, {x1, x3,%4}), (4{x3,%5}) }

Gg ={ (ex{x1,x3,%4}), (€3, {x1, x3}), (€a.{x1, %2, %3, %5}) }
Hg ={ (e3,{x2,x3,%4}), (€4, X) }

olarak bulunur.

Ornek 2.1.6 Bir F, esnek kiimes{ sahsinin almak icin diindigi evin 6zelliklerinin

tasviri olsun.
Farz edelim kiU = {uy, u,, u3, uy, us, ug} durumunda alti ev vardir ve

E ={ey, ez e3,e4,e5}  parametrelerinin kimesi olsure; (i = 1,2,3,4,5) sirasiyla
“pahali, guzel, ajap, ucuz, bahceli” parametrelerine &bk gelir. ( . ),e; EE
parametrelerinin birinisaret etmek UzereF dongumu “ ev (. ) "seklinde verildgi

distnulsin.
Ornesin F(e;), “ev (pahall) ” anlamindadir ve onun fonksiyorgee

{u € U:u pahal evdir} kimesidir.



Farz edelim kiF(e;) = {u,, us} , F(ez) = {ug,us} , Fle3) =9 ,F(ey) = {uy, uz, us}
ve F(es) = {u,} dir. O haldeF; esnek kimesini yalkdamlarin gagidaki gosterimini

iceren bir kime olarak gorebiliriz.

Fg = {(pahal ev, {u,,u,}), (glzel ey{u,,us}), (ahsap ev,d),

(ucuz ey{uq,usz, us}), (bahceli ev{u,} )}

Tanim 2.1.7[21] F, veGg, X Uzerinde tanimli iki esnek kiime olsun. HeE igin

F,(e)c Gg(e) oluyorsa F4, Gg nin esnek alt kiimesi olarak adlandirilir ¥g & Gy ile

gosterilir. Ezer F, esnek kiimegrz esnek kiimesinin alt kimesi i6g> F, dir.

Buradan hareketlg, Gz ve Gz F, oluyorsaX UzerindekiF, ve Gz esnek

kimelerine esneksitir denir. F, = G olarak gosterilir.

Ornek 2.1.8 A ={ej, e;,es}cE ve B = {e;,e;,e3,es}cE diyelim. AcB oldugu
aciktir.

E, ile Gg ayni evrensel kimdJ = {uq, u,, us, uy, us, ug} Uzerinde iki esnek kime

olsun.
Gler) = {uz, us} erF & {uz, s}
Glez) = {uy,us} esFE {us, Uy, Us}
Gles) = {us uy, us} ef(= {w1}

Gles) = {w1}

alinirsaF, £ Gg dir.

F, Z£Gg olmasi, F, nin her elemanininGgz nin elemani olmasi anlamina
gelmemektedir. Bu ylzden, klasik alt kime tanimi esnek alt kiime itagimygecerli
degildir.

Ornesin, U = {uy,uy,us,u,} evrensel kime veé€ = {e;, e;,,e3} tlim parametrelerin
kimesi olsun. BerF = {e;} ,G = {e1,e3} ve
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Fg = {(eq, {uz, us})}

G = {(e1,{uz, us, uys}), (e3, {uy, us})} ise o halde hee € Fy igin F; & G dogrudur.
DolayisiylaFy & Gg. Aciktir ki (eq, (F,e;)) € Fg fakat (eq, (F,e1)) € Gg .

Onerme 2.1.9[21] F, ve Gz, X Uzerinde iki esnek kiime olsun. O haldagadaki

sonugclar gecerlidir.

) FpaZ Fg
i) d= F,
iii) F, & F,

WV)F, CFg veFg <& F;iseF, & Fe
Tanim 2.1.10[21] F, € S(X,E) ise
F,f = {F,°(e):e€E}
esnek kiimesing, esnek kiimesinin esnek timleyeni denir.

Uyari: Esnek kiimenin esnek tiimleyeni taniminda, eherE icin F,°(e) = X\F, (e)

dir. Ayrica;

) (F)°=Fy
i) oc= X

esitliklerini saglar.
2.2 Esnek Kumelslemleri

Tanim 2.2.1[21] F, ve Gg, X Uzerinde iki esnek kime olsuf; ve Gy esnek

kiimelerin birlgimi,
HAUB(e) = FA (e) UGB (e) y here E E |Q|n HAUB =FA GGB dll’

Burada, A U B bir kiime §lemi desildir. Bu sadece yakkam fonksiyonunu gostermek

icin kullanilan notasyondur.



Ornek 2.2.2 F, esnek kiimesi "evlerin maliyetini" v6; esnek kiimesi de "evlerin

cekiciligini" tanimlansin.
U = {uy, uy, us, Uy, Us, Ug, Uy, Ug, Uy, U10}, A = {cok pahali, pahali, ucuz} ve
B = {giizel, bahgeli,ucuz}

olsun. O halde

F(¢ok pahall) = {u,, uy, u;, ug} G(guzel) = {uy,uz, us}
F(pahal) = {uy, u3, us} G (bahgeli) = {us, us, ug}
F(ucuz) = {us, ug, u10} ve G (ucuz) = {us, ug, U0}

esnek kimeleri tanimlansin. O zaman;
H(¢ok pahal, giizel) = {u,, us, uy, u,, ug}
H(¢ok pahaly, bahgeli) = {u,, uy, us, Ug, U7, Ug}
H(gok pahaly, ucuz) = {uy, Uy, Ug, Uy, Ug, Ug, Uqg}
H(pahal, giizel) = {uy,u,, us, us, u;}

H(¢ok pahaly, bahgeli) = {uq, us, us, ug, ug}
H(¢ok pahal,ucuz) = {uy, us, us, Ug, Ug, Uy}
H(ucuz, gizel) = {uy, us, Ug, Uy, Ug, Uy}
H(ucuz, bahgeli) = {us, ug, Ug, Ug, U1}
H(ucuz,ucuz) = {uq, Ug, Uy}

Teorem 2.2.321] F4, Gz veH; € S(X,E) ic¢in,

|) FA UFA :FA
|||) FA UXE :XE



iv) F,0Ff=Xg

V) F,UGg =Gz UF,

vii  F,U(Gg UH.) = (F, UGg) UH,

vi)  F, U (Gg AH) = (F,UGg) A (Fy U H)

Tanim 2.2.4 [21] F; ve Gg, X Uzerinde iki esnek kime olsuf, ve Gz esnek

kiimelerin kesiimi,

Tys5(e) = F,(e) NGg (e) , here € E icin Tys5 =F, N Gg dir.
Yukaridaki 6rngi gbz onine alirsak;
T (¢ok pahaly, gizel) = {u,, u;}

T (¢ok pahali, bahgeli) = {ug}

T (¢ok pahali, ucuz) = @

T (pahaly, glizel) = {us}

T (pahaly, bahgeli) = {us}

T (pahali,ucuz) = @

T (ucuz, giizel) = @

T (ucuz, bahgeli) = {ug}

T (ucuz, ucuz) = {ug, Uy, U10}

Teorem 2.2.5F,,Gg ve H; € S(X,E) olmak tzere,

i) F,AF,=F,
i) F,Ad =0
i)F, A Xz = F,
WV)F, AFf =&



V) FA ﬁGB = GB ﬁFA
V| )FA ﬁ (GB ﬁHc) = (FA ﬁ GB) ﬁHC

Tanim 2.2.6[21] F, ve Gg, X Uzerinde iki esnek kiime olsun. Bu iki esnek kiimenin

esnek farki
Fi\ Gy = {F4(e)\Gz(e):e € E} seklinde tanimlanir.

Onerme 2.2.7 F, ve Gz, X Uzerinde iki esnek kiime olsun. O hald@gadaki

sonuglar gecerlidir.

i. F,\ Gy =F, A GS

i. F4\ Gg = ® = F,c Gy

jii. iy, AGg = ®=F,\ Gz =F, veGg\ F1= Gy

Teorem 2.2.8 F,, Fg €S(X,E) olsun. Esnek kimelerde De Morgan kurallari

asagidaki gibi sglanir.

i) (Fy 0 Fp)°= Ff OF§

i) (Fy UFg)°=FSAFS

Ispat :

i) Fanp)©(e) = F gxp(e)
£F,(e) N Fp(e))©
F5(e)U Fg(e)

i) Fraog ©(e) = F f55(e)

£F,(e) U FB(Q))C_
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=5 (e) A F5(e)
Tanim 2.2.9F; € S(X, E) esnek kiimesinin esnek kuvvet kiimesi
P(Fg) ={FicFg :i€l}
seklinde tanimlanir.
Eger X ve E kiimeleri sonlu isef’ nin esnek kuvvet kiimesinin eleman sayisi
|P(Fg)| = 22|F(e)]
olur. Burada|F(e)| ile F(e) esnek kiimesinin eleman sayisi gostesiiimi
Ornek 2.2.10X = {x;,x,,x3} ve E = {e;,e,} olsunF; € Sg(X) esnek kiimesi

Fr = {(e1.{ x1,%2}), (e2,{x2,x3})} seklinde tanimlansin. Buradaf; esnek kiimenin

batin alt kimeleri yazilirsa,
|P(Fg)| = 2* =16 dur.
2.3 Esnek Fonksiyon

Tanim 2.3.1[21] S(X, E) veS(Y,K) , sirasiylaX veY kumeleri Gizerinde tanimlangi
E ve K parametre kiimelerine sahip tim esnek kiimelerin kiimelan.&IsX - Y ve

¢ : E = K iki fonksiyon olmak tizere,sagidakisartlari sglayan

Y,: S(X, E) - S(Y, K) fonksiyonuna esnek fonksiyon denir.

)] AcE olmak Uzere herk; € K icin F, € S(X,A) esnek kimesinin

Y, esnek fonksiyonu altindaki gérintusd;
I(Fae), o Hk)NA=0
l9(p(FA)(k]) = UeiE(p_l(kj)ﬂA AN J
@ , o Y k)NA=0

olarak tanimlanir.
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i) Bc K olmak Uzere, hee; € E icin Gg € S(Y,B) esnek kimesinin

Y, esnek fonksiyonu altindaki ters goriintusda,

9" (Gp)(er) = {19_1 (GB((p(ei)))' ¢(e) €EB
®, p(e) € B

olarak tanimlanir.

Tanim 2.3.2 ¥,: S(X,E) —» S(Y,K) bir esnek fonksiyon olsun.gér 9 ve ¢

fonksiyonlari bire bird, esnek fonksiyonuna esnek bire bir fonksiyon denir.

Eger 9 veq fonksiyonlari orten is€, esnek fonksiyonuna esnek orten fonksiyon

denir.

Tanim 2.3.39,: S(X,E) - S(Y,K) bir esnek fonksiyon olsun.gér 9 ve ¢

fonksiyonlari sabit is¢,, esnek fonksiyonuna esnek sabit fonksiyon denir.
Ornek 234X = {ul, uz, u3, u4}, Y = {vl, vz, vg, v4}, E = {61, 62, 63, 64} ve

K = {kq, k,, k3} olmak Gzere9d:X - Y ve ¢: E - K fonksiyonlari

d(w) = vy p(e1) =k
I(uz) = vy p(ez) = k;
I(uz) = 1y p(e3) = ky
I(uy) = v, p(eq) = k3

seklinde tanimlansin. Ayrica A ={ej,e3} cE veB ={ky,k;}c K icin Fp €
S(X,E) veGg € S(Y,K)

Fa = {(e1, {uz}), (3, {us, us})} € S(X,E)

Gp = {(kq,{v2, v4}), (k2 {v3})} € S(Y,K)

esnek kimeleri verilsing~1(k;) = {e3} ve ¢~ 1(k,) = {e;, e,} oldusundan
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Vp(Fa) (k1) = 9(Fales))
Y({up,uq}) = {vy,v2}

Oy (Fa)(kz) = 9(Faley) UFa(er))
B({uz} UP) = {vy}

bulunur. Boylece

Dp(Fa) = {(ky, {v1,v2}), Cka, {va})}

elde edilir. Ayrica

9, '(Ge) (&) = 971 Gg(p(ey))) 9, '(Gs)(ez) = 971(Gp(p(er)))
= ﬁ_l(GB(kz)) = ﬁ_l(GB(kz))
= 97 (v3) = @ = 97 (v3) = @

9 ' (Gp)(e3) = 97 (Ga(p(es)))
= 97 Gp( k1))
= 971 ({vpv}) ={upu,}  oldgundan
9, '(Gg) = { (s, {uz, us )} elde edilir.

Teorem 2.3.5 9,:S(X,E) — S(Y,K) bir esnek fonksiyon veAc E olsun. Fy, Gg €
SA(X,E) igin,

I 9,(P) =D
i. 9,(Xg)E K (9, esnek orten oldtundan sitlik saglanir.)
iii. 9,(Fy O Gp) = 9,(F,) 09,(Gg)
V. 9,(Fy N Gp)E 9,(F4) N9,(Gp) (¥, esnek birebir oldgunda sitlik saglanir.)
v. Eger F4CGgised,(Fy)Z 9,(Gg)
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Uyari: Teorem 2.3.5 iv. d&, esnek fonksiyonunu esnek birebirgtiése esitlik

olmaz. Bu durum, sgidaki drnekte gorilmektedir.
Ornek 2.3.6X = {uy,u,, uz} veY = {v;,v,} nesne kiimelerig = {e;, e,,e;} ve

K = {kq,k,, k3} parametre kiimeleri olsund: X =Y ve ¢ : E - K fonksiyonlari

V(uy) =1y p(e) =k,
I(uy) = v, p(ey) =k,
I(usz) =g p(e3) = k3 seklinde tanimlansirg, ve Gz esnek kimeleri

Fy = {(e1, {ug, uz}), (ez, {uz, us})}
GB = {(62' {ulfuZ})l (63,X)}

seklinde olsund,,: S(X,E) — S(Y,K) esnek fonksiyonu igin
95 (Fa Y Gp) = (U {02} ve 8,(Fy) W0,(Gg) = {(h, { v1, v}
oldugundan
0y (F4 N Gg) S 0y (Fa) N 0y,(Gp)
elde edilir.

Teorem 2.3.79,. S(X,E) — S(Y,K) esnek fonksiyon v88c K olsun.Fy, Gy €
Sg(Y,K) igin

i 9, (P) =P
i. 9, '(K)& Xg
iii. 9, (FaAGp) = 9, (F) A 9, " (Gp)
iv. 9, '(F,0Gp) = 9, '(F4) T 9, " (Gp)
v. Eger F, &Gy ise 9, (F)E 9, '(Gp)

Teorem 2.3.89,,: S(X,E) - S(Y,K) esnek fonksiyonAcE ve BCcK olsun.F, €

Sg(Y,K) icin
14



I F,.& 19(,,‘1 (19(,,(FA)) (9, esnek birebir oldgunda sitlik saglanir.)
. Yy (19¢‘1(GB))_& Gg (¥, esnek orten oldiunda gitlik saglanir.)
ii. 9,7 (Gs%) =0, 1(Gp))°

iv. 9, esnek birebir drten fonksiyon i (F, ) = (9,(F4))¢

2.4 Esnek Nokta ve Esnek Aitlik

Bu bolimde Zorlutuna ve ark. [37] tarafindan tanimlanan esnek nokta ve dikek a
kavramlari hatirlatacaktir. Daha sonra, parametre kiimesi ve nesne komasilan bir
esnek kiimenin, esnek nokta sayisi hesaplanacaktir. Ayrica, bir laanekin, esnek
noktalarinin esnek bigeni olarak yazildg gosterilecektir.

Tanim 2.4.1[37] F, € S(X,E) olsun. Bir e € Eiigin F,(e)=® ve her e’ € E\{e}

icin

Fy(e') = @ ise,F, esnek kiimesineg(U) * da bir esnek nokta denir vg., ile

gosterilir.

Tanim 2.4.2 Gg € S(X,E) veer,,S(X,E) da bir esnek nokta olsun. Here E igin
Fy(e)cGg(e) iseer, esnek noktadiy esnek kiimesine esnek aittir denir g, € Gg

seklinde gosterilir.

Ornek 2.4.3U = {uy,u,, us, u,} ve E = {e;, e, e3} olsun. F, € Sg(U) esnek kiimesi

FA = {(81, {uli u4})l (62, {uZ' U4}), (63, {uli Uz, u3})}

seklinde tanimlansire = e; olarak verilirse,
er, = {(er, {us )}
esnek noktasF, esnek klimesine esnek aittirajg, € F, olur.
€p, = {(e3, {ug, uz 1}

F, esnek kiimesinin 13 tane esnek noktasi vardir.
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Teorem 2.4.4E veX sonlu olsunF, € S(X,E) veF,(e) esnek kiimesinin eleman

sayisi|F,(e)| olmak UzereF, esnek kiimesinin butiin esnek noktalarinin sayisi

ZeEE (2|FA(e)| - 1)
toplamina gittir.

Uyari 2.45F, € S(X,E) olsun.e € Eigin |F4(e)| > 1 ise,e parametresi ile birden
fazla esnek noktanin dlwrabilecgi aciktir. Bu durum gagidaki oOrnekte

gorilmektedir.

Ornek 2.4.60rnek 2.4.3 de, parametresi icin
(e1pA)1 = (e, {w})
(e1pA)2 = (e1,{us})

(e1FA)3 = (e1, {us, us})

seklinde ¢ farkh noktadan biri esnek nokta secilebilir. Benekilde e, parametresi

icin de u¢ noktadan biri esnek nokta olabilir.
(eZFA)l = ( €2, {uZ})
(eZFA)z = (&2, {us})

(esz)3 = (&2 {uz, us})

Ayrica e, parametresi ici2® — 1 = 7 tane noktadan biri esnek nokta olabilir. Bu esnek

noktalar
(ess,), = Ces )
(ess,), = (e {uz))
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(es3, {us})

= (e3 {ug, uz})

= (e3,{uz, us})

(esr,)
(es:,)
(esr, ). = Cea fur 1))
(esx,)
(€sr,)

(e3, {uq,uy,uz}) seklindedir.

Uyari 2.4.7 F, € S(X,E) olsun.e;, e; € E olsun. Esnek nokta tanlmlndag;]A =€,

ancak ve ancale; = e; ve Fy(e;) = F4(e; ) dir. e;=e; igin Cip, #€jp, oldusu aciktir,

Buna kagin Cip, €, olmasie;=e; olmasini gerektirmez. Ornek 3.1.6 éalFA) =
1

(e, {us}) ve

(elFA)2 = (eq,{uy}) esnek noktalare; parametresi ile yazilmiolmalarina kagin

farkhdirlar.
Teorem 2.4.8 Bir esnek kiime tim esnek noktalarinin esnekgmnieolarak yazilabilir.

Ornek 2.4.9 F, = {(e;,{ug, uy}), (ey, {uy,us})}  esnek kimesi verilsin. Bu esnek

kiimenin tim esnek tek nokta kimeleri

{(e1r,) ) = {Cer fu))}

((e1r,),} = {er )}
((e1r,).} = Cer fur, u)))
{(e2r,) 3 = {Cea fu))}
{(e2r,) } = ((ear fus})
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{(e2r,) ) = ez, fuz,us))
seklindedir. Buradan,
Fy = Ui (Up=q ({eiFA})k) oldgu aciktir.

Teorem 2.4.10F,,Gg € S(X,E), ACcE ve VEy, Fy, € S,(X,E) olsun. Herel-FA_ EFy

icin €ip, € Gp ise F,c Gy dir.

2.5 Esnek Topolojik Uzaylar

Yukarida esnek kiimenin tanimi ve esnek kigtenleri verildi. Bu bolimde bunlardan
yararlanilarak bir esnek kime Uzerinde tanimlanan esnek topolojgile temel

Ozelliklere yer verilecektir.

Tanim 2.5.1[11] ®# AcE veF, € S(X,E) olsunt = {Gg,};; ile F, esnek kimenin

bir esnek alt kiimeler ailesi verilsing&r T ailesi aagidaki aksiyomlari sgarsa,t yaF,
esnek kiime Uzerinde bir esnek topoloji veya esnek topolojik yBpiz § ikilisine

esnek topolojik uzayt nin elemanlarinafg, T) nun esnek acik alt kimeleri denir.

i) ®F, €T
i) {Gg;}ier € T iseU Gp; €T

i) {Gp,}lu,c T iseNi,Gp, €T

Ornek 2.5.20rnek 2.1.4 de tanimlangniF, esnek kiimesinin esnek alt kiimeleri goz

onune alinsint ={ ®, Fy, F4,, Fa,,,Fa, 5} €snek kime ailesi, esnek kiime lzerinde

bir esnek topolojik yapi okurur.

Teorem 2.5.3Her esnek kiimenin esnek kuvvet kiimesi, o esnek kiime Uzerinde bir
esnek topolojik yapi okturur. Bu yapiyaF, esnek kiimesi Uzerinde eturulan ayrik

veya en ince esnek topolojik yapi deniriveile gosterilir.

Teorem 2.5.4 (F,,{®,F,})  ikilisi F, esnek kiimesi Uzerinde bir esnek topolojik
yapidir. Bu yapiyaF, esnek kiimesi tzerinde eturulan ayrik olmayan veya en kaba

topolojik yapi denir v&® ile gosterilir.
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Teorem 2.5.5F, esnek kimesi Uzerinde eturulan tim esnek topolojilerin ailesi

{;}ie; Ile gosterilsini,j € I olmak Uzere,
(%L_( %])@(VGBL € %i:)VGB[ € %])

ile verilen ve <" ile gosterilen siralama Bantisina “daha kaba olma” gatisi denir

ve “<* bagintisi bir kismi siralama gantisidir.

Ispat: i) Vi € I icin%; = %; oldugundani;<7%; olur. O halde yansima ozéflisazlanis

olur.
i) i,j € Iigin T;<%; ve?;<7; olsunBuradant; c73; vel; < 7; elde edilir.
T, = T; oldugundanters simetri 0zelfii saglanir.

iii) i,j,k € 1iginT;< %; veT;<T; olsun.Buradan 7; c7%; ve T; cT oldusundan

T; &1 bulunur. Buradafi; <, elde edildéinden, gegime 6zellgi saglanir.

Tanim 2.5.6F, esnek kiimesi tzerinde gturulan tim esnek topolojilerin ailei; };¢;

ile gosterilsini, j € I olmak tzere,

i) Eger 7;<7%; ise; esnek topolojisit; esnek topolojisinden daha incedir denir.

i) Eger ;< % ise?; esnek topolojisit; esnek topolojisinden kesin daha incedir
denir,

i) Eger 1,<%; veyai;<7; ise,; vel; esnek topolojilerine karastirilabilir esnek

topolojiler denir.

Ayrica bir esnek kiime (zerinde kurulabilecek en basit esnek topdlojiesnek

topolojisidir. Benzegekilde en ince esnek topoloji @& esnek topolojisidir.

Ornek 2.5.7 Ornek 2.5.2 de tanimlandf esnek kiimesi tizerindeki esnek topolojiler
gdz onune alinsit’ i, 77 ver O 7' kapsamalarl acikca gorilmektedir. Buradan

7' esnek topolojist’ dan daha incedir Ve esnek topolojisi d&° dan daha incedir.

Tanim 2.5.8(F,, 7 ) bir esnek topolojik uzay olsuiez € S,(X.E) icin Gz € 7 ise

G esnek kiimesine esnek topolojisine gore esnek kapall kime denir.
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(F,, 7 ) esnek topolojik uzayindaki tiim esnek kapalilarin kiifeté gosterilecektir.
Teorem 2.5.9Bir esnek topolojik uzayda

i) Evrensel esnek kiime, bir esnek kapali kiimedir.
i) Esnek kapali kimelerin keyfi esnek k@sii de esnek kapali kimedir.
i) Sonlu sayida esnek kapali kimenin esnekdmmiede esnek kapali kiimedir.

Uyari 2.5.10X; esnek kapalidir. Clnkli;° = ® € 7 dir. Fakatd ve F, esnek
kimelerinin esnek kapali kiimeler olmasi gerekmemektegagida buna ait bir 6rnek

verilmistir.
Ornek 2.5.110rnek 2.1.4 de tanimlangk, esnek kiimesi tizerinde kurulan

T={D,Fy, Fy, Fa,, Fa,.} esnek topolojisi g6z ©nine alinsin. Buradg‘ =
{(eq, {us}), (es, {u; D} €7 ve ®° =Xy ¢ 7 olduzundan F, ve® esnek kapall kiime
degildir.

Teorem 2.5.12(F,,7,) ve(F4,7,) iki esnek topolojik iseH,, 7, N 7,) de bir esnek

topolojik uzaydir.

Uyari 2.5.13(F,, 7,) ve(F4,7,) birer esnek topoloji olmalarinagmen §,, 7, U 75)
nin de bir esnek topolojik uzay olmasi gerekmezagidaki 6rnek bu durumu

gOstermektedir.

Ornek 2.5.14X = {u;,u,,u;} VEE = {e;, e, €5} olmak tizere,
Fa, = {(eq, {us, uz}), (ez, {uy, us})}

Fy, = {(e1, {uz})}

Fy, = (&1, {u2}), (e, {us})}

Fy, = {(eq, {us, uz}), (2, {u3)}

esnek kumeleri icirty = {®,F, ,Fy,, F4a,, Fa,}, F4 €snek kuimesi lzerinde bir esnek

topolojidir. Eger
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Fag = {(e1, {us 1)}

Fas = {(e1, {u1}), (€2, {u2})}

Fa, = {(e1, {us, uz}), (2, {us})} ise

T, ={D,Fy,Fs, Fys, Fa,} de F, esnek kiimesi Gzerinde bir esnek topolojidir. Fakat
(F4, 71 U 7,) bir esnek topolojik uzay g@édir. Cinki hemen gorilebilegegibi

Fy, UF,y, ={(er,{ug, u})} €7, U T, dir.

2.6 Esnek Topolojik Uzayin Esnek Bazi

Tanim 2.6.1[11] (F,,7 ) bir esnek topolojik uzay véd —7 olsun. Ber 7 esnek
topolojisindeki her esnek acik kiiffie kiimesindeki bazi esnek acik kiimelerin esnek

birlesimi olarak yazilabiliyors® kiimesiner esnek topolojisinin bir esnek bazi denir.

(F,, 7) bir esnek topolojik uzay v@ = {Gg,}ier bu esnek topolojik uzayin bir esnek

bazi ise, herhangi bH, € 7 icin
HC = U GB]

jejcl
seklinde yazilacaktir.

Ornek 2.6.20rnek 2.5.2 de tanimlangit esnek topolojisi g6z 6niine alinsin.

~

B = {(D' FAZ; FAllr FA13}
kiimesiz esnek topolojisinin bir esnek bazidir.

Ornek 2.6.3 (F4, 7' ) esnek ayrik topolojik uzay! verilsin. Buradan, here A

parametresi icin okturulan tim esnek tek nokta kiimelerinin kiimesi

B={(e)} s ea

olsun. Bu durumdaB, 7! icin bir esnek bazidir.
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Teorem 2.6.4 (F,,7,) ve(F,, 7,) iki esnek topolojik uzay olsurB, 7, ve7, esnek

topolojileri icin ayr1 ayr birer esnek baz isg¢ = 7, dir.

ispat: Herhangi bitG, € 7, verilsin. B, 7, icin bir esnek baz oldiundan

GB= U Hci

HCiEB

olarak yazilir.p, ayni zamanda, icin de bir esnek baz olgundanG; € 7, olur. O

halde7,c 7, elde edilir. Benzegekilde 7,7, elde edilecginden7, = 7, dir.

Teorem 2.6.5(F4,7,) ve(F4,7,) iki esnek topolojik uzay olsuig, ve B, sirasiyla

bu iki esnek topolojik uzayin iki esnek bazifed B, iset,c 7, dir.

ispat §; O B, olsun. Herhangi bi6; € 7, icin

GB= U HC'

l
HCiEEl

olarak yazilr, 0 3, oldusundan

elde edilir.,, 7, icin bir esnek baz olgundanG, € 7, olur. Dolayisiylar ;7 ,.

Uyarl 2.6.6 B, F, esnek kimesi lizerinde bir tek esnek topoloji uretir. Ama esnek
topolojik uzayin esnek bazi tek olmak zorundgilde. Asagidaki 6rnek bu durumu
gOstermektedir.

Ornek 2.6.7 Ornek 2.1.4 de tanimlangnF, esnek kiimesinin esnek alt kiimeleri gtz
onune alinsinz = {®@, Fy, Fy, Fy, Fa., Fa Fa,, Fa,,} €snek kiime ailesi, Uzerinde bir

esnek topolojik yapi okurur.
51 = {¢’: Fy, FA3,FA4,FA5}

Ez = {¢” Fy, FA3,FA4,FA5' FA6}
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Bs = {®, Fy, Fa, Fa, Fag Fag Fay}
(F4,7) esnek topolojik uzayi icin birer esnek baz olur.
2.7 Esnek Topolojik Alt Uzay

Bu bdlumde, tanimlanmiolan esnek alt uzay topolojisi ile ilgili 6zellikler verildiirB
esnek kimenin esnek kapginve esnek ici tanimlandi. Temel oOzellikleri verilerek,
aralarindaki ilgki teoremlerle ispatlandi. Esnek alt uzay ile esnek evrensel uza
arasindaki gegj teorem ve orneklerle gosterildi. Bu uzayingedtiiki Gst uzaylar ile

ili skisi aratinldi.
Teorem 2.7.1[11] ( F4, 7) bir esnek topolojik uzay véz < F, olsun.
%GB = {HC N GB: HC € ’%}

kimesiGg Uzerinde bir esnek topolojik uzay W&s(7;,,) ikilisi de bir esnek topolojik

uzaydir.
Tanim 2.7.2( F4, %) bir esnek topolojik uzay véz < F, olsun.
%GB = {HC n GB: HC € %}

kimesiGg Uzerinde bir esnek alt topoloji véy 7;,) ikilisine de (F,, 7) esnek

topolojik uzayinin esnek alt uzayi denir.
Ornek 2.7.3( F4, 7) bir esnek topolojik uzay vz c F, icin

T={F,, ®} ise7;, ={Gp, @} olur.
Ornek 2.7.4 Ornek 2.5.2 de tanimlangrit esnek topolojisi goz éniine alinsin.

Gg = Fg, ve T, ={ ®,Fy,Fy,,Fy} icin Gg, 76,), (Fa,7) esnek topolojik

uzayinin bir esnek alt uzayidir.
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Tanim 2.7.5 (F4,7) bir esnek topolojik uzayinin bir esnek alt uzag,(;,) ve
H.c Gg olsun. Eer, bir M; € 7 igin H: = M; N Gg oluyorsaH, esnek kimesine,

G esnek alt uzayinda bir esnek acik alt kittamir.
Bu durumdayg, nin her elemaninasg, 7;,) alt uzayinda esnek aciktir denir.

Teorem 2.7.6(F,,7) bir esnek topolojik uzayinin bir esnek alt uzagy,@;,) ve

Hcc Gg olsun. Eger, He € T ise, He € 75, olur.

Uyar 2.7.7 Bu teoremin tersi genellikle gou desildir. Yani, esnek alt uzayda esnek
aclk olan her esnek alt kime, esnek evrensel uzayda da esnek agkkzolmnda

degildir. Asagida buna ait bir 6rnek verilstir.

Ornek 2.7.80rnek 2.7.4 de tanimlangn{Gg, 7;,) esnek topolojisi g6z Gniine alinsin.

F,, € 75, olmasina ramenF,_ & 7 dir.

Esnek alt uzayda esnek acik olan esnek alt kimenin, esnek evrerysiel daaesnek

aclk olmasartl aagidaki teoremle verilnstir.

Teorem 2.7.9(F,,7) bir esnek topolojik uzayinin bir esnek alt uza§y,r;,) ve

H:Z Gy olsun. Bu durumdagagidaki dnermeler denktir;

) Gg €T

i) %,

Ispat: (i)=(ii): Gz € © olsun. H; € %;, alalim. Bu durumdat; = M; A Gy olacak
sekilde en az birM; € ¥ vardir.Gg €T, M; €T oldwundan H- € T olur. O halde

T, T 7.

Teorem 2.7.10( F4,7) bir esnek topolojik uzayinin k@mn farkli iki esnek alt uzayi,

(G, 76,) Ve H¢, Ty,) Olsun.M, & He N Gp olmak Uzere

Ty, = (%GB)NZ = (%HC)NZ olur.

Ispat: H; N Gz& H, oldugundanzy, = (%HC)N ve Ho 0 GzZ Gy oldugundan
2

24



Ty, = (%GB)N2 olur. Buradany, = (NTGB)NZ = (NTHC)NZ dir.

Tanim 2.7.11 (F,,7) bir esnek topolojik uzayGs & Fyu, (Gg, 75,,) ise F4 in bir esnek

alt uzayl olsun. Bu alt uzayin batin esnek kapall alt kimelesialg, ile

gosterilecektir.

Uyarn 2.7.12H;& Gg<F, icin Ho € l:j; esnek kapall kimesiniriz§, 7;,) esnek alt
uzayinda alinan esnek timleyeitic);, ve (F4,7) esnek uzayinda alinan esnek

tumleyeni(H¢)r, ile gosterilecektir.

Tanim 2.7.13( F4, 7) bir esnek topolojik uzayGg & Fy, (Gp, 7,) ise F, in bir esnek

alt uzayi olsunH.& Gz F, icin e3erHe € F ise(H¢)G, € 75, dir.

Teorem 2.7.14( Fy, 7) bir esnek topolojik uzayGs & F, ve (G, 75,), F4 in bir esnek

alt uzayi olsunH.& Gz < F, icin asagidaki 6nermeler denktir :

i) Hc€F,

i) H- = K, 0\ Gz olacaksekilde 3K, € F vardir.
Ispat: (i) = (i) : H; € l:j; olsun. Bu durumdéH¢)g, € 7, olur. O halde

(Ho)g, = M, NGy olacak sekilde 3 M, € 7 vardir. He = ((Hc)¢,)g,  olarak

yazabiliriz.
(M; N Gp)g, = Gg N (M N Gp)E,
G ((M2)f, U (Gp)F,))
(G (M2)E,) U (Gg N (GpF,)
G (M3)F,

M, € T oldusundan(M,)z, € F  olur. (M;)r, = K; denirseH; = K; N Gg olacak

sekilde 3K; € F bulunur.

(i) = (i) H; = K; N Gz oldwundan(H;)¢,. = (K; N Gg)g,. olur.
B B
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(K1 N Gp)g, = G N (K1 N Gp),
Gp A ((K)E, U (GpE,)
(Gsn (KE,) U (Gg N (Gp)E,)
GpA (K1),

bulunur. Hipotezderk; € F oldusundan(K;)z, € © olur. Buradan(H¢)g, € 7;, Ve

H € F;, elde edilir.

Teorem 2.7.15 ( Fy, 7) bir esnek topolojik uzayGgc Fy ve (Gg, 75,), Fa in bir esnek

alt uzayi olsun. BerH.c Gg, H; € F iseH, € F; olur.

Ispat: H.c Gy olduwundanH, = H. N Gy yazilabilir. H. € F oldusundan Teorem
2.7.14 gerginceH; € F, bulunur.

Uyarl 2.7.16 Bu teoremin tersi genellikle gau desildir. Yani, esnek alt uzayda esnek
kapali olan her esnek alt kime, esnek evrensel uzayda da esnekokapklzorunda

degildir. Asagida buna ait bir 6rnek verilstir:

Ornek 2.7.170rnek 2.5.2 de tanimlangft esnek topolojisi g6z 6niine alinsin. Burada,
F = {{(e, X), (e2, XD}, {(eq, {us]), (e2, {us N}, {1, {ur, usH}, {(e1, {ug, usd), (e, {ug, uz 1},

{(e1,{us}), (ez, {us, uz}}} olur.

Gp = {(e1, {u1}), (ez, {uy, u3})} olmak lzere,

Zop = {P, Gp, {(e1, {ur}), ez, (U2}, {( ez, {ushH}} ve

F=({

(e, X), (e2, XD}, {eq, {ur, us}), (e2, {wa D} {(e2, {ur, u2 D} {(er, {ug, us}), (€2, {ur, usH}

Burada,H; = {(e, {uy, us}), (ez, {us, us})} € E, fakatH; ¢ F olur.

Esnek alt uzayda esnek kapali olan esnek kiimenin, esnek evrensel dadsajzali

olmasarti gagidaki teoremle verilnstir:
26



Teorem 2.7.18( F, 7) bir esnek topolojik uzayGgc Fy ve (Gg, 7s,), Fa in bir esnek

alt uzayi olsun. Bu durumdaagidaki 6nermeler denktir:
) Gg €EF
i) g, cF

Ispat: ()= (ii) : Gy € F olsun.H; € F, alalim. Bu durumdal; = K; N Gz olacak

bicimde3k, € F vardir. AyricaGy € F oldugundant, € F olur. O halde}, c F dir.

(i) )= (i): (Gg,75,) bir esnek topoloji oldgundanGy € F veF;gF olduzundan

Gg € F bulunur.

Tanim 2.7.19( F4,7) bir esnek topolojik uzayinin gerceklgdbir 6zellik, bu esnek

uzayin tim esnek alt uzaylarinda da varsa, bu geedsnek kalitsal 6zellik denir.

Teorem 2.7.20(F,,7) bir esnek topolojik uzayGzc F, olsun. Ber 8,7 esnek

topolojisinin bir esnek bazi ise
EGB = {Hci n GB:HCi S ﬁ,l S 1}
kumesi 7;,, esnek topolojisi i¢in bir esnek bazdir.

2.8 Esnek Kiimenin EsneHl¢i ve Esnek Kapang

Tanim 2.8.1 (F,,7) bir esnek topolojik uzayGzc F, olsun. Gy tarafindan esnek
kapsanan butliin esnek acik kiimelerin esnekslmriee Gz esnek kiimesinin esnek igi

denir veGg seklinde gosterilir. Matematiksel olard@lg esnek kiimesinin esnek igi

2
H¢,cGpHc, €T

seklinde tanimlanir.

Uyari 2.8.2 Gz esnek kiimesinin esnek i¢iz nin esnek olarak kapsadien buyik

esnek acik kiime olarak ifade edilir ve

Gg = U{Hci: HCi €T ve Hcig GB}
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ile gosterilir.

Ornek 2.8.3 (F4,7°) esnek topolojik uzayinda herhangi Bi#Gzc F, icin G3 = @

dir. Ayrica, F,,71) esnek topolojik uzayinda herhangi Bgc F, icin H2 =H, olur.

Ornek 2.8.40rnek 2.5.2 de tanimlang(F,, 7) esnek topolojik uzayinda tanimlh olan

esnek kiimelerin, esnek iclegagidaki gibidir:
FP FQ, FQ, FQ, F2, F2, FQ, F = @
Fg, Fy Fiy, = Fa,
Fg\ Fiy FR, = Fayy
FAol3 = FA13

FAO15 =Fy

Teorem 2.8.5( F4, 7) esnek topolojik uzay olsutl., Gg< F4 igin

i) Gpc Gg
i)  Gg esnek acik kiime ancak ve anGgk= Gp
i) Ff =F,

V) (G9)°=G

V) GgcH; iseGpc H?
vi) (Gg N He)° = Gg NHE
vii)  G§ U H2c (Gp U He)°

Uyarl 2.8.6 Teorem 2.8.5 de verilen (vii) 0zeinin tersi genellikle dgru dezildir.
Asagida buna ait bir drnek verilstir.

Ornek 2.8.70rnek 2.8.4 den
FR UFQ =F,, dir.Fy, UF, =F,,, veF; =F,, olur

(Fa, UF, )’z Fg UFR oldygundan eitlik saglanmaz.
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Tanim 2.8.8( F4, 7) esnek topolojik uzay v8z € S(X,E) olsun.Ggz esnek kiimesini
esnek kapsayan butin esnek kapali kimelerinin esnefinkiesiGg; esnek kiimesinin
esnek kapasmi denir ve Gz seklinde gosterilir. Matematiksel olarakGy esnek

kiimesinin esnek kapai

seklinde tanimlanir.

Uyar 2.8.9Gp esnek kimesinin esnek kapant tarafindan esnek kapsanan en dar

esnek kapall kiime olarak ifadesi edilir ve
TB :niEI {HCL Hgl €7 ve GBQHCL'}
ile gosterilir.

Ornek 2.8.10 Ornek 2.5.2 de tamimlanm(F,,7) esnek topolojik uzaymnin esnek

kapalilar ailesi,

F = {{(e, X), (e2, XD}, {(eq, {us]), (e2, (us N}, (e, {ug, usH}, {(ex, {ug, usd), (e, {ug, uz 1},
{(e1, {us}), (e2, {ur, usH}}
seklindedir.

Teorem 2.8.1111] (F,,7) esnek topolojik uzay olsutig, H; € S(X,E) igin,

) =
ii) Gp & Gp

iy  Gp esnek kapalidir ancak ve an@@k= Gz

v GgUH;= Gz U
vi) GgNH;Z Gy
Teorem 2.8.12Bir (F4,7) esnek topolojik uzay olsuiz € Sz (U) icin,
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) (Gp)° = (Gp)°
i) (G = (Gp)

Teorem 2.8.13Bir (F4,7) esnek topolojik uzay olsutig € S(X, E) icin,

) Gg € 7 iseGgZ (GF)

i) Gg € 7 ise(Gg)ZGp
Teorem 2.8.14Bir (F4,7) esnek topolojik uzay olsutig, H- € S(X,E) ise
Gp UHZ Z(Gg UH:)° dir.

Teorem 2.8.15Bir (F,,7) esnek topolojik uzay olsurtiz, H- € S(X,E) olsun. Bu

durumda gagidaki 6zellikler vardir;

Ispat: Gy, H; € S(X,E) olsun. Buradan,

)] Ggc H, oldwundanGjc H? veGg € T oldyundanGg = Gg olur. Buradan
Ggc H? dir. H < G oldusundan
Hg = Gg
elde edilir.

i) Ggc Ho ve H € F oldusundanGz O H, = H. olur. H.c Gy oldusundan
Gp=H

elde edilir.

2.9 Esnek Sirekli Fonksiyonlar

Bu bolimde, esnek acik kime ve esnek kapali kiimelerle tanimlamek si&ekli

fonksiyonun 6zellikleri incelenecektir.
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Tanim 2.9.1(F,, 7;) ve (g, T2) iki esnek topolojik uzay vé,: S(X,E) - S(Y,K)
bir esnek fonksiyon olsun. gér H; € 7, igin 19(;1 (Hc) e 71 ise ¥, esnek

fonksiyonuna esnek surekli fonksiyon denir.

BuradaAcE veBcK iginF, € Sy(X,E) veGy € Sg(Y,K) esnek kuimeleri Gizerinde
sirasiylat; ve T, esnek topolojileri tanimlangtir. Tezin bundan sonraki bélimlerinde

de bu tanim kullanilacaktir.

Tanim 2.9.2(F,, T7) ve (G, T2) iKi esnek topolojik uzay vé,, : S(X,E) » S(V,K)

bir esnek fonksiyon olsutt, esnek kiimesinin tim esnek kapall esnek alt kiimelerinin
kiimesi F;, Gz esnek kiimesinin tim esnek kapali esnek alt kiimelerinin kiFResi
olmak Uizere, ger herH, € F, igin 9, (He) € F, ise Y, esnek fonksiyonuna esnek

surekli fonksiyon denir.

Teorem 2.9.3(F,, T;) ve (Gg,T2) iki esnek topolojik uzay vé,, : S(X,E) » S(Y,K)

bir esnek fonksiyon olsun. Bu taktirdgagidaki 6nermeler denktir:

i) VHc €T, icind,* (He) €11

i) VH €F, icind;t (He) € F
Ispat: “=": VH; € F, & (He)§, € T

=95 (He)G, ) €T
<:>19(;1((HC))§A €1
=95 (He) € Fy
“0":VHe € T3 (H)g, €F;
05 (H)s,) € Fy
<95 ((H))E, €

=9, (He) € T
Esnek surekligin yeni bir karaktarizasyonwazidaki teoremle verilnstir.

Teorem 2.9.4(F,,7;) ve (g, T2) iki esnek topolojik uzay vé, : S(X,E) » S(Y,K)

bir esnek fonksiyon olsun. Bu durumdag@daki 6nermeler denktir:
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i) 9, esnek slreklidir.

i) Her HccF, icind, (H; )<Y, (Hc)

Ispat: (i)=(ii) : 9, esnek surekli olsud,(H;) € F, dir. Buradany,* (H;) € F;

olur. Ayrica,
Hec 95" (9,(He) ) €0, (9, (HL))
oldugundan veH, , H. yi iceren esnek kapalilarin en kigéioldusundan,
He €95 (9, (H))

ve buradan da,

9y (He )9y (95" (D4 (He))) <9, (He)
elde edilir.

(i)= @) 9, (H; )c9,(H:) vek, €F, olsun. Bu durumdd, = K, dir. H; =

9, (K1) olsun.

19(,0 (H_C )Qﬁqo(HC) :19(;)(19(;_)1(1(1)) (- T1 :Kl
elde edilir. Buradan,
Hec9," (9 (He )95 (Kp) = He

bulunur.H.c H. oldusundanH, = H, dir ve bdylecéi., F, icinde esnek kapalidir.

O halded,, esnek sureklidir.

Teorem 2.9.5 (F,,7;) ve (g, T2) iki esnek topolojik uzay ve, : S(X,E) -
S(Y,K) bir esnek fonksiyon olsup; ile S;, F, esnek uzayinin vg, ile S,, Gz esnek

uzayinin siraslyla esnek baz ve esnek alt bazi olmak Gzgrdaki 6nermeler denktir:

i) 9, esnek sureklidir.

i)y VS, €S, icin9;1(S,) € 7
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i) VB, € B, icin 9,'(By) € T3
ispat: (i) = (i) : S, 7, oldusundan Tanim 4.5.1 den aciktir.

(i) = (iii) : VB, € B, esnek kiimesinif, esnek alt bazinin elemanlarinin sonlu esnek

keskimi olarak yazildgini biliyoruz; yanifi; S, sonlu olmak lizere,

Bzz ﬂSZ

S,€0L;

Hipotezden y¥S, € i igin 19(;1(52) € 7; dir. Esnek agiklar aksiyomundan

() o5 =0;' B e

S,€EM;

elde edilir.

(i) = (i) : VH, € T, alalim.;’c B, olmak lizere

HC: UBZ

Byep’
seklinde yazilabilir. VB, € i’ igin hipotezdenﬁq‘,l(Bz) € 7; dir ve esnek acgiklar

aksiyomu gergince,

| 0528 = 9051t e

Byep’
elde edilir ki, bu da,, fonksiyonunun esnek surekli oiglinu gosterir.

Teorem 2.9.6(F,, ;) ve (Gg, T2) iki esnek topolojik uzay vé,, : S(X,E) » S(Y,K)

bir esnek fonksiyon olsun. Bu durumdag@daki 6zellikler denktir:

i) 9, esnek sureklidir.
i) VHccGp icind," (HO) < [95 (HE)]°

i) VHccGp icin 9, (He) 2[952(He)]
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Ispat: (i) = (i) : HQc Gy esnek agik bir alt kiimedir &, 'esnek siirekli oldgundan

9, (HE)cF, esnek acik alt kiimedir. er taraftan,
HZcHe= 95" (H) 95" (He) = [95 (HD1° < [95 (HE)]°
elde edilir ki, burada,' (HZ)c F, esnek agik oldiundan
[95" (HA)]® = 95" (HE)
olur.
(ii) = (iii) : V(H¢)g, <Gg icin hipotezden,
951 ((Ho)e,)" < 195 (O]
Her iki tarafin esnek timleyeni alinirsa,
[95"((HE,) 15,2 1195 ((HE, )11,

elde edilir. Buradan,

07 (Y5, )N, 2105 ((He)s, ),
bulunur. Sonug olarak,
95 (o) 2[95"(Ho)|
elde edilir.

(i) = (i) : VH:OGp esnek kapali icid, ' (Hc)c F, esnek kapali oldiu

gosterilmelidir. Bunun igin, hipotezden,
95" (He) 2[951(He)]
ve H. In esnek kapaldindanH, = H. dir. Buradan,

95" (He) 2[951(He)]
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Diger yandan, esnek bir kiimenin esnek kapaaiesnek kimenin tst kiimesi

oldugundan,

95" (Ho) < [951(HC))]
dir. O halde,
95" (He) = [95"(H)]
elde edilir ki, bu da,,* (H¢)< F4 in esnek kapali oldiunu belirtir.

2.10 Esnek Aclk, Esnek Kapali Fonksiyonlar ve Esnek Homeomorfizm

Bu bdlimde, iki esnek topolojik uzay arasinda tanimlanan esnek agik, esnek kapali ve

esnek homeomorfizm doégiimlerinin temel 6zelliklerine yer verilecektir.

Tanim 2.10.1 (F;,7;) ve (g, 72),X ve Y uzerinde iki esnek topolojik uzay ve

Y, ¢ S(X,E) » S(Y,K) bir esnek fonksiyon olsun.

i) Her H;et; icind,(He)€ T, Iise, ¢, esnek fonksiyonuna esnek agik
fonksiyon denir.
i) Her K, €F, icin V,(Ky) € F, ise, @, esnek fonksiyonuna esnek kapall

fonksiyon denir.

Ornek 2.10.2 (F,,7;) ve (g, T3),X ve Y Uzerinde iki esnek topolojik uzay ve
9, * S(X,E) > S(Y,K) bir esnek fonksiyon olsun. gér 7, = ' ise,9, esnek
fonksiyonlarinin hepsi hem esnek kapali hem de esnek agik fonksiyonladhek@n,

herH; € 77 i¢in9,(H;) € T, ve herK, € F; icind,(K,) € F, olacaktir.

Teorem 2.10.3(F,;,7;) ve (g, 72),X veY uUzerinde iki esnek topolojik uzay ve

Y, : S(X,E) > S(Y,K) bir esnek fonksiyon olsun. gér 9, esnek agik ise her
He € S(X,E) igind,(HE)Z (¥,(Hc))° dir.

Teorem 2.10.4 (F,,7;) ve (Gg,72),X ve Y Uzerinde iki esnek topolojik uzay ve
Y,:S(X,E) - S(Y,K) bir esnek fonksiyon v@ de 7; esnek topolojisi icin bir esnek

baz olsung, esnek acik ise héf; € £ icin Y, (Ho) € T dir.
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Tanim 2.10.5(F,,7;) ve (Gg,T,),X ve Y Uzerinde iki esnek topolojik uzay ve
9, S(X,E) = S(Y,K) esnek birebir 6rten fonksiyon olsurgdf 9,, ve 9, esnek

surekli fonksiyonlar

ise,¥, esnek fonksiyonuna esnek homeomorfizm denir. Bu durufgda;  ve

(Gg, T2) 1ki esnek topolojik uzaylarina esnek homeomorf uzaylar denir.

Ornek 2.10.67; = P(F,) vet, = P(Gg) olmak Uzere, hef, : S(X,E) » S(Y,K)
esnek birebir orten fonksiyorF{,7;) ve (Gg,7;) esnek topolojik uzaylari igin esnek

homeomorfizmdir.

Teorem 2.10.7(F,;,7;) ve (g, 72),X ve Y Uzerinde iki esnek topolojik uzay ve
Y, ¢ S(X,E) » S(Y,K) esnek homeomorfizm is@, esnek fonksiyonu esnek agik

fonksiyondur.

Teorem 2.10.8(F,,7;) ve (g, 73),X veY Uzerinde iki esnek topolojik uzay ve
Y, : S(X,E) » S(Y,K) esnek homeomorfizm is, esnek fonksiyonu esnek kapali

fonksiyondur.

Teorem 2.10.9(F,;,7;) ve (g, 72),X ve Y uUzerinde iki esnek topolojik uzay ve
Y, S(X,E) » S(Y,K) esnek homeomorfizm olsun. HeH; € S(X,E) icin,

9y (He) = (94 (He).
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BOLUM 3
ESNEK SUZGECLER

Bu bdlumde, esnek yakinsaklik yapilarini tanimlamak icin kullgmaca esnek stizgeg
kavrami ve bununla ilgili 6zellikleri inceleyege. Burada temel olaragahin ve
Klguk[32] Un cakmalar esas alinmtir.

3.1 Esnek Siizge¢ Tanimi

Tanim 3.1 [32] S(X,E),X Uzerindeki tim esnek kUmelerinin sinifi olmak uzere,
FcS(X,E) siifi gagidaki sartlart sgliyorsa X Uzerinde bir esnek slizge¢ olarak

adlandirilir.

1) EgerF, € F veF,c Gy iseGg € F,

2) BEserF, € F veGg € F iseF, N Gg € F,
3)D¢F.

Eger B, X in bastan farkl esnek alt kiimelerinin &an farkli bir sinifi ve sonlu kesn
altinda kapali oluyorsdH.: GgoH.c X : 3G € B} esnek siniff tarafindan Uretilen
bir esnek stizgectir vesf] ile gosterilir. Ozellikle ger F,, X in bostan farkli esnek alt
kiimesi ise{Gg: F,c Ggc X } bir esnek slizgectir veF]] ile gosterilir. Bu daF,

tarafindan Uretilen esnek atomik stizgectir.

Tanim 3.2[32] Eger FcF *ise F, F'* dan daha kabadir veya®, F den daha incedir
denir. Bir esnek ultra stizgeg,gdr hicbir esnek stizgecten daha kaba olmayan esnek
suzgectir. Esnek nokta stizgeci olmayan esnek ultra slzgeclerie ssrbest suzgecg

denir.

Ornek 3.3EgerX = {x1,x,,x3},E = {e;,e;5,e3} ve F = {X, (Fa)1, (Fa)2, (Fa)s, (Fa)a}

esnek siizgeci olsup.nin X Uzerindeki esnek kiimeleri ise,
(FA)l = {(ell (Z)), (32, (Z)), (33, {xl; X3})},

(Fa)2 = {(e1, D), (e2, {x2, x3}), (e3, {x1, x31)},

37



(FA)3 = {(61, {xli xz}); (62, (Z)), (63, {xl; X3})},

(Fa)a = {(e1, {x1, x2}), (€2, {x2, x3}), (€3, {x1, x3})}. Ancak @ EFel oldusundan
Fel,X Uzerinde slizgec didir. Ama Fe3 = {{x1, x3}, X} suzgegtir.

Ornek 3.4 X = {x1,x;, %3}, E = {ey, €2} ve F'={X, (FA)1, (Fa)2, (Fa)s, (Fa)4} esnek

suizgeci olsunf' nin X uzerindeki esnek kiimeleri ise,

(Fa)1(e1) = {x2} (Fa)1(ez) = {x1}

(Fa)2(e1) = {xz, %3} (Fa)2(e2) = {x1, %2}
(Fa)s(e) = {x1, x5} (Fa)s(ez) = {x1, %2}
(Fa)a(e) = {x2} (Fa)a(ez) = {1, %3}

Fe, =1 {x2} {xz, 3} {x1, 2} } ve Fe, =X {x13, {21, x3}, {21, x2}}, X Uzerinde
suzgectir. Fakat esnek F esnek sizgec gédir. Cunkd
(Fa)2 0 (Fa)s = {(e1, {x2}), (€2, {x1, x21)} olup(ey, {x;}) ve (ez, {x1,x:}) € F .

Ornek 3.5 F = {X} ailesi,X tizerinde bir esnek siizgectir.

Ornek 3.6 X = {x;,x,}, E = {e, e,} olsun.

[(e1, {x1D] =
{(e1, {x1}), (e, X), {(e1, {x1}, (€2, {x1 D)}, {(e1, {x1}), (€2, {x2 1)}, {(e1, {x1}), (€2, XD}, X}

suzgeci €, {x;}) esnek noktasinda esnek atomik stizgectir.

X bir sonsuz esnek kiime olmak Uze¥e,lizerindekiX in timleyeni sonlu tim esnek

alt kimelerinin sinifi esnek Frechet silizgeci olarak adlandHiéir esnek serbest siizgeg
esnek Frechet suzgecini igerir. Serbest esnek sitzgeglerigi ek deildir. Esnek
serbest suizgeclerin vagini gostermek icin her esnek siizgecin bir esnek ultra stizgeg

tarafindan kapsangini gosterecaéz.

Ornek 3.7 X bir sonsuz esnek kiime olsun.uizerindeki Frechet siizgekiin sonlu
tum esnek alt kiimelerinin topl@udur. Her esnek serbest slizge¢ esnek Frechet
suizgecini igerir.
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Onerme 3.8Her esnek siizge¢ bir esnek ultra siizgeg tarafindan kapsanir.

Ispat: F, X lizerinde bir esnek siizgec ¥ esnek siizgeclerin sinifi olup vyi icersin.
Ayrica icerme bgintisi Py de bir kismi siralama gantisi olupC, Py de bir zincir
olsun. Oncelikle UcecC nin X Uzerinde bir esnek slzgec¢ ofgumu
gosterecgiz. X esnek kiimesk Uzerindeki her esnek siizgecin bir elemani glahgan

X € UcecC ve © & Ucec C olur. Cunki aksi halde en az lBire € igin @ € C olurdu.

EgerF, € UcecC Ve FucF, ise en az bit € C icin F, € C oldugundan F, € C olur.
BuradanF, € UcecC elde  edili.  BerFyveF, € UcecC ise Fy € CveF, €

D olacak sekildeUccc C nin icerisindeC ve D esnek siizgecleri vardilC bir zincir
oldugundan yaC =D ya daD <C dir. Birinci durumdaF, n F, € D, ikinci durumda
Fyn F, € C olur. Sonug olaraé, N F, € UcecC  dir. HerD € C igin DcUcec €
oldugundanU¢gec € sinifi C igin bir Ust sinirdir. Zorn Lemma’dan dolagy bir U
maksimal elemanina sahiptir. Sonug olabiakF esnek stizgecini iceren bir esnek ultra

suzgegtir.

Onerme 3.9Her sonsuZ esnek kiimesi icinX (zerinde bir ' esnek serbest siizgeci

vardir.

Ispat: Onerme 3.8 dei lizerinde F Frechet siizgeci iceren bif ' esnek ultra stizgeci
vardir. Her birx € X icin X\{x} € F ve boyleceF ' esnek serbest siizgectir, ayni

zamandaf ' esnek nokta siizgeci degildir.

Esnek slzge¢c taniminin 2artindan dolayl esnek stzgecler arasindaki alt kime

bagintisinin sik kullanilan bir 6zedini elde ederiz.
Onerme 3.10 Fve G, X Uizerinde iki esnek siizge¢ olsyic G’ < F, € Ficin
Gg U F, olacaksekilde en az birG; € G'vardir.

Ispat: =) Eger F € F ise hipotezderGy € G’ var dyle ki Gz 0 F, oldugundan
F, € G dir. Boylelikle F < G dir.

0) Eger F, € FF ise hipotezdenF, € G dir. G° bostan farkli oldgundan en az bir

Gg € G vardir. Boylece F, N Gz olupG nin elemanidir.
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Onerme 3.11F, ve Gg, X in birer esnek alt kiimesi olmak uzerdy,[1c[Gg]<=

Ggc Fy.

Ispat:0) H. €[ F, ] veF,cGp ise hipotezdeiz < H, dir. Boylelikle H, €[ Gg ].
= )Diger taraftan hipotezde#,. €[ Gy | Oyle ki H-< F, dir. BudaH; €[ Gg ] i¢in
Ggc Ho oldugundanGgc F 4 dir.

Tanim 3.129,:X » Y esnek fonksiyonf,c X ve GzcY , FveG,XveY lzerinde

siraslyla iki esnek slizgeg olsufly. altindaF, nin géruntlsu,
Uy (Fy) = {9,(a):a € F4}, F nind,, altindaki gorintusd

,(F) = [V, (F):F € '] esnek suzge¢ olarak gosterilir. Bengekilde Gz nin 9,
altindaki ters goérintust 9, (Gg) = {x:9,(x) € Gg}, Gnin Y, altindaki ters

goruntusu
9,1(G) = [9,(G): F € 9,'(G)] esnek siizgeci olarak tanimlanir.

Onerme 3.13 F € Py olmak lizere Vp: X oY veﬁ'(pr: Y — Z esnek fonksiyonlar

olsun.
(9 09, )(F) =8, (', ()
ispat: Ky € (9,09, )(F) olsun.Kxo>(d, 09 ,)(He) = 9, (ﬁ'(pf( HC)), H.€F

9 (He) €9,y (F)=0, (9, (He)) € 8, (9',/(7)) elde edilir. Cunkigsnek
suizgecler kapsayan kiimeler altinda kapali @lddan Ky € 9,, (ﬁ'(pr(F)) dir.

Boylelikle @, 0 9", ) (F) <9, (19 '(p,(/:)) olur. Diger taraftan,

Ky €9, (a;,,m), He €9, (F) olup Ky29,(He). YaniF € F igin Heo9 ) (F)

ve Ky 2(9, 09',,)(F) dir. Buradan veKy € (9, 0 9',)(F) dir ve sonug olarak
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9, (9, () & By 09',)(F) olur,

Esnek kimeler Gzerindeki esnek suzgeclerden esnek kimelerin learteaypimi

Uzerindeki esnek slizgecini elde edebiliriz.

Tanim 3.14Her i € I icin, (X;) esnek kiimeler ailes{/",) de esnek siizgecler ailesi

ve (F,) € Py, olmak uzerd]X; Uzerindeki (F,) lerin esnek carpim stizgeci

[1F, = [[1F: F; € F, ] dir.

Topolojide genellikle verilen bir stizgecin bazi noktalara yakinsggnsamadi
incelenir. Yakinsak yapilar icermelemi altindadir. Bu yapilardan iki tanesini

veriyoruz.

Onerme 3.15F ve G, X Uzerinde iki esnek suizge¢ olsun. HErelemani ile helG’
elemani kesirse, H={F, N Gy : F, € F A Gz € G} esnek ailesiF veG" den daha

ince esnek suizgegtir.

Ispat: H esnek suizgecininX i igerip, @ yi icermedgi aciktir. H; ve H,, H a ait iki
esnek kiime olsun. O zam#@Qve F,, Gz ve Gy vardir 8yle ki H. = F, n Gz ve

H: = F, nGz dir.

FyNF, €EF ve GgN Gz €G ise H-N H; = (F,NGg) N (F4 NGg)
(FENF,) N (Gg N Gg) EH dr.

Eger H, € H ve Hoc K ise F, € F ve Gz € G icin F, N Ggc K, dir.

Boylelikle H esnek slzgectir. ger F, € F' ise F,c H, oldugundanF, = F, N X €
JF dir. Benzerekilde Gz < H. icin de bu yapilir.

Onerme 3.16 F, X (izerinde bir esnek siizge¢Ng=X olsun. BerF, ¢ Fise

G'={Gp: GgoF, — Fyn F, € F} esnek slizgecF den daha ince bir stizgectir.
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Ispat: F, — F, = ® ve FC F, olsun. F esnek siizge¢ olgundanF, € F hipotezimiz
ile celisir. O ylzdend ¢ G. Ayni sekildeX € G dir. G, € G' ve G, c G, ise bazF, € F

icin F, — F,c G,c G, oldugundanG, € G'dir.G, veG,, G ye ait olup baziF,,F, €
F icin Gy oF, — F, ve G,oF, — F, olup,

G, N G,o(F, —Fy)n(F,—F,) = (F,nF,) — F, € Gdir.
Boylelikle G"esnek siizgegtir. Sonug olarak, € F, F, — F,c F, oldugundan
F, € G dir. DolayisiylaG, F den daha incedir.

Onerme 3.17S, X in esnek alt kiimelerinin lgtan farkli bir esnek alt ailesi olsungé&
S nin her sonlu esnek alt sinifinin k@sii sonsuz is&X UzerindeS i icereceksekilde

en az bir esnek serbest sltizgeg vardir.

Ispat: F,X Uizerinde Frechet siizgeci olsuh.= { NS ®=S € S} esnek kiimeler
sinifi, Onerme 3.15 del'={F, NTs: F, € FATs € T } esnek stizgecF ve T den
daha incedir. Onerme 3.8 den dol&yi den ince birU esnek ultra siizgece sahiptir.
Herx € X icinX — {x} € F< G" olup U esnek nokta siizgeci gk bir esnek serbest

suizgectir.

Onerme 3.18 F esnek siizgec, U daX (izerinde bir esnek ultra siizgectir ancak ve

ancak hefF,cXicinyaF, €U ya X — F;, € U dur.

Ispat: U , X (izerinde bir esnek ultra siizge¢ olsun. Varsayalif,kiX ve F, ¢ U
olsun. Onerme 3.16 deW ={ V: VoU—-F, AU € U } esnek siizged) dandaha
incedir.U esnek ultra siizge¢ olgundanU=V dir. X € U oldugundansonug¢ olarak
X —F, €U dur.

Diger taraftan, hef,c X icin yaF, € U yaX—F, € U olsun. O zamanU, X
Uzerinde bir esnek stizge¢ olugdeU, V icinde olacaksekildeV € V var dyle kiV ¢
U dur. HipotezdenX -V eU ve X—-VeVolurama§—-V)nV =¢@ dir. Bu
nedenle,U nun herhangi bir esnek slizgecin iginde bulungasonucuna varilr. O

yuzdenU daX Uzerinde bir esnek ultra stizgectir.
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Bir esnek ultra stizge¢ sonlu kiimeler bir@ni iceriyorsa genel olarak, bu esnek
kiimelerden en az birini icermelidir; esnek kiimeler ayrik isenoan esnek ultra siizge¢
tam olarak bu esnek kimelerden birini icerir. Bengkilde esnek ultra siizgeclerin

sonlu kesjiim digsinda herhangi bir ince esnek siizge¢ bunlardan biri ile aynidir.

Onerme 3.19U, X (zerinde bir esnek ultra siizgec ive I icin (S;), X in esnek alt

kimelerinin bir sonlu sinifi olsungeérU S; e Uise en az bin € I igin S; € U olur.

Ispat: Tumevarim yontemi ile ispatimizi yapaliif, ve S;, U ya ait dgilse X —
SoveX —S; € U olur. Dolayisiyla X — (S, US;) = (X —S,) n (X —5,) € U olup,
SoUS; € U hipotezi ile c¢ekir. O yuzden |I| =2 i¢in dogrudur n>2 olmak
uzere|l| =n + 1 igin dogruluguna bakalim.|]I| =n ise (5; U ..US,)EU dur. O

zaman |I| =n+ 1 i¢in hipotezden

(S1V..US,)U S,41 €U dur. Ber S,,;; € Uise(S; U ...US,)e U olur. Dolayisiyla

timevarimdan en az birdlk < nicin S, € U olur.

Onerme 3.20(U;), X tzerinde esnek siizgeglerin bir sonlu ailesi olsger &, N;¢; U;

den daha ince esnek ultra siizgeg ise en az ®if igin V =U; dir.

Ispat: Eger heri €1 icin V #U; ise heri €1 icin X — U; € V olacaksekilde en az
bir U; € U; vardir.

X—-UU; =nX—-U;) €V, bundan dolayl dau U; ¢V olur. Ama heri €[ igcin U
U; € U; oldugundanu U; eu U; 7V olur. Bu durumn U; ¢ V olmasi ile ¢cekir. O
halde en az bire I icin V=U; dir.

X ={a,b,c,d} olduzunda, X Uzerindeki esnek ultra slizgegler sadece esnek nokta
suzgecleridir. Dier tim esnek sizgecler esnek atomik stizgectirX Bin bir 6zellgi

degil, daha ziyade butin sonlu kiimeler icin de gegerlidir.

Onerme 3.21U esnek ultra stizge¢ olsungd® U bir sonlu esnek kiime iceriyor isé

bir esnek nokta siizgecidir.

Ispat: F4, U icinde en kiigiik sonlu esnek kiime olsupei, cF, ise Gz & U dir.

Buradan,
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V = {V:VoU — Gz AU € U} esnekslizgeci, U dan daha ince bir esnek slizgedtlr.

esnek ultra stizgeg olgundan U =V dir. Ozellikle F, — Gz € U dur. Ama

|Fy — Ggl = |F4] — |Gg| < |F4l, buF, in U iginde en kiigiik sonlu esnek kiime kabul
etmemizle ters difii. Boylelikle F, ya bg esnek ya da tek elemanli esnek kiimedir.
F, bos esnek olamayagadanF, tek elemanl esnek kiimedir ve bu neddnlesnek

nokta slizgectir.

Onerme 3.22 Sonlu bir esnek kime de, her esnek ultra siizgec bir esnek nokta

suzgegtir.

Ispat: U, X sonlu esnek kiimesi {izerinde bir esnek ultra siizge¢ akkenlU ve

Onerme 3.16 ded bir esnek nokta stizgectir.
Onerme 3.23Sonlu bir esnek kiime de, her esnek siizge¢ bir esnek atomik stizgectir.

Ispat: X sonlu esnek kiimesi lizerinde bir esnek siizgec olsuR, F icinde en kiigiik
esnek kime olsun. gd&r Gz € ' ama F,zGg degil ise |F, N Gg| < |F4| olur.
DolayisiylaF, N Gg € Folur. Bu durun¥, nin en kicuk kime olmasiyla c¢aili

BoyleceF,c Gy olur.Sonug olarakf = [F,4] dir.

Her esnek silizgec onu iceren tum esnek ultra stzgeclerginkdsi Sonuc olarak
sonsuz bir kiime Uzerindeki tim esnek serbest sizgecleriginkesisnek Frechet

suzgegtir.
Onerme 3.24Her esnek slizge¢ onu iceren tim esnek ultra siizgeclerimkdai

Ispat: F, X uzerinde esnek siizgec ve her I icin (U;), F yi iceren tim esnek ultra
suizgeclerin ailesi olsun. Burada U; O ' oldugunu gosterelim. Aksine olarak U; [
JF ise 0 zaman en az bif € n U; vardir ama herhangi bR, € F'yi icermez.O halde
G ={Gg:GgoF,— UnF, € F }kiimesif den daha ince esnek slizgectigeEV,
G den daha ince isg” den de daha ince esnek bir ultra stizgeggolddan en az bir
ielicinV=U; dir. AmaF,— U nunveU,U; nin elemani oldgundan bu durum

mimkun dgildir. O yizdenn U; O F dir.
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Onerme 3.25Eger X bir sonsuz esnek kiime iséiizerindeki tim esnek serbest

suzgeclerin kesimi esnek Frechet siizgectir.

Ispat: i € I icin (Ui), X uzerinde tim esnek serbest siizgegclerinin ailesFvasnek
Frechet slizgec olsuitk 6nce Fcn U; yi gosterelim. Aksine olarak baze I igin F
0 U; oldugunu kabul edersek en az bbjy € f' esnek kimedu; nin elemani dgldir.
DolayisiylaX — F, € U; dir. AncakX — F, sonlu oldgundan U; nin esnek nokta
suzgeci olmasini gerektirir. Bu duruby nin esnek serbest olma kabull ile geli
Sonug olarakFcn U; dir.

Diger taraftann U; < F oldugunu gdsterelim. Aksine olaralger N U; < F ise, her
bir U; nin en az birtU elemani vardir kiU ¢ F dir. O halde,G'={Gg : GgoF, —
UAF, € F} kimesjF den daha ince esnek suizgegtigeEV, G° den daha ince
esnek bir ultra stzgec igeé den daha incedir. Dolayisiyfa bir serbest stizgectir. O
halde en az bir e I icinV = U; elde edilir. Burada/ € V olur. Bu durum mumkudn
degildir. Cunki X — U € V dir. Sonug olaraky U; c F dir.
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BOLUM 4
ESNEK YAKINSAKLIK UZAYLARI

Cartan’in[9] suzgecleri tanimlamasindan 10 yil sonra Choquet[10] buarkavr
yakinsaklik uzaylarini gelirmek icin kullandi. Topolojik uzaylardan farkli olarak
yakinsaklik uzaylari Kartezyen kapali kategori sblaurlar ve topolojik uzaylar

yakinsaklik uzaylarin bir dolgun alt kategorisidirler.

Bir esnek kiime Uzerindeki esnek yakinsaklik uzayi, her bir esnek noktmresnek
suzgecler sinifi ile giestirilmesidir 6yle ki bu siniflardan her biri ters icerme \anlsi

esnek kesim altinda kapali olup esnek nokta siizgecini igerir.
4.1 Esnek Yakinsaklik Tanimi

Tanim 4.1 X bir esnek kiime olsun. Bir esnek yakinsaklik yapidizerindeki tim
esnek slizgecler i arasinda bit : Py — X bagintisidir dyle ki herx € X, Fve G'€
Py icin

1. [x]{x,
2. FlxveFcGiseGlx,
3. FlxveGlx iseFnGlx.

sartlari sglanir. Bir X esnek kiimesi ve bir esnek yakinsaklik yapisinin giurdusu
(X,1) siral ikilisine bir esnek yakinsaklik uzayi denir. Karma durumu yoksaX, 1)
esnek yakinsaklik yapisitii olarak gostere@gz. f' | x ifadesini de ' ,x e esnek

noktasina esnek yakinsiyor diye okuruz.

Pek cok esnek yakinsaklik yapi kavrami vardir. Mesela, esnek yakkngagisinin
sonlu esnek kegm 6zelligini sgglamasi gerekmiyor. Bu sonlu esnek kasi 6zelligi

sglamasi gerekmeyen uzaylara esnek gesteileni s yakinsaklik uzay denir.

Ornek 4.2 X = {x;,x,,x3} esnek evrensel kunme = {e,} parametrelerin kiimesi

olsun.(X, E) Uzerindeki esnek stizgeclerin s,
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Px = {[{(er, 1D} = F, [{(en, {x2DI = F,, [{(en, {xs DY = F3 {X3
= Follen {xy, 021, X} = Fo, {(er, {x1, x3}), X3} = i, {(e1, {x2, x3}), X}
=J}

X Uzerindeki esnek yakinsaklik yapisa@adakisartlari sglayacaksekilde olsun.
Fl(en{xiPef{len ix, x D} EF
Fl(en{x)) = (e {x2, x3 1)} € F

F (e {xsh={(en {xs)} €F

{X}ve [e1{ x1.x3})] esnek stizgecleri esnek yakinsalgittér.

Ornek 4.3 Reel algiimis esnek topolojik uzay! giinelim. Her x € R i¢in U,, x in
tum esnek komguluklarinin kiimesi olsunR esnek yakinsaklik yapisingdeger
FlxeFoU,.

4.2 Esnek Sireklilik ve Esnek Limit

Esnek surekli fonksiyonlar yapiyr korurlar. Mesel® de bir esnek fonksiyon bir
noktada esnek sureklidir ancak ve ancak bu esnek fonksiyon agkfaardlorur. Yani

bir esnek noktanin goéruntisini iceren her esnek acik aralik icin kdmesinde bir
esnek aclk aralik vardir 6yle ki bu agah gortintist esnek fonksiyon altindakgele
kimesindeki acik ara@lin icine diger ve noktay icerir. Esnek topolojik uzayin acik
kimeleri R nin esnek acik araliklarini gensgliediginden esnek topolojik uzay
arasindaki bir esnek fonksiyon bir noktada esnek sireklidir ancakcak & esnek
fonksiyon acik kiimeleri korur. Bla bir deysle bir esnek noktanin gérinttsini iceren
her esnek acik kiime icin tanim kimesinde bir acik kime vardir oybel lasnek
fonksiyon bu kiimeyi deer kimesindeki agik kiimenin igine goturir ve esnek noktayi
icerir. Esnek yakinsaklik uzayl arasindaki esnek surekli fonksiyoadaryapiyi
korumalarina rgmen bu durum ters goérintlyle olmaz. Bir esnek slrekli fonksiyon

altinda yakinsak stizgecin gortintisi yine bir esnek yakinsak stizgec olur.
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Tanim 4.2.1XveY esnek yakinsaklik uzaylari ve€ X olsund, : X - Y esnek
fonksiyonu x noktasinda esnek sureklidir ancak ve an&akizerindeki her F esnek

suzgeci iciy" L x ikenY de 9,(F) | 9,(x) e esnek yakinsar.

Teorem 4.2.2X veY esnek yakinsaklik uzaylaisun.d, : X — Y fonksiyonu esnek
sureklidir ancak ve ancale € X e esnek yakinsayan hgr esnek slizgeci icii de

9,(x) e esnek yakinsayan en az Giresnek siizgeci vardir 6yle ki nin her G

elemant iciry” de birF, elemani vardir dyle ki, (F,) U Gz dir.

Ispat: =) x € X e esnek yakinsayan hgf esnek siizgeci icilf ded,(x) e esnek
yakinsayan en az bi¥ esnek stizgeci vardir 6yle ®inin her Gz elemani icinF de bir

F, elemani vardir 6yle kid, (F,) O Gz dir.

Gp €G', en az birF, € F igin 9,(F,) O G olduundand,,(F,) € 9,,(F) dyle ki
Gp € 9,(F) dir. Béylelikle G'c9,(F) ve bu nedenl¢ ded,(F), 9,(x) e esnek

yakinsar. O ylzderd, esnek sureklidir.

0) x € X e esnek yakinsayan hg¢resnek siizgeci olsun Ye ded,, (f), 9, (x) e esnek

yakinsasin. Ayricatz € 9,(F) oldugundan istediimiz gibi 9,(F,) O Gg olur.

Onerme 4.2.3X ,Y veZ esnek yakinsaklik uzaylaolsun.9, : X > Y vedg: X - Z

esnek fonksiyonlari esnek surekli o 9, de esnek sireklidir.

Ispat: X tizerindeF | x olsun. HipotezderY de Yy, () L 9,(x) dir. Bu ylizdenZ de

99 (0, (7)) L 99(9,(x)) olur. Buna edeser Zde (9909,)(F) ! (9909,)(x) dir.

Boylelikle 950 9, de esnek sureklidir.

Tanim 4.2.4 XwveY esnek yakinsakliklik uzaylari olsun.d, : X - Y esnek
fonksiyonu bir esnek homeomorfizmadir ancak ve anc@k birebir, orten, esnek
surekli ve 9, = de esnek sirekli olmasidir. Bu esnek uzaylar kendileri homeomorfik

ise aralarinda bir esnek homeomorfizma vardir. Bir esnek otamafi bir esnek
yakinsakliklik uzayindan kendisine tanimli esnek homeomorfizmdir X vesnek

yakinsaklik uzayi Uzerindeki butin esnek otomorfizmalarin kimdsit(X) ile
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gosterilir. Eger bir esnek yakinsaklik uzayi tzerinde birim fonksiyondan farkli esnek

otomorfizmler de varsa bu esnek uzaya esnek homojen uzay denir.

Onerme 4.2.5X veY esnek yakinsaklik uzaylari V&, : X > Y esnek fonksiyonu
birebir, érten olsun.d,, bir esnek homeomorfizmdir ancak ve ancékie /| x iken

Yded, (F) 19, (x) dir.

Ispat:0) X de Flx ikenY ded, (F) {9, (x) oldugundand,, esnek stireklidir. Y

de 9, (F) | 9, (x) ikenX de F | x oldugundany de 9, (9, "*(M) =F,

x =19, (19(,, ‘1(x)) oldugundan 9, “'(F) L 9, “*(x) olur. Béyleced,, ve 19(,,"1

esnek sirekli, birebir 6rten olgundan®,, ~*(x) olur. ¥, esnek homeomorfizmdir .

=) ¥, esnek surekli oldtundan X de flx iken Yded, (F)ld, (x) olur.
Tersindend,, ~' esnek sirekli oldiundany de Flx ise X ded, ~*(F) {9, ~'(x)

dir. Buradany de 9, (F) { 9, (x) iken X de f =49, ~* (19(,, (F)),ﬁ(p -1 (19(,, (x))= X

noktasina esnek yakinsar.

Tanim 4.2.6 X veY esnek yakinsaklik uzaylary,, : X - Y esnek kismi fonksiyon

ve peE X olsun.d, nin p noktasindaki esnek limiti € Y dyle ki 9, ,; : X > Y
tanimlarsak
l, egerx =p -
Vg p1(x) = {19<p (), diger durumlar p de esnek surekli

l =lim,_,, f(x) her zaman tektir ve gér durumlarda is€ € lim,_,, ¥, (x) dir.

4.3 Esnek Acik Kiime ve Esnek Kapali Kiime

Bir topolojik uzayin temel nesneleri esnek acik kimelerdir. Bunairkdnr esnek
yakinsak uzay hakkinda bilgi verebilmek icin esnek slizgeclerin hmakgaya esnek
yakinsadiina bakmallyiz. Bunun sonucunda esnek yakinsak uzaylarla ilgili
calismalarda esnek suizgecgler esnek acgik kiimelerin 6nemini gerider.bBakunla
birlikte esnek korsuluklarin 6zel bir hali olan esnek acik kiimeler pretopolojik uzaylari

incelerken 6nemlidir. Esnek kapali kiimeler de mereoloji kavrami icin dnemlidir.
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Tanim 4.3.1 X bir esnek yakinsaklik uzayl olsun. Here X icin esnek komuluk

slizgeci

Ny=n{FeP:Flx}

Her N,, x in bir esnek kogulugudur. Bir kiime esnek aciktir ancak ve ancak o kiime

her bir elemaninin bir esnek kenhugudur.

Tanim 4.3.2 X bir esnek yakinsaklik uzay! olsui. in bir F, alt kimesinin esnek

kapans!
cl(F) ={xeX: @N(FlxveF,eF)}
kuimesidir. Bir F, kiimesi esnek kapalidir ancak ve ancakr,) = F.

Eger esnek yakinsaklik uzayi topolojik uzay ise Tanim 4.3.1 ve 4.3.2 bilinen esnek
topolojik kavramlarla cakir. Tanim 4.3.2 verilmy olan esnek kapanitanimi,
Kuratowski esnek kapanaksiyomlarinin tamamini gamaz. Ozellikle bu kapapes

glcli deildir. Bunun sonucunda bazi yazarlar bir alt kimenin esnek kapiankli
sekilde ifade etmylerdir. Onerme 4.3.3, 4.3.4, 4.3.5 de Kuratowski aksiyomlarinin
saglandgini gosterir. Ornek 4.3.6 de bu esnek kagares glcli olmadgini gosterir.

Onerme 4.3.3Esnek bg kiime esnek kapalidir.

Ispat: Egerx € cI(®) olsaydi en az bi yi iceren,x e esnek yakinsayan esnek siizgec
olurdu. Fakat hicbir esnek stzgécyi icermez. O yuzden € cl(D) ve cl(D) = O
dir.

Onerme 4.3.4 X bir esnek yakinsaklik uzayr olmak uzereggere F, cX ise

F, ccl(F,) drr.

Ispat: Eser x € F, ve F, € [x] , bu [x] esnek nokta siizgeai e esnek yakinsar.

Boylece x € cl(F,) dir.

Onerme 4.3.5 Eger F, ve Gy esnek kiimeleX esnek yakinsaklik uzayinin esnek alt

kimeleri ise
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cl(F4 U Gg) = cl(Fy) U cl(Gp)

ispat: Eger x € cl(F, U Gg) ve F, UGy i igeren J esnek siizgecix e esnek

yakinsasin. ger F, € F ise x € cl(F,)ccl(F,) U cl(Gg) olur.

Eger F, & F ise G={Gg : Gg oF, — F; AF, € F} esnek siizgedi den daha ince bir

esnek slizgegtir.

(Fy U Gg) — F,c Gy oldugundan Gy € G dir. GoF ise G'lLx olur ve bu yiizden
x € cl(Gg)ccl(Fy) U cl(G) dir. Dolayistylacl(F, U Gg)ccl(Fy) U cl(Gg)

Diger taraftan x € cl(F,) Ucl(Gg) oldusunu kabul edelim. ger x € cl(F,) ise
F, esnek kiimesini iceren ver e yakinsayan en az bjf esnek siizgesiardir.
F,cF, U Gg oldusundanF, U Gz € F dir. Béylece x € cl(F, U Gy) elde edilir.
Benzer olarak x € cl(Gy) icinde bu boyledir. O haldex € cI(F, U Gg) olur.
Dolayisiyla  cl(F,) U cl(Gg)ccl(F, U Gg)  oldugundan cl(F, U Gg) = cl(F,) U
cl(Gy) dir.

Ornek 4.3.6 Y = {x;,x,,x3} esnek evrensel kime = {e,} parametrelerin kiimesi

olsun.(Y, E) iizerindeki esnek yakinsaklik yapisi
Fl(en{xmp)e{len{x, x D} €F
Fl(en{x)={(en {xo,x3 D} EF
Fl(en{xs)={(en, {xsh}y eF

sartlarini sglayacaksekilde olsun. Bu uzayin basit olmayan hi¢c esnek agik ve esnek
kapall kiimesi yokturcl(cl({(ey, {x1)})) = cl({(e1, {x1,x3})}) =Y, Tanim 4.3.2 de
verilen kapary operatori Katetov kapanioperatorii olarak adlandirilir ve esnek

topolojik uzaylarindaki Kuratowski operatort ile farkhdir.

Esnek topolojik uzaylarda ol@u gibi bir esnek yakinsaklik uzayinin bir acik esnek alt

kimesinin tumleyeni esnek kapalidir ve bir esnek kapali kiimenin timlegaek
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aciktir. Ayrica, be kiime ve esnek yakinsaklik uzayr hem esnek acik hem de esnek

kapalidir.

Onerme 4.3.7Eger X bir esnek yakinsaklik uzay: is€,cX esnek aciktir ancak ve

ancak X — F, esnek kapalidir.

ispat: <) Biz F, esnek acik kime di#se X —F, esnek kapali olmagni
gosterecgiz. Eger F, esnek acik dglse en az birx € F, ve F € P(X) esnek siizgeci

icin 7 | x amaF, ¢ F elde edilir. Boylelikle

G ={Gy:Gyg OF,—F,AF, € F} esnek suizgecX — F, yiiceren vef den daha
ince olan bir esnek slizgecti®, // den daha ince olgu icin x e esnek yakinsar.
Boylece x € cl(X — F,) dir. x & cl(X—F,) oldusundanX —F, esnek kapall
desildir.

—=)Eger y € cl(X — FA) ise X — F, yi iceren vey ye esnek yakinsayan bjf esnek
suzgecvardir. O halde F, ¢ F olur. Aksi halde® = (X — F,) N F, € F olurdu.
Hipotezdeny ¢ F, oldusundan y € X — F, elde edilir. Dolayisiyla X — F,esnek
kapalidir.

Onerme 4.3.8Eger X bir esnek yakinsaklik uzayi is® ve X hem esnek kapall hem

esnek aciktir.

Ispat: Onerme 4.3.3 den bkiime esnek kapalidir ve Onerme 4.3.7 derXisesnek

aciktir.

Esnek be kiimenin hig¢bir elemani olmagindan her elemaninin bir kgolugu oldusu

aciktir. Dolayisiyla esnek bd&iime aciktir ve Onerm&3.7den deX kapalidir.

Esnek acik ve kapali kiimeler gibi, esnek koluwk ve kapary kavramlari da timleyen
kavramiyla ilgkilidir. Bir noktanin esnek koguluklari timleyeninin kapagn o noktayi

icermeyen esnek kiimelerdir.

Onerme 4.3.9Bir X esnek yakinsaklik uzayl véc X olsun.N,x € X in bir esnek

komsulugudur ancak ve ancak ¢ cl(X — N).

52



ispat: &) Karsit ters yontemini kullanalim. g&r N,x in bir esnek kosulugu desil

ise, en az birx e esnek yakinsayan fakiiityi icermeyen birF esnek siizgeci vardir.

G ={Gy: Gg O F, — NAF, € F}, F den daha ince bir esnek siizge¢ glthdanG | x
dir. X — N € G oldugundanx € cl(X — N) olur.

=)Karsit ters yontemiyle ispatlayalim.gér x € cl(X — N) ise, en az birx e esnek
yakinsayan veX — N igiren bir F esnek siizgeci vard¥.n (X — N) = ® oldusundan
N ¢ F. Boylelikle N,x in bir esnek kogulugu desildir. x € cI(X — N) iken N,x in

bir esnek korsulugu dezildir. Bu ylizden isted@imizi ispatlams oluruz.

Normalde esnek topolojik uzaylardg, : X —» Y esnek sureklidir ancak ve ancak

deki her agiinin esnek ters goérintisi dé de aciktir. Ancak esnek yakinsaklik
uzaylarda acikfiin esnek ters goruntu altinda korunmasi esnek sureklilik icin gerekl

sarttir ama yeterlgart degildir.

Onerme 4.3.10 X veY esnek yakinsaklik uzaylari olsuf), : X — Y esnek surekli ise

Y deki her esnek agg icin 9, “'(U),X de esnek agiktir.

Ispat: x € 9, " (V) ised,, (x) €9, (9, "*(U))cU. X deF | x, hipotezdeny,, (F) |
Y,(x). U,Y de esnek acik is&/ € 9, (/) olur. Bu da oyle birV € /' vardir ki
9, V)cU dur. BoylelikleVcd, ~'(U) € F olur. O zaman X de 9, "' (U) esnek

aciktir.

Onerme 4.3.11 XveY esnek yakinsaklik uzayi olsufi, : X - Y esnek surekl,
9, ~*(V), X de esnek kapali is# , Y icinde esnek kapalidir.

Ispat: Varsayalim ki V,Y icinde esnek kapall olsuir.—V,Y icinde esnek acik ve
X—=9, (V) =9, '(Y -V),X icinde esnek aciktir. Boyleag, ~'(V),X de esnek
aciktir.

Ornek 4.3.12 Onerme 4.3.11 in tersi g desildir. Ornek 4.3.6 dakiY esnek
yakinsaklik uzayinin btan farkli esnek acgik kimesi kendisidir. (0,1) de tanimlanan

Y, : Y - Y vyidikkate alalimd, in altindaki her gorintl de esnek agiktir. Bu esnek

fonksiyon [0l 2 iken esnek surekli gddir ama 9, ([0]) = [1] iken 2 ye esnek
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yakinsak dgildir. Y de toplam 6 tane esnek surekli fonksiyon ve esnekslizde
fonksiyonu olarak (0,1,2) ve (0,2,1) vardir. Bu fonksiyonlarin son 3 inde esnek

otomorfizma vardir ve boylelikl¢ esnek homojen alandir.

Onerme 4.3.139,, : X - Y esnek surekli, heF,cX icin 9, (cl(F/;))_ccl(ﬁ(p (Fa)

Ispat: y € 9, (cl(F,{)),x € cl(F,)icin 9, (x) =y dir. x € cl(F,), Fy daF stizgeci
x e yakinsar. Boylelikled,, (F,) €9, (F) ve hipotezdend,, (/) | y olur. Boylece

y € cl(¥, (F,)) dur.

Simdi bazi bilinen esnek yakinsaklik yapisi tiplerinden bahsgidedk olarak, esnek
baslangi¢c yakinsaklik yapisi ve bunun 6zel hali olan esnek alt uzay vk earmm
yakinsaklik yapilarindan bahsedg@eze Daha sonra da, esnek topolojik, esnek
pretopolojik ve esnek pseudotopolojik uzaylari incelegeceBunlar birbirleriyle
yakindan ilgkili uzaylardir. Cinki her esnek topolojik uzay esnek pretopolojik uzay
ve her esnek pretopolojik uzayda bir esnek pseudotopolojik uzaydir. Esnek
pseudotopolojik uzaylar 6zellikle ilgingtir. Son olarak, esnek ayrik srele ayrik

olmayan yakinsaklik yapilarini inceleygce
4.4 Esnek Balangi¢ Yakinsaklik Yapisi

Tanim 4.4.1X bir esnek kime(X;);e; esnek yakinsaklik uzaylarin sinifidg, : X -
X; ise esnek fonksiyonlarin bir ailesi olsufy. lere gore X lzerindeki esnek angi¢

yakinsaklik yapisi,
Flxe9, (F) 19, (x), i€1
seklinde tanimlanir.

Bir esnek fonksiyon ailesi tarafindan Ureti$mesnek bgangic yakinsaklik uzayina
tanimh esnek fonksiyonun esnek sirekli olabilmesi icin fonksiyonbile ailenin

elemanlarinin bilgkesinin esnek sirekli olmasi yeterlidir.

Onerme 4.4.2 (X;);e; esnek yakinsaklik uzaylarinin sinifi #g : X - X; ise esnek
fonksiyonlarin ailesi ,X esnek bglangi¢c yakinsaklik yapisK 9,,)ie; esnek
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fonksiyonlarindan elde edilmblsun. Bir 94: Y — X esnek fonksiyonu sureklidir ancak

ve ancak her € I igin 9,09y esnek fonksiyonu da streklidir.

Ispat: <)Eger Y de Fl yise her biri € I igin X; de(ﬁ(piio 199) () L (95,0 9) ()
dir. Buna denk olarak 9,,(95(F)) | 9y, (9e(»)) dir. X,(f)ieg  esnek

fonksiyonlarindan elde edilmi esnek bgangic yakinsaklik yapisina sahip

oldugundan gy (F) | 94 (y) dir. Boyleced, esnek sureklidir.
=)Her bird,, esnek surekli is&d, 09y de esnek streklidir.

Esnek alt uzay yakinsaklik yapisi ve esnek carpim yakinsakligi yapnek bdangic
yakinsaklik yapilarinin iki taraddr. Esnek alt uzay yakinsaklik yapisi esnek
yakinsaklik uzayinin bir alt esnek kiimesine tanimli icerme fonksiyoesmek surekli
yapan en kaba esnek yakinsaklik yapisidir. Aggkilde, esnek carpim yakinsaklik
yapisi, esnek yakinsaklik uzaylarinin Kartezyen carpimlari Gzerizdésim

fonksiyonlarini esnek surekli yapan en kaba esnek yakinsaklik yapisidir.

Tanim 4.4.3X bir esnek yakinsaklik uzay! Yec X olsun.Y Gzerindeki esnek alt uzay
yakinsaklik yapisi,Y Uzerinde::Y — X esnek icerme fonksiyonuna goére esnek

baslangi¢ yakinsaklik yapisidir.

Tanim 4.4.4 (X;);e; esnek yakinsaklik uzaylarinin bir sinifi olspile; X; Uzerindeki
esnek carpim yakinsaklik yapisit;: [[;¢;X; = X; izdisUm fonksiyonlarina goére

[lie; X; Uzerindeki esnek Bngi¢ yakinsaklik yapisidir.

Bazi durumlarda bir esnek uzayiska bir esnek uzayin icine yegtemek isteriz. Bu
istegi gergeklgtirmek igin aldgimiz esnek uzayin gerinin bir esnek alt uzayina esnek
homeomorfik oldgunu géstermemiz gerekir. Bu esnek homeomorfizme esnek gémme

adi verilir.

Tanim 4.4.5Bir e : X - Y esnek fonksiyonu birebirdir ancak ve anc&kve e(X)

esnek homeomorfik ikea : X — Y esnek fonksiyonu birebirdir.

Bir X esnek yakinsaklik uzayinddhesnek yakinsaklik uzaylnfq,,i esnek gbmmeler
ailesi verildginde[[; X — [I;Y seklinde bir 6rten gdmme ga edilebilir.
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Onerme 4.4.6 X veY bir esnek yakinsaklik uzaylafijndeks kiimesi ve

;i [lieg X = X vep;:[lieY =Y izdlsim fonksiyonlari olsun. Heri € I igin eger

'9<Pi : X - Y bir esnek gomme ise hdre I vep € [[; X icin 9,: [[; X - [[;Y esnek

fonksiyonup; (ﬂq, (p)) = ﬂwi(”i(p)) seklinde tanimlanan bir esnek gémmedir.

Ispat: Y, nin birebir oldgunu gosterelim. Varsayalim ki bapj q € []; X igin

9,(p) = 9,,(q). Bunun tzerind,, (m:(p)) = pi (9 (1)) = pi (95 (@) = 9, (m:(@)).

Her bir ﬂfl’i birebir old@gundanm; (p) = m;(g) olur ve dolayisiylap = q olur.

Y, nin esnek surekli oldinu gosterelim. Varsayalim kiF, [[;X de p ye esnek

yakinsasin. Boylece hare licinm;(F),X de m;(p) e esnek yakinsar. Her biﬁ(pi
esnek sirekli oldgundan heri € I icin p; (ﬁ(p(F)):ﬂ(pi(ni(F)) esnek siizgeci

'9<Pi(”i(p)) =p; (19(p(p)) e esnek yakinsar. Boyleliklé, (7), 9, (p) ye esnek yakinsar.

194,‘1 nin esnek sirekli oldwnu gosterelim. Varsayalim kG, 9,([1;X) deq

noktasina esnek yakinsasin. O zaman iher icin  p;(G), Y de p;(q) ya esnek

yakinsar. Goruluyor ki hare I icin
7 (95,71(0)) = 95 By, (T (0 @) = 07 (i (9,7(@)))

=3y, (Pi(9))

Her 19(,,1,_1 esnek sirekli oldiundan heri € I icin m; (194,‘1(6”)) = 19(pi_1(pl-(G))

esnek stizgeci

9 (Pi(@) = m; (19(p_1(q)) esnek noktasina esnek vyakinsar. Sonug olarak

9, (@), 9, '(q) aesnek yakinsar.

Sonug olarak Onerme 4.4.6 dah esnek homojen olgundan [[;H da esnek

homojendir.
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Onerme 4.4.7 EgerH esnek homojen uzay veindeks kiimesi ise[[;H da esnek

homojen uzaydir.

Ispat: Eger x,y € [[;H ise her i€licin ﬁ(pi:H — H bir esnek otomorfizm
dontsumu vardir 6yle ki, (m;(x)) = (m;(y)). Onerme 4.4.6 dan bir heE I vep €
[ xigin  9,: [[;H->I[;H olmak uzere m;(9,(p)) = 9y (mi(p))  seklinde
tanimlanan fonksiyon bir esnek gémmedir. Iﬂgg bir esnek otomorfizm oldiwndan
9, de bir esnek otomorfizmdir. Here I igin m;(9,(x)) = 9y (m:(x)) = 7, ()
oldugundand,, (x) = y dir. Boylecey,,, x deny ye bir esnek otomorfizm dégiimudr.

O halde[[; H da esnek homojendir.

Surekli esnek homojen vyapilarinin ilging bir 0zgllide deer kimesine esnek

homeomorf olan bir esnek alt uzaya sahip olmasidir.

Onerme 4.4.8Eger XveY bir esnek yakinsaklik uzaylar ig¥X,Y),Y de esnek

goémaluddar.

Ispat: Her y €Y iginy : X - Y esnek fonksiyonu her € X icin y(x) = y seklinde
tanimlansing:Y — C(X,Y) esnek fonksiyonu 6(y) = ¥ tanimlansin 8 nin birebir

oldugu agiktir.Simdi Y ve 6(Y) in esnek homeomorfik olgunu gosteregaz.

6 nin esnek surekli oldwnu gosterelim. Varsayallm K de A ,y noktasina esnek
yakinsasin v&( de B,x esnek noktasina esnek yakinsasgiere, € A ise herG, € B
icin F,= 0( F,) - Gg € 6(A) - Gy olur. Dolayisiyla ALl §(A) -B  oldusundang(A) -B
stizgeciy = ¥(x) = (6(y))(x) esnek noktasina esnek yakinsar. Sonug ole(ak

esnek stizged(y) esnek noktasina esnek yakinsar.

Simdi 871 nin esnek surekli oldiwnu gostermek icinF esnek slizgecinind(Y) de
y esnek noktasina esnek yakingaui kabul edelim. Ber G esnek slizgect esnek
noktasina esnek yakinsiyorga G, Y de y(x) = y esnek noktasina esnek yakinsar.

AyricaezserH, € - G ise F, € F veGyz € G vardir oyle ki

F,-Gg cHcolur. Fy-Gg = 07 Y(F,) € 671(F) oldusundanH, € 671(F) olup
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F -G <O 1(F) olur. Sonug olarak~!(F) esnek slizgecj; = 6~1(y) esnek noktasina

esnek yakinsar.
4.5 Esnek Topolojik Yakinsaklik Yapisi

Tanim 4.5.1( X ,T ) bir esnek topolojik uzay olsun. Hare X veU, isex in tim
esnek topolojik komuluklarin sinifi olsunX Gzerindeki esnek topolojik yakinsaklik

yapisisOyle tanimlanir;
FlxeFoU, .

Bir esnek yakinsaklik uzayl esnek topolojiktir ancak ve ancak esnek tkpoloj
yakinsaklik yapisina sahiptir. Her esnek topolojik uzay bir esnek tdpetaiinsaklik
uzaydir. Bunu gostermek icinger ( X , T ) bir esnek topolojik uzay véX,!) buna
karsilik gelen esnek topolojik yakinsaklik uzay ige€ T ancak ve ancakl esnek
aciktir; yani( X ,T ) nunve (X,1) un esnek acik kiimeleri aynidir. Béylece, bir esnek
topolojik yakinsaklik uzayr elde edilmesine yol acan esnek topolojigiklaa

tarafindan tanimlanir.

Ornek 4.5.2 Bir esnek yakinsaklik uzayinin esnek topolojik uzay olmasi gerekmez.
Ornek 4.3.6 dakl’ esnek yakinsaklik uzayinin bir esnek topolojik yakinsaklik uzayi
oldugunu kabul edelim. YaniL esnek yakinsaklik yapisini veregekilde birT esnek

topolojisinin varlgini kabul edelim. Buradan

Uop = [{(e1, {x1, x2})}] veU; = [{(e1, {xz,x3})}] olur. Boylece {,{x;, x;})} ve
{(ey, {x2,x3})} esnek kiumeleri T ya ait olmalidir. Dolayisiyld(e;, {x,})} esnek

kimesi deT ya ait olmalidir. O hald€{(ey, {x,})} € U; olur; ama{(e;,{x,})} &
[{(e1, {x2,x3}}]. Bundan dolay¥ esnek topolojik yakinsaklik uzay gielir.

Tanim 4.2.1 in esnek surekgiigenellatirdigini dogrulayac&z.

Onerme 4.5.3X veY esnek topolojik yakinsaklik uzaylari olsun. Bip: X - Y esnek
fonksiyonu sureklidir ancak ve ancdk Y de esnek acik olcgundanﬁq,‘l(U) da X

de esnek aciktir.

Ispat: =) istenilen sonu¢ Onerme 2.47 den agiktir.
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O)Eger Fl xiseF o U, dir. Eger U € Us () ise U,Y de birV esnek a@ini kapsar
ve Y,(x) i icerir. Hipotezden dolaylX de ﬁ(p‘l(V) esnek agiktir.d,(x) €V
oldugundan  x €9, '(V) dir. Buradan da 9, (V)€ U, olur.
Gunki 9, '(V)cd, '(U) olur. Buradan 9, '(U) € U, elde edilir.
19¢(19¢_1(U))QU oldwsundan U € 9, (U,)c 9,(f) sonucuna variriz; boylece
Usp(x) S9,(F) ve 9,(F) | 9,(x) dir. Sonug olarakd,, esnek streklidir.

Esnek topolojik yakinsaklik yapisi esnek homeomorfizmler tarafindan korunur.

Onerme 4.5.4Bir esnek topolojik uzaya esnek homeomorf olan her esnek yakinsaklik

uzayi esnek topolojik yakinsaklik uzayidir.

Ispat: X esnek yakinsaklik uzay, esnek topolojik uzayi v8,:X - Y bir esnek

homeomorfizm olsunX (izerinde (F,1) ancak ve ancak"> U, olacakseklinde birT

esnek topolojisinin var oldiwnu gostermeliyiz.

UeT ancakve ancatl,(U), Y de bir esnek agik kiime tarafindan kapsanir. Ohce,
nun X Gzerinde bir esnek topoloji oldunu gostereggz. 9,(X) =Y, Y de esnek agik
oldusundanX € T olur; benzersekilde U,(®) = ®,Y de esnek acik olgundan®d
€T olur. Her i €I icinV;, T nun bir elemani olsurb, (U; V) = U;9,(V;),Y de

esnek acik oldgundand, (U; V;) € T dur.VveV', T nunelemanlar olsun. O zaman

9,V NVISI,V)NI,(V) ved,(V)NI,(V) , Y de esnek agik olgundan
VnV eT elde edilir.

Simdi F ! x ise F o U, oldusunu goésteregsz.

0) U,9,(x) in bir esnek koulugu ise 19¢"1(U) dax in bir esnek koulugu olur.
Hipotezden F € /' vardir dyle ki Fgﬁ(p_l(U) olur. Buradand,,(F)cU elde
edilir. DoIay|S|yIaU19(p(x) < 9y, (F)ved,(F) | 9,(x) olur. O haldg | x dir.

=) Eger V e€9,(U,) ise 3U € U, vardir dyle ki 9,(U)cV.Buradan 9,(U) €

Us, ) Olur. Dolayisiyla € 9,(U,) ve bu yizdend,(U,)< Uy, x) elde edilic 9,
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esnek surekli vef | x dand,(F) | d,(x). Dolayisiyla Ug(p(x)_c Y, (F). Boylece

95 (Ux) 9, (F) ve

Uy =0, (94(T,)) <9, (9(7)) = F.

Eger bir esnek uzay esnek topolojik uzaylarinin bir sinifina tangnkelefonksiyonlar

ailesinden elde edilmiesnek bglangi¢ yakinsaklik uzayi ise esnek topolojik uzaydir.

Onerme 4.5.6 (X;);; esnek yakinsak uzaylarin bir sm(ﬁ?,pi:X - X;) ise bir esnek
fonksiyonlar ailesi veX, ﬂfl’i lerden elde edilen esnekstangic yakinsaklik yapisina

sahip olsun. Eer her bir(X;) esnek topolojik is& de esnek topolojiktir.

Ispat: Onceki 6nermeye benzgekilde yapilir. YaniX tizerinde (v, 1) ancak ve ancak

FoU, olacaksekildeT nun topoloji oldgunu gostermek yeterlidir.

Ve T ancak ve ancak her €V vei €1 igin X; de U; acBl var dyle ki x €

19(,,;1(Ul-)_cv.
flk X Gzerindel' nun esnek topolojik oldiunu gosterelimX; acik vex € T ise

X = 19(pi_1(Xi); ayni sekilde ® € T, X; de esnek bokiime acik ved = z9(pi‘1(d)).
Varsayalim ki bazw indeksi icinV,, T da acik olsun.x € V,, x € Uy Vx ve heri €
licin X; de U; acpl var oyle kix € 19(pi"1(Ul-) Vi c Uy V. BoyleceUy Vi €T .
Varsayallm kiVve V'€ T olsun. O zamaw € VNV, heri € I icin X; deU; acgl
var oyle kix € 19(pi‘1(Ul-) cV veX; de U; aggl var dyle kix € 19¢,l,‘1( U)c V' X; de
U;veU; acpl var ikenX; de U;nU; acik ; dahasx € '9<Pi_1(Ui) N ﬁq,i‘l( U;) =
9y (UiN Uy ved, '(UinU;) =9, '(U)N 9, (U;)cVnV.BdyleceV nV' e

T.
Fl xise F oU, oldugunu gosterelim.

O)ue ﬁﬁwl(x), acik V kiimesinddJ vardir veﬁ(pi(x) Iigerir. Hipotezderﬂ(pi‘l(V)
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esnek acik vex i icerir ve 19¢,l_‘1(U) €U, . ﬁ(pi(ﬁ(pi_l(U))_cUise U E'9<pi(Ux)-
BOerceU,g(pi(x)gﬁ(pi(Ux)_cﬁ(pi(F), 9y (F) 1 9, (x). DolayisiylaF | x.

=) Esnek acik/ kimesindex i iceren birU € U, vardir vex i icerir. Heri € I igin
X; deW; aggl var dyle kix € 19(pl-_1(Wi)_CV cU.Flxiken 9, (F) L 9, (x) veW,
€ Ug(pi(x)g 9,,(F). Bdylece,F € F* dyle ki 9, (F) cW;, Fc ﬂw;l(Wi)gU. Boylece
UcF.

4.6 Esnek Pretopolojik Yakinsaklik Yapisi

Tanim 4.6.1Bir X esnek yakinsaklik uzayl esnek pretopolojiktir ancak ve ancak her

x € Xicin N, | x.

Bu tanimi esnek yakinsaklik yerine esnek kalok stizgeclerinin icerilmesieklinde

vermek daha kullagiidir.

Onerme 4.6.2Eger X bir esnek pretopolojik uzay we€e X ise F | x ancak ve ancak
FON,

Ispat: 0) X bir esnek pretopolojik uzay oldundan N, | x ve dolayisiylaF | x.

=) Eger N € N, iseN,x in bir esnek kogulugudur. DolayisiylaV € F dir.

Onerme 4.6.2 den her esnek topolojik uzay bir esnek pretopolojik uzaymcak her
esnek pretopolojik uzay, esnek topolojik uzay olmak zorungidite Ornek 4.3.6 daki

Y esnek yakinsaklik uzayi, bir esnek pretopolojik uzay ama esnek topokgik u
desildir. Ornek 4.3.12 dan da agléacas lUzere Onerme 4.5.3 esnek pretopolojik
uzaylarda dgru desildir. Fakat esnek pretopolojik uzaylarda esnek fonksiyonlar icin

esnek sureklilik esnek kamuluklar ya da esnek kaguluklar stizgeci ile ifade edilebilir.

Onerme 4.6.3Eger X bir esnek yakinsaklik uzayi \rebir esnek pretopolojik uzay ise
Y,:X - Y,x € X esnek noktasinda esnek sureklidir ancak ve anégkx) in herV

esnek korgulugu icin x in bir U esnek korsulugu var 6yle kid,,(U)cV.
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Ispat: ) F | x olsun, hipotezden hef € Ny, icin 3U € N, F vardir dyle ki

9, (U)cV dir. BoyleceV € 9,(F) veNy, < 9,(F) olupd,(F) I 9, (x) elde edilir.

=) N,9,(x) in bir esnek korulugu olsun. Ber X deF | x ise hipotezdem,, (F)
19,(x). Y esnek pretopolojik oldiundanV € 9,(F) olur. Buradan3F € F igin
F c9,”' (V) dir. Buradand,” (V) € Fdir. 9, '(V)esnek kiumesix e esnek
yakinsayan her esnek slzgecin elemani goiddan 19¢_1(V),x in esnek

komsulugudur.

Onerme 4.6.4Eger X veY esnek pretopolojik uzaylar igk, : X - Y esnek sureklidir

ancak ve ancak her€ X, Ny, c9,( ;) .

Ispat: ) Y esnek pretopolojik uzayi ise hee X icin 9,( N,) | 9,(x) dir. O ylizden

Y, esnek sureklidir.

=) X esnek pretopolojik uzay olgundan N, | x dir ve hipotezdew(p(ﬁx) 19, ().
Dolayisiyla Ny,,xc 9, ( N, ) dir.

Onerme 4.6.5Eger X veY esnek pretopolojik uzaylar ised,: X — Y birebir orten
esnek fonksiyonu bir esnek homeomorfizmdir ancak ve ancak &K icin Nﬁw(x) =

9,( Ny) dir.

Ispat: 0) Onerme 2.67 ded, esnek sureklidir. ger y €Yisedx €X igin

y =0,(x) dir. Hipotezden 9y (N) Ny, (yolur. Dolayisiyla
Ng, 1y = Nec 9,7 (N,g(p(x)) =9, *(N,) dir. Buradan 9, '(N,) L

9, (y) dir. Dolay|5|yla19q,,‘1 esnek sureklidir.

=) Egerx € Xisedy € Y vardir oyle ki x =19, '(y)dir. 9,”' esnek surekli
oldugundanﬁ%-l(y)_c 9, '(N,) dir. Buradand,, (N, ) = 9, (Nﬁw-l(y)) =Ny =Ny, (x)

elde edilir. Onerme 2.67 dé¥y () 9y (Ny ). O zamary, (x) = 9,(N, ).
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Esnek pretopolojiler, esnek topolojilerde atdugibi esnek homeomorfizm tarafindan

korunur.

Onerme 4.6.6 Bir esnek pretopolojik uzaya esnek homeomorfik olan her esnek

yakinsaklik uzayi pretopolojiktir.

Ispat: X bir esnek yakinsaklik uzay, bir esnek pretopolojik uzay vig,: X — Y bir
esnek homeomorfizm olsunfF >N, oldusunu kabul edelim. ger N € Ng(p(x)
ise3 M € N,  vardir dyle kid,(M)c N dir. Dolayisiyla Ny, c 9, (F) dir. Bundan
dolayl 9,(F) 4 9,(x) ve F=9," (ﬂq,(F)) esnek siizged, ! (ﬁ(p(x)) =

x noktasina esnek yakinsar.

Onerme 4.6.7 (X;)ie; esnek yakinsak uzaylarin S|n|i9,pi:(X—> X;)ise esnek
fonksiyonlarin ailesi veX, ('9<Pi)i€’ lerden elde edilen esnek skngi¢c yakinsaklik

yapisina sahip olsun. gér her bir (X;)ie; esnek pretopolojik iseX esnek

pretopolojiktir.

ispat: Eger V € Ny, (x) ised,, esnek stirekli oldugundan 3U € N, vardir dyle ki

9y, () V olur. BuradanV € 19(pi(1V;) olup Ny, < '9<Pi(N;) olur. Dolayisiyla
194,1,(1’\7;) L9, (x). O ylzden het € I icin dogru oldusundani, | x .

Teorem 4.6.8 Her sonlu esnek yakinsaklik uzayi bir esnek pretopolojik uzaydir.

Ispat: X bir sonlu esnek yakinsaklik uzayi ¥ee X olsun. Varsayalim kiV ,x in en
kiicik esnek kogulugu olsun. x in esnek koruluk siizgecini ] ile gosterelim.
Ayrica y € N icin [y] nin x e esnek yakinsamagii disiinelim. O zaman[F,] | x
amaN —{y} ¢ [F,]. Dolayisiyla F, ¢ N —{y} oldugundan varsayimla ¢eki olusur.
N € [F,] oldugundanF,c N olup F,n{y}=zd. Boylece y € F, ve[F,]c[y]
oldugundan(y] | x olur ki bu da 6nceki varsayimla ¢ddi olusturur. Dolayisiylax e
esnek yakinsayan her esnek siizdée-{y} i icermelidir. DolayisiylaN —{y}, x in bir
esnek korpulugudur. BuradanN —{y} € [N] ve N <N —{y} oldusunu soyler. Bu
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ise bizim istediimiz sonuc¢ dgildir. Bu durumda hery e N icin [y] ! x. [N] =

Nyen[y] ve N sonlu olup § ]! x olur. BéyleceX esnek pretopolojiktir.

4.7 Esnek Pseudotopolojik Yakinsaklik Yapisi

Tanim 4.7.1 X esnek yakinsaklik uzayi, esnek pseudotopolojik uzaydir ancak ve ancak

eger F den daha ince olan her esnek ultra sizgegakinsiyors§ dex e yakinsar.

Bazi yazarlar esnek pseudotopolojik uzayina esnek Choquet uzay &arlesnek
pseudotopolojik uzay Uzerinde esnek yakinsaklik uzayini tanimlamak icieshek
ultra stizgecin esnek yakinsak gidau ve esnek ultra siizgeclerin tanim 4.1 de ki

sartlara uymasi gerelgini ifade etmeliyiz.

Teorem 4.7.2 X bir esnek kime olsun véy ile X arasindaki | bagintisi esnek
pseudotopolojik yapidir ancak ve ancak hex X ve X Gizerindeki hel” esnek siizgeci

icin;
1. [x]lx

2. [F]lx ancak ve ancakf den daha ince olan her esnek ultra stizgeg de

esnek yakinsar.

Ispat: 0) ilk 6nce varsayalim kiF] | x veF O G olsun. Ber G;, G daha ince esnek
ultra stizgec is6€,0 F ve G; 1 x . Boylece[G] | x. ikinci olarak, varsayalhm k[F] | x

ve[G] | x olsun.

Eger G, F NG daha ince esnek ultra siizgeg iBeveyaG den daha ince olan tiim
esnek ultra stizgeclerin esnek kisinden de daha ince olur. Boyle6g, F veG den

de daha incedir v6; , x e esnek yakinsar. Buradgnn G dex e esnek yakinsar.
=) Tanim 4.1 ve 4.7.1 den aciktir.

Teorem 4.7.3 X bir esnek yakinsaklik uzayl v& bir esnek pseudotopolojik uzayi

olsun. Bir 9,:X -»Y esnek fonksiyonu esnek sireklidir ancak ve anczdrXe

tzerinde helG" esnek ultra siizgeci icii' | x ikend,(G") 1 9,(x) dir.
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Ispat: 0) Varsayalim kiF | x olsun.G, Y, (F) den ince isef" den ince en az b
esnek ultra stizgeci vardiyle kid,(H)= G olur.H! x oldugundan 9,(H) { 9, (x)
dir. BoyleceG" | 9,,(x) olur. HipotezderY bir esnek pseudotopolojik uzay offlindan
Y, (F) 1 9, (x) elde edilir. Dolayisiyl®, esnek sureklidir.

=) Bu esnek surekligin tanimindan ispat aciktir.

Esnek topolojik uzaylarda ve esnek pretopolojik uzaylarda goldgibi esnek

pseudotopolojik uzaylarda esnek homeomorfizma altinda korunur.

Onerme 4.7.4Bir esnek pseudotopolojik uzaya esnek homeomorf olan her esnek

yakinsaklik uzay! da esnek pseudotopolojiktir.

Ispat: X esnek yakinsaklik uzay! vE esnek pseudotopolojik uzag,:X — Y esnek
fonksiyonu esnek homeomorfizm olsun. Varsayalimfki den ince her esnek ultra
slizgecx e yakinsasin. g&r F,x e esnek yakinsamiyor isg, (/) de 9,(x) e esnek
yakinsamaz. Boylecé,, (/) den ince en biH esnek ultra slizgeci vardir ¥, (x) e

esnek yakinsamaz. DolayislyJa den ince en az bit esnek ultra stizgeci var oyle ki
9,(G") =H olur. Ama hipotezde&'l x ve H !l 9,(x) oldugundanH, 9, (x) e esnek

yakinsamaz. Bu sonuc bizi ¢ddiye disurar. BoyleceF | x olur.

Onerme 4.7.5 (X;));; esnek yakinsak uzaylarin kUme&P,(pi:X - X;)ise esnek
fonksiyonlarin ailesi veX, (19‘1’1')"6’ elde edilen esnek dangi¢c yakinsaklik yapisina

sahip olsun. Her bifX;);c; bir esnek pseudotopolojik igeesnek pseduotopolojiktir.

Ispat: Varsayallm ki F den ince her esnek ultra siizgee esnek yakinsasif ,

ﬁ(pi(f) den ince esnek ultra stizged,ise F den daha ince bir esnek ultra siizgeci
vardir dyle ki z9(pl,((f) = H olur. 194,1, esnek surekli oldtundanH lﬁ(pi(x) olup
'9<Pi(F) ) '9<Pi(x) olur. O yluzden here I icin F | x dir.

Her esnek pretopolojik uzay, esnek pseudotopolojik uzaydir; fakat bunurddgrsi
degildir.
Onerme 4.7.6 Her esnek pretopolojik uzay bir esnek pseudotopolojik uzaydir.
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Ispat: X bir esnek pretopolojik uzay olsun. Varsayalim Xiizerinde bifF esnek

slizgecinden daha ince olan li8esnek ultra stizgeci vardir dyle®il x. F,x e esnek
yakinsamasin. Hipotezdef, N, den daha ince géddir ve N € N, icinN & F veF
den ince helG"esnek ultra siizgeci icitk — N € G elde edilir. Fakat,x e yakinsayan
her G esnek ultra stizged vyi icerir. G" esnek ultra siizgec = NN (X —N) vyi

icermis olur ve bu olmamasi gereken bir durumdur. O yuzden kabulimuztyanli
F 1 x olmaldir.

4.8 Esnek Ayrik ve Esnek Ayrik Olmayan Yakinsaklik Yapilari

Tanim 4.8.1 X bir esnek yakinsaklik uzayi olsux.tizerindeki esnek ayrik yakinsaklik
yapisisOyle tanimlanir;

F | x ancak ve ancak = [x]. X Uzerindeki esnek ayrik olmayan yakinsaklik yapisi ise

herf esnek stizgeci igiry¥ 1 x olarak tanimlariz.

Esnek ayrik yakinsaklik uzayi, esnek ayrik topolojik uzaydir; ggkilde her esnek
ayrik olmayan yakinsaklik yapisi da esnek ayrik olmayan topolojik uz# esnek

uzaylar basit olmasinagaen sik sik karmiza ¢ikmaktadir.
Onerme 4.8.2 X bir esnek ayrik uzay olsun.

1. Egerx € X ise N, = [x]

2. X bir esnek topolojik uzaydir.

3. X in her alt kimesi hem ac¢ik hem kapalidir.

4. EgerY bir esnek yakinsaklik uzayl isej,: X — Y esnek fonksiyonu esnek

sureklidir.

5. X e esnek homeomorf olan her esnek yakinsaklik uzayr ayni zamanda esnek
ayriktir.

Ispat:

1. x noktasina esnek yakinsayan tek esnek sizglegi esnek noktasal stizgectir.
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Dolayisiyla N, = [x].

2.X esnek ayrik yakinsaklik uzayi olsurgeET, X lizerinde esnek ayrik topoloji

herx € X icin U, = [x]. HipotezderF | x ancak ve ancalf = U,.. BbyleceX bir
esnek topolojik uzaydir.

3.F,c X olsun. Ber x € F, iseF, € [x] = N, . F,, her bir elemanin esnek
komsulugu oldysundan esnek aciktir. Benzgkilde X — F, esnek acik

oldugundanF, esnek kapalidir.

4. Ber J,x € X e esnek yakinsiyor isé, (/) = [9,(x)] ded,(x) e esnek
yakinsar.

5. Y esnek yakinsaklik uzayr yeY — X bir esnek homeomorfizm olsungét
Flyise 9,(F) L 9,() veburadand,(F) = [9,(»)] olur. 3F, € F var dyle ki

9,(F) = {9, } = 9,{y}) olur. 9, birebir ve drten oldgundanF, = {y}. Sonug

olarak F' = [y].
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BOLUM 5
TARTI SMA-SONUC VE ONERILER

Esnek kiime teorisi birgcok farkh alandaki belirsizlik problemlegdézmek icin ortaya
atilmistir. Gegen zaman icerisinde bilgisayar bilimleri, tip, bankacrintuhendislik,
bilgi depolama ve bilgi analizi gibi pek ¢ok alanda kullanabigegésterilmitir. Ayrica

cok fazla matematiksel kavramlar esnek kiimelerle yeniden karaktdilizesér.

Bu calsmada daha 6nce tanimlamlan esnek stizge¢ kavramindan yararlanilarak esnek
baslangic, topolojik, pretopolojik, pseudotopolojik, ayrik ve ayrik olmayan yakinsaklik
yapilan tanimlanmi ve bunlar arasindaki gkiler incelenmgtir. Bunlarla ilgili bazi

ornekler, teoremler ve sonuglar veriftm.

Ileriki calismalarda yakinsaklik uzaylarindaki kompaktlik, ayirma aksiyomldi g
topolojik 6zellikleri incelenebilir. Ayrica bu elde edilen teorik somwgl, esnek

kiimelerin kullanildg diger alanlarda uygulamasi galabilir.
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