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1.BOLUM
GIRIS

Graf teori Koningsburg kopriisii problemine [1], Leonhard Euler'in ¢arpici ¢oziimii ile
basladigin1 sdyleyebiliriz. Graf teorinin bu ilk probleminin ¢oziilmesinden bu yana bu
alandaki caligmalarin hizl bir sekilde arttigini ve uygulamali matematik anabilim dalinin
en 6nemli alt dallarindan biri olmaya basladigin1 gérmekteyiz. Graf teori her ne kadar
Kombinatori alaniyla birlikte anilsa da uygulamali matematik, optimizasyon ve bilgisayar
bilimleri gibi alt dallarda dagok kullanima sahiptir. Graf teorinin genis uygulama

sahalarin1 daha iyi anlayabilmek igin baz alt disiplinler ile ilgili agiklamalar verelim.

Graflar Uzerinde Optimizasyomproblemleri genellikle graf yapilarmi (Karayollar1 ulagim
ag1, haberlesme aglari, internet aglari, vb. yapilarin graflar ile temsil edilmesiyle olusan
yapilar) maksimum verimlilik ve minimum maliyet olacak sekilde tasarlanmasi
problemlerinin  ¢6ziimiinde yontemlerin  gelistirilmesi  ve  siir  degerlerin

hesaplanmasindakullanilir.

Topolojik graf teoride, dpolojik yiizeyler ( Bir Torusun yiizeyi gibi) {izerine graflarin
gdmiilmesi metotlar1 hakkinda sorular sorar ve cevaplar ar@negin bir diizlem iizerine,
kenarlar1 birbirini kesmeyecek sekilde bir ag (network)gizebilir miyiz? Gibi problemlere

cevaplar arar.

Graflari renklendirme probleminde, bir graft ki noktalarin (veya kenarlarin) her birini
farkli renkler kullanarak isaretleme ¢alismalarini optimize etme yontemleri tizerinde
calisilir bir alan oldigu goriiliir. Ornegin bir biri ile iliskili iki nokta farkli olacak sekilde

bir grafi boyamak i¢in gerekli olan en az renk problemi gibi.

Cebirsel graf teoridegebirsel yapilarin karakterize edilebilmesi icin gerekli olan
parametrieri kullanarak énemli sonuglar elde edilebilir. Ozellikle de matris gruplarimi
graf yapilarina uyarlama problemleri ilizerinde ¢alisan bir alt disiplin olarak da

tanimlanabilir.

Tabi ki graf teorinin analitik graf teori, kimyasal graf teori, vb.guigma alanlari
yukarida bahsetmeye ¢alistigimiz alanlardan ¢ok daha fazladir. Tezin ana konusu cebirsel

baglantisallik olmasina ragmen graflar1 ve alt uygulamalar1 daha iyi anlayabilmek i¢in

1



graf matrislerinden bahsetmek gerekmektediraflari temsil etmek i¢in ¢ok c¢esitli
matrisler olusturulmustur. Komsuluk matrisi, kenar baglantili matris, nokta baglantili
matris, ¢akisim matrisi, Laplasyan matrisgenellestirilmis Laplasyan matrisi, yol matrisi,
dongii matrisi, Seidel matrisi, Randi¢ matrisi, Hickel matrisi vb. matrisler ig¢erisinde en
¢ok calisilan ve en kapsamli sonuglar edinilen matris komsuluk matrisidir ama graflar
karakterize etmede en 6nemlisi Laplasyan matrisidir. Laplasyan matrisik&ynaklarin
bazilarinda Kirchhoff matrisi de denilmektedir. Laplasyamtrisinin 6nemi ile ilgili bazi
calismalardan bahsetmekte fayda vardir. Laplasyan matrisi kimyasal uygulamalarda
kendini gdstermektedir. Ornegin kimyasal aga¢ tamimlari yapilarak metan, biitan,
izoblitan, metilpropan vb. alkanlarin molekiiler graflar1 araciligi ile bazi sonuglara

ulasilmustir [2].
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Sekil 1.1 (2,2,3) Trimetipentan karbon yapisin yol graf matrisi yoluyla temsili

Diger bir uygulama olarak, proteinlerin yapisini ve evrimini anlamada bu proteinlerin 3
boyutlu yapilarin1 belirlemede Laplasyan matrisionemli yer tutmaktadir. Graflarin
ozellikleri ve spektrumlari proteinlerin yapilar1 hakkinda bazi bilgiler verir. Alfa-Heliks
yapilarini temsil etmede baglantili graflar kullanilir, baglantili graflarin noktalar: ikincil

yapilari, baglantili graflarin kenarlari ise heliksler arasinda ki baglantiy1 temsil eder [3].



Laplasyan 6z degerleri, sivi akis davramiglarinin  kinematigini belirlemede de
kullanilmaktadir. Graflarin noktalar1 kaynak nokta, graflarin kenarlar1 ise sivi akigini
saglayan noktalar olarak disiiniilebilir. Akisin temel davranisini belirleyen en 6nemli
parametre Laplasyan matrisinikinci en kiigiik 6z degeridir [4]. Bu ikinci en kii¢iik 6z

degere cebirsel baglantisallik denir.

Laplasyan maisi ve onun 6z degerlerinin (6zellikle cebirsel baglantisallik); DNA
yapilari, hava yollar1 tagimaciligi giivenligi [5], Alzheimerhastaligi ile beyin ag1 direnci

arasindaki bagintilar1 ortaya koymakta kullanilir [6].

Tezin kinci boliimiinde graf teori ve graf matrislerinin 6zelliklerini anlamlandirabilmek
i¢in matris teori ile ilgili temel tanim ve kavramlar verimistir. Ugiincii boliimde, cebirsel
baglantisallik tanitilarak bu kavram ile ilgili literatiirde yer alan Onemli sonuglar

derlenmistir.



2.BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1 Graf Teori

Bu boéliimde tez konusunun daha iyi anlasilmasi i¢in graf teorininon bilgilerine yer
verilecektir. Gerekli goriilen teoremler igin ispatlar yapilarak bazi kavramlara 6rnekler
verilecektir. Bu bolimdeki temel tanim ve kavramlar igin [7-16] referans numarali

kaynaklardan yararlanilmistir.

Tanim 2.1.1V = {vl,vz,vs, } ile noktalar (tepe noktalar1) kiimesini E = {e_L,ez,eg, } ile

de bu noktalarin birbirleri ile baglanmasiyla olusan kenarlar (baglantilar ya da yaylar)

kiimesini gosterelim. G = (V, E) ikili yapisina graf denir ve genelde kisaca G = (V, E)
ile gosterilir. Bu tez calismasinda baz1 gosterimler kullanacagiz 6rnegin V (G) ile grafin
noktalarkiimesini E(G) ile grafin kenarlar kiimesini, K,i, j eN icine = (v V) kenar
ikilisini gosterecegiz.

Tamim 2.1.2 G = (V, E) bir graf olmak iizere V (G) =& ise bu grafa bos (null) graf denir.

Eger V(G) ={v},E(G) =& ise bu grafa dasikar (trival) graf denir.

Tanmm 2.1.3 G = (V, E) bir graf olmak {izere eger € = (v,,V.) ise bu kenara ilmek (loop)

denir.

Tanmm 2.1.4 G=(V,E)bir graf olmak tizere g =(v,v;) veg,={ v,) seklinde
kenarlar olusuyorsa bu kenarlara katli kenarlar (paralel kenarlar) denir. Ayrica bir graf
igerisindeiki nokta arasinda ikiden fazla kenar daolusturulabilir.

Tanim 2.1.5 G = (V, E) bir graf olmak tizere ki, j e N icing = ( ,v; ) kenar1 ise v, v,
noktalaria komsu noktalar denir ve v, ~V; ile gosterilir. Benzer sekilde k,1,i, j,meN
icin g =(v,Vv;) veg = {, V,, ) kenarlaria komsu kenarlar denir. Yani iki kenarin bir

ortak nokasi var ise bu kenarlar komsu kenarlardir.



Tamm 2.1.6 G = (V, E) bir graf olmak iizere grafdaki bir noktaya komsu olan noktalarin

kiimesine o noktanin komsuluk kiimesi denir ve N(V;) ile gosterilir. Yani v eV (G)

olmak iizere komsuluk kiimesi N(v,) = {vj TV~ } bigiminde tanimlanir.

Asagida seklini verecegimiz graf lizerinde verdigimiz kavramlarin bazilarini gorebiliriz.

Sekil 2.1.1 Cok katli basit olmayan graf

V(G) ={V;,V,,V5,V,,Ve} kiimesi G grafinin noktalar kiimesi,
E(G) ={q,e2,e3,e4,e5,e6,e7,e8} kiimesi G grafinin kenarlar kiimesi, €, kenar1 ilmek,
&.€, Vee, &, kenar ciftleri de katl kenarlar ayrica her hangi bir noktanin komsuluk

kiimesini yazalim. Oregin, N(V,) ={V,,V;,V;} bi¢imindedir.

Tamm 2.1.7 G = (V,E) bir graf olmak {izere graftaki biitiin noktalar yonlendirilmisse

(orientation) bu grafa yonlii graf (directed ) denir. YOnlii olmayangraflara da yonsiiz graf
(undirected) denir. Bu tez ¢alismasinda agirlikli olarak yonsiiz graflar tizerinde bilgiler

verecektir.

Tamm 2.1.8 G =(V,E) bir graf olmak tlizere G grafi kath kenar igeriyor ama ilmek

icermiyorsa G grafina katl graf (multigraph) denir.

Tanim 2.1.9 G =(V,E)bir graf olmak iizere G grafi hem katli kenar hem de ilmek

iceriyorsa G grafina pseudo graf denir.



V3 Vs

(a) Yonlt kath graf (b) Yonsuz kath graf

(c) Yénsiiz Pseudo graf

Sekil 2.1.2 Yonlii graf, Yonsiiz graf, Pseudo graf

Tanim 2.1.10 G =(V,E) grafi ilmek ve katli kenar icermiyorsa bu G grafina basit graf

denir. Bu tez calismasinin ilerleyen boliimde basit graflar iizerinde g¢aligmalara yer

verilecektir.
Tamm 2.1.11 G=(V,E) bir graf olmak iizere V, €eV(G) nokasina bagli kenarlarin

sayisina V, noktasmin derecesi denir ve deg, § ), deg¢ )ya da kisaca d(v;) ile

gosterilir.

Tanim 2.1.12 G = (V, E) bir graf olmak {izere v, €V (G) noktasi i¢in d(v,) =0 ise yani
hi¢ bir kenar olusturmuyorsa V, noktasina izole nokta (isolated vertexjenir. Eger V,

noktasi i¢in d(v;) =1 ise bu durumda; noktasina pendant nokta denir.



Pendant nokta
° Ve
Ve \ Vv,
izole nokta

Sekil 2.1.31zole noktali ilmek iceren graf

Sekil 2.1.3 de bulunan grafin tim noktalar: i¢in dereceleri d(v)=2,d(v,)=4 olup
burada dikkat edilmeli ki, noktasina bagl bir ilmek oldugu i¢in bu ilmegi iki kenar

olarak hesaplanir. d(v;)=3,d(v,)=2,d{;)=1,d /)= C

Lemma 2.1.13 [16] G =(V, E) yonsiiz bir graf olmak {izere

> dv)=2|EG)

veV

dir. Bu lemma kaynaklarda sikisma lemmasi (Handshaking Lemma) olarak da ifade

edilir.

Teorem 2.1.14 [17] G = (V, E) n noktal1 yonsiiz ve basit bir graf olmak {izere her hangi
bir noktanin derecesi N—1 1 gegemez. Yani;

VveV(G)icin 0< di)<n-1

Tamm 2.1.15 G=(V,E) n noktal1 bir graf ve bu grafin noktalarinin derecelerinin

artmayan dizisingrafin derece dizisi denir.

Tamm 2.1.16 G =(V,E) n noktali bir graf olmak iizere derece dizisindeki en biiyiik

elemana maksimum derecen Riiciik elemana minimum derece denir ve sirasiyla
A(G) , 6 (G) ile gosterilir. Yani,



A(G) = max degy .
0(G) = min deg{ )

veV (G)

Tanim 2.1.17 G = (V,E) n noktali bir graf olmak iizere her noktanin derecesi ayni ise

bu grafadiizenli (regular) graf denir.

Tamm 2.1.18 G =(V, E) n noktali grafinin tiim dereceleri (n—1) ise bu grafa tam graf

n(n-1)
2

denir ve K, ile gosterilir. Bir n noktali tam grafin kenar sayis1 |E(G)| = ile

hesaplanir. Tam graflar(n—1) diizenlidir.

Sekil 2.1.4 K, ve K tam graflar1

Tamm 2119 n>3 olmak {izere n noktali bir grafta kenarlar kiimesi

E(G) = {{vl,vz} A ,...,{vn_l,vn}}
seklinde ise bu grafa dongii graf (cycle) denir ve C, ile gosterilir.

Tamm 2.1.20 Bir dongii graf ve dongii graftéi biitiin noktalarla baglantili bir noktanin

olusturdugu grafa tekerlek (wheel) graf denir ve W, ile gosterilir.



Sekil 2.1.5 Sirasiyla C, veW, graflar

Tanim 2.1.21 G =(V, E) bir graf vev,v,,...,v, eV (G), €,e,,...€, € E(G)olmak lizere
v, vev, noktalari arasinda V;,€,V,,€,,...6,_,,V, seklinde yazilan n-uzunluklu noktalarin

ve kenarlarin olusturdugu sonlu diziye ylirlime (walk) denir. Bir yiirliylisteki kenar
sayisina o yliriimenin uzunlugu denir. Hicbir kenarin tekrarlanmadigi yiiriimeye gezi
(trail) ve hi¢bir noktanin tekrarlanmadigi yiiriimeye yol (path) denir. Baglangi¢ noktasiyla
bitis noktasi ayn1 olan yola kapali yol (closed path) veya dolasim (circuit) denir.

Sekil 2.1.6 G = (V,E) grafi

Sekil 2.1.6 de bulunan graf icin; V;,€,,V,,€,Vs,€:,V, acik yiirime , V;,&,V,,63,V,,8,V,

kapali yiirlime (burada kapalilig1 ve acgikligi1 baslanilan noktaya tekrar gelip gelmemek
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belirliyor), v,,e,v,,e,Vs.eV,Ee,V,.L,V. gezi , V,&,V,,eVv,e,Vv, Yol |,

V,,8,,Ve,65,V,,8,5,V 5,8,V . ise dolasimdir.

Tamm 2.1.22 G = (V, E) bostan farkli bir graf olmak {izere G = (V, E) nin herhangi iki
noktasi bir yol (path) olusturuyorsa G = (V,E)ye baglantili (connected) graf denir.

Baglantili olmayan grafa baglantisiz graf denir.

o
o o o

Sekil 2.1.7 Baglantili ve baglantisiz graf 6rnekleri

Tamm 2.1.23. G=(V, E) grafinda alinan herhangi iki nokta ¢ifti arasindaki en biiyiik

uzakliga grafin cap1 (diameter) denir ve diam(G) bi¢ciminde gosterilir.

Tanim 2.1.24. G = (V,E) grafinda noktalarin ve kenarlarin tekrar edilmedigi kapali
yiirimeye dongii (cycle) denir.

Tamim 2.1.25 G = (V, E) grafinda higbir dongii yok ise bu grafa dongiisiiz (acyclic) graf

denir.

Tamim 2.1.26 G = (V, E) grafinda tek dongii var ise bu grafa tek dongiilii (unicyclic) graf

denir. Aciktir ki nokta sayisi1 kenar sayisina esittir.

Tammm 2.1.27 Higbir dongii icermeyen baglantili grafa aga¢ (tree) denir veT ile

gosterilebilir. Aciktir ki kenar sayisi nokta sayisinin bir eksigine esittir.

Tamim 2.1.28 Bilesenleri agag olan graflara orman (forest) denir.

11
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Sekil 2.1.8 Metan, etan,gopan yapilarinin graflarla temsili

Sekil 2.1.8 de gosterilen metan, etan, propan kimyasal yapilar1 birer agag, bu tii¢ bilesenle

olusan grafa orman denir.

Tamim 2.1.29 G = (V,E) bir graf olmak tizere V(H) cV(G) veEH )c E G) olacak
sekilde H =(V, E) grafi var ise bu grafa G = (V, E) grafinin alt grafi (subgraph) denir.

Vl V2 V3 Vl V2 V3
[ ®
V, V5 V6 \
G H

Sekil 2.1.9H grafi G grafinin alt grafi

Tamm 2.1.30 Bir G=(V,E) grafinin tiim noktalarini i¢eren alt grafa dallanmis altgraf

(spanning subgraph) denir.

12



G H S

Sekil 2.1.10H graf1 G grafinin dallanmis alt grafidir ama S grafi sadece alt graftir.

Tamm 2.1.31 Bir graftansadece noktalar silinerek olusturulan alt grafa indirgenmis alt
graf (induced subgraph) denir. Burada 6nemli olan silinen noktanin bagli oldugu kenarlar

silmektir diger kenarlarin silinmemesi gereklidir.

Tamm 2.1.32 G=(V,E) grafinin tam olan alt grafin noktalar kiimesine klik (clique)

denir. Yani dyle bir alt graf ki tiim noktalar birbirleri ile kenar olusturur.

Tammm 2.1.33 G=(V,E) bir graf olmak iizere birbirleriyle kenar ohsturmayan

noktalarin kiimesine bagimsiz kiime (independent set) denir.

Tanmm 2.1.34 G =(V,E) grafindaki en genis klik kiimesinin eleman sayisina (nokta

sayis1) grafin Klik sayisi denir ve @(G)ile gosterilir.

Tamm 2.1.35 G = (V, E) grafinda ki en biiyiik bagimsiz kiimenin eleman sayisina (nokta

sayis1) grafin bagimsizlik sayisi (independent number) denir ve «(G) ile gosterilir.

13



_______
~~~~~~

- SS

4 N,

—> Bagimsizlik noktasi
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N,
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~ -
.......

__________
’’’’’
’

oo
~
_________

Bagimsizlik noktasi
Sekil 2.1.11Bagimsizlik noktasi ve klik

Tammm 2.1.36 G =(V, E)basit graf olmak {izere e= {\/i ,vj} cEG) = {\/i WV, } ¢z E(G)

olacak bigimde G=(V,E) grafina G = (V, E) grafinin tiimleyenidir denir. Yani kenar

olusturmayan noktalarin kenar olusturmasiyla olusan yeni graf G=(V,E) grafinin

tiimleyenidir. Ornegin, tam graflarin tiimleyeni bos graftir.

Vs V3 Vs V,

G
Sekil 2.1.12 BirG grafi ve tiimleyeni

Tanim 2.1.37 G = (V, E) grafinda ki noktalar1 kenar, kenarlar1 da nokta olarak belirlenen

yeni grafaG grafinin ¢izgi grafi denir ve G, sembolii ile gosterebiliriz.
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QZC a c
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d
d

G G

line

Sekil 2.1.13 Bir graf ve onun ¢izgi grafi

Tamm 2.1.38 2" noktadan ven.2" ‘kenardan olusan grafa m boyutlu kiip graf denir ve

Cb,,sembolii ile gdsterebiliriz. M boyutlu kiip graf i¢in komsulugu ikili sistemde ki sifir

ve birler kullanilarak olusturulur.

110
10 1 111
oy Ty
— =
1 0 010
00 01
000 001

1-Boyutlu kiip graf 2-Boyutlu kiip graf 3-Boyutlu kiip graf
Sekil 2.1.14 Cb,,Ch, ve Chb, kiip graflar

Tamm 2.1.39 Ggrafi birbirine komsu olmayan |V1|: o [\/2|=q bi¢iminde iki farkl
nokta kiimesinden olusan bir graf olmak {izere eger V, kiimesinde ki her nokta V,
kiimesinde ki her nokta ile komsu ise G grafina iki pargali tam graf denir ve K,  sembolii

ile gosterebiliriz.
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Sekil 2.1.15 K, , iki parcal1 tam graf

Tanmm 2.1.40 G = (V,E) nnoktali bir graf olmak iizere bir noktanin derecesi n—1 ve

N—1 noktanin derecesi bir olan agaca yildiz (star) graf denir. S, sembolil ile

gosterebiliriz. Dikkat edilirse §, =K, , dir

1,n-1 -

oS

Sekil 2.1.16 § ,, S ;, S, yildiz graflar

Tamm 2.1.41 Noktalarinin derecesi 3 olan 10 noktal1 ve 15 kenarli diizenli grafa petersen

graf denir. Ozel bir graf oldugu igin genelde P ile gosterilir.
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Sekil 2.1.17 Petersen graf

Tamm 2.1.42 Baglantili bir grafi baglantisiz yapan minimum kenar sayisina kenar
baglantisallik, grafi baglantisiz yapan minimum nokta sayisina da nokta baglantisallik

denir ve sirastyla €(G) ve v(G)ile gosterebiliriz. Temel nitelikte ki kaynaklarda kenar

baglantisallik 1(G), nokta baglantisallik k(G) sembolleri ile dezosterilir.

2.2 Graflarin Matrislerle Temsili

Graf teoride graflari matrislerle gosterme fikri her zaman igin bagvurulan bir yontem
olmustur. Bunun sebebi matrislerle temsil etmenin uygunlugundan ziyade bu matrislerin
graflar karakterize etmede ve matris 0zelliklerinin graflar hakkinda kullanigh bilgiler
vermesidi. Tabi ki bu tez ¢alismasinda cebirsel baglantisallik {izerine durulacaktir ama
cebirselbaglantisalligin tam anlagilmasi i¢in Laplasyan matrisinin veiger matrislerin

Ozellikleri anlasilmalidir.

Tanimm 2.2.1 G , noktalar1 1,2,... ,n olacak sekilde etiketlendirilmis n noktali bir graf
olmak tizere Komsuluk matrisi A(G) = (qj ) ,nxn tipinde asagida ki kosulu saglayan bir

matristir.

1 0~
%70 -dd
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Sekil 2.2.1 G grafi

Ornek 2.2.2 Sekil 2.2.1 de verilen grafin komsuluk matrisi

01 0 0 1

1 01 01

AG)=|0 1 0 1 O

0O 01 01

11 1010
bigimindedir.

Komgsuluk matrisine bakildiginda, kdsegen elemanlarinin ‘0’ oldugu, kosegende

bulunmayan elemanlar i¢in @; =1<>a; =1 olmasi gerektigi, bu matrisi simetrik matris

oldugu ve her bir satir veya siitundaki ‘1’lerin sayisinin etiketlenmis noktanin derecesini

verdigini kolaylikla gorebiliriz.

Komgsuluk matrisinin kuvvetlerini aldigimizda ise graf ile ilgili ¢ok onemli bilgilere
ulasabiliriz.

Teorem 2.2.3 [17]G , noktalar1 V,,V,,...V, olacak sekilde etiketlendirilmis n noktali bir
graf olmak tizere ve komsuluk matrisi A(G) :(31;) icin A(G)* = (aﬁk) matrisindei. satir
ve |j. siitunda bulunan eleman ,G grafinda V, —v; noktalar1 arasinda uzunlugu k olan

yiiriiyiigleri verir.
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Ispat: Tiimevarim ydntemini ile k=1 icin A(G)' = A(G) olur ve eger V, ~v, ise a,.jl
elemant “1” olur yani v, —V; noktalari arasinda uzunlugu 1 olan bir tane yol vardir. Benzer

sekilde Vi ve v; noktalar1 komsu degilse aijlelemam ‘0’ olur yani V, —V,noktalari

arasinda uzunlugu 1 olan yol sayist ‘0’ olur. Bu sekilde tiimevarimin temel asamasi

tamamlamis olur. Timevarim hipotezinden keZ" igin V, -V, noktalari arasinda

uzunlugu K olan yiiriiyiis sayisi qjk oldugunu kabul edelim. Matris ¢carpimini kullanarak;
3" => aja; =aa; +3,8, +...+3,a, (2.1)
s=1

G grafinda her V, -V, noktalari arasinda uzunlugu K+1 olan yiiriiyiis sayist , Vv,
noktasia komsu olan bazi v, noktalari igin G grafinda uzunlugu K olan yiiriiyiis sayilart

ile retilir.

a; =1V, ~V, noktasina komsudur. (1) esitligini kullanarak uzunlugu k+1 olanv; —v;

k+1

noktalari arasindaki yiirliylis sayis1 g, ile temsil edilir.

Ornek 2.2.4 Sekil 2.2.1 de verilergraf 6rnegini alalim, bu grafin komsuluk matrisinin 2.

ve 3. Dereceden kuvvetlerini gézlemleyelim

2 1 1 1 1 2 4 2 2
13021 4 2 51
AG)’=l1 0 2 0 2/ ve AGJ=|2 5 0 4
12020 2 140
11 2 0 3 4 6 1 5

Ornegin 2‘;\22 . =2 eleman1 V, —V, noktalar1 arasinda uzunlugu 2 olan 2 tane yol vardir.
Yani, V,,V;,V, vev, V. Vv, yollarin1 gézlemleyebiliriz. Ayrica 833’2:5 eleman1 v, -V,
noktalar1  arasmmda  uzunlugu 3 olan 5 tane yol vardir.  Yani
V5,V Ve, VoiVa, Vo Vo VoV oV LV VLV oV WV oV Vv v Y seklinde yazilabilecek 5 farkl:

yol vardir.
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Komsuluk matrisinin 2.dereceden kuvvetinin kdsegen elemanlari G grafina ait
noktalarin derecelerini vermektedir. Bunun sebebini su sekilde diisiinebiliriz; uzunlugu

iki olan v;,v;,v; yolu keyfi (v, noktasma komsu olan) v, noktalar1 i¢in tamml olur.

Buradan da diyebiliriz ki kdsegen tizerinde bulunan elemanlaé grafinin derece dizisini

Verir.

Komsuluk matrisinin 3.dereceden kuvvetine daha yakindan bakarsak yine kosegen

elemanlar1 graf hakkinda kullanish bilgiler verecektir. Ornegin A’ matrisinin kdsegen

eleman1 daha oncekilere benzer olarak uzunlugu 3 olan dongii sayisin1 verecektir yani

af . =2 bunun anlam1 Vv, noktasindan baslayip yine v, noktasinda biten uzunlugu 3 olan

dongii sayis1 2 olur.

Graflar1 temsil etmede kullanilabilen diger bir matris ise Cakisim (Incidence) matrisidir.
Komsuluk matrisinin aksine Cakisim matrisinde satirlar grafin noktalarini, siitunlar ise

grafin kenarlarini temsil eder. Gaftaki herkenar iki noktayla cakisir, bunlara v,,v,

diyelim. Tabi ki bu noktalar istege bagli olarak segilir, ama geleneksel olarak etiket

numarasi kiiciik olan1 v, ,digerini V, olarak secelim burada bir yonlendirme yapalim.
(v,,e) noktakenar ikilisi ‘1’ ve (V,,€)nokta kenar ikilisi ‘-1’ olsun diger durumlar1 0’

olarak alalim. Simdi bu matrisin matematiksel tanimini verelim.

Tanmm 2.2.5 G grafi noktalar1 v,,v,,...,v, seklinde etiketlenmis n noktal1 ve kenarlari
€,6,,...6, seklinde etiketlenmis m kenarli bir graf olmak fizere; Graf yukarida

bahsedildigi gibi yonlendirilmis ise

1 :Ber (v,,€) ikilisi cakisik ise
1(G)=<-1 ‘Ber (v,,€) ikilisi ¢akisik ise
0 :Dger durumlarda

Eger graf yonlendirilmis degilse daha kisa olarak Cakisim matrisini asagida oldugu gibi

tanimlayabiliriz.

1(G) = Ber (v, €) ikilisi ¢akisik ise
0 :Dger durumlarda
20



Ormnek 2.2.6 Daha once verdigimiz ornek graf (Sekil 2.2.1){izerinde nokta ve kenarlar

i¢in etiketleme islemi yapalim ve bu graf {izerinden Cakisim matrisini olusturalim.

e, e e _ ;
el eZ e3 4 5 6 1 0 O O 1 0

v 1 0 0O O 1 O
-1 1 0 0 0 1

v, -1 1 0 0 0 1 _ _

Yani matrisolarak(G)=| 0 -1 1 0 0 O

vwv 0 -1 1 0 0 O
O 0 -1 1 0 O

v 0 0 -1 1 0 O
O 0 0 -1-1-1
v, 0 0 0 -1-1-1 - -

Matrisin her bir kolonu tam olarak 2 tane sifir olmayan elemana sahiptir. Bu elemanlar

kenar1 olusturan komsu noktalara karsilik gelir.

Verilen bir graf i¢in Komsuluk matrisi ve Cakisim matrisi arasindaki iligkiyi gosteren bir

lemmaasagida verilmistir.

Lemma 2.2.7 [18]G, n noktali ve mkenarl1 bir graf olmak {izere;
AG,.) =[1(G)"1(G)-2I]
Esitligi saglanir.

Tanim 2.2.8 G grafi noktalar1 V;,V,,...V, seklinde etiketlenmis n noktal1 bir graf olmak

tizere L(G) =(€i' j) elemanlari
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olacak bigimde tamimli matrise Laplasyan matrisidenir. Ayrica bazi kaynaklarda

Kirchhoff matrisi olarak da bilinir.
Laplasyammatrisi asagidaki dnermeleri saglar [19].

I. Laplasyammatrisi simetrik pozitif yar1 tanimli matristir.

ii. Laplasyammatrisinin satir ve siitun toplamlari sifirdir.

iii. Laplasyammatrisine ait iki elemaninin kofaktori esittir.

iv. Grafin baglantili bilesen sayis1 K olmak {izere Laplasyanmatrisinin ranki (n-k)
olur.

v. Herhangi birx vektorii i¢in

T 2 e o
X L(G)x= Z (X —X;)" esitligi saglanir.

i

Ornek 2.2.9 Sekil 2.2.2 de verdigimiz graf drnegi iizerinden Laplasyan matrisini

olusturalim

(2 -1 0 0 -1
1 3 -1 0 -1
LG)=|0 -1 2 -1 0
0 0 -1 2 -1
-1 -1 0 -1 3

Laplasyammatrisi tezin sonraki asamalarinda tizerinde siirekli durulacak ¢ok onemli bir
matristir. Ilk bakista bu matrisin diger matrislerle iligkisine verilebilecek ilk 6rnek
L(G) = D(G)— A(G) esitligidir. BuradaD(G) elemanlari grafin derece dizisine esit olan
kosegen matris. Diger yandan Laplasyanmatrisi Cakisim matrisi tliriinden de ifade

edilebilir yani L(G) = 1 (G)I (G)" .
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Sonra kiverecegimiz teorem Laplasyanmatrisinin Cakisim matrisiyle olan iliskisini

veren ilging bir teoremdir.

Teorem 2.2.10 [18]L(G),| (G) sirasiyla G grafina ait Laplasyanmatris ve Cakisim

matrisini gostermek iizere;

L(G)=1(G)I(G)" ve Q=1(G)"I(G) matrisleri ayn1 6z degerlere (Negatif olmayan )
sahiptir.

Teorem 2.2.11 (Gersgorin Disk Teoremi) [18] M ,nxn tipinde kare matris olsun ve

o(M) de bu matrisin 6z degerlerinin kiimesini gostermek {izere

G(M)CL_Jl I’E(C:‘ajlj —F‘Skzri;“ai,k‘

ki
dir.

Ispat: Kabul edelim ki, M__ matrisinin bir 6z degeri ve bu 6z degere karsilik gelen 6z
vektor de X olsun. Yani AXx=AX esitligi saglansin. Ayrica X, tim 6z vektorleri

gostersin. Bu durumda

2 8u% = 4%

k=1

esitligi elde edilir. Bu esitlikten hareketle

(/’L_ai,i))g :zai,kxk
k=1

ki

benzer bir esitligi yazabiliriz. Uggen esitsizliginden

i-ax1= S

ki
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esitsizligi yazilabilir. Simdi esitsizligin iki tarafini da ||’ e boler ve X =maX.,., |[X|

olmak lizere

Ja-ay]<Yfad <3 fau]
k=1 \ k=1
K#i k#i

dir.

Ormnek 2.2.12 Asagidaki matrisin 6z degerlerini kullanarak diskler olusturalim

1+2 0 1
M= -1 3 1
0 i =i

M matrisinin 6z degerlerini ve Gersgorin disk teoremini kullanarak ii¢ tane disk

olusturacagiz. Bu matrisin spektrumu3 1+ 0.2 ,1.% 2il+ 0.2 1i) dir. ilk diskin

merkezil+ 2 ve yarigap 1, ikinci diskin merkezi3ve yarigap1 2, tigiincii diskin merkezi
—i ve yaricapt 2 olur. Bu ii¢ diskin birlesimi bize matrisin tiim 6z degerlerinin bulundugu

bolgeyi gosterir.

SANAL

REEL

O

Sekil 2.2.3 Oz degerlerin karmasik diizlemde gdsterimi
Teorem 2.2.13 [18] M ,nxntipinde reel simetrik matris ise tiim 6z degerleri reeldir.
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Ispat: X vektoriiniin eslenik transpozunu X" , M matrisinin eslenik transpozunu M " ile
gosterelim. Eger Akompleks say1 ise A=a+bi ve A" =a-biseklinde yazilir. M
matrisi reel simetrik matris oldugu icin M =M " esitligi yazilabilir. Benzer sekilde
A= A" esitligini gosterirsek ispat tamamlamir. X" Xx=1 esitligini kullanarak ve

A=x"Ax=x"A"x= (X" AX)" = 1" gecisleri saglanarak ispat tamamlanir.

Teorem 2.2.14 (Rayleigh-Ritz) [18] Ae M, simetrik matris ise asagidaki esitsizlikler

saglanir.

; no:os T T T
. XeR"igin 4 X X<X AX< A X X

;
. X' AX
i.  4,=max = maxx’ AX
x=0 X' X X x=1
T
. X AX .
ii. A4, =min——=minx" AX
0 X' X X'x=l

Ispat:

i) Ae M__ matrisi simetrik oldugu igin A=UDU " olacak sekilde U € M __birim matris

ve D(G) = (4, 4,,...,4,) kdsegen matris vardir. Matris 6z deger iliskisini kullanarak her

bir ‘(U ™), ‘2 negatif olmayan terim olacak bi¢cimde

X' Ax=x"UDU"x=(U""DUX) =Y 4|UT%),[
i=1

esitligini elde ederiz. Bu durumda

n 2 n n
AU <X Ax=3 2|00 [ <43 |00 [
i=1 i=1 i=1
elde edilir.U e M, birimsel oldugundan

Zn:‘(UTx)i‘z = Zn:‘xTUUTx‘ = Zn:|>g|2 = X" X
i1 i1 o1

ve boylece
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AX X< XTAX S A XTX (2.2)
esitsizligi elde edilir.

i) Ikinci kismin ispat1 i¢in (2.1) esitsizligin her iki tarafin1 X" x bolersek

X" AX
hSTE <

n

esitsizligini elde ederiz. X vektoriinii 4,6z degerine karsilik gelen bir 6z vektor alirsak

X'AX A XX
o= =
X' X X' X
ve buradan
XT
max—— = A4, esitligini elde ederiz. Sonug olarak eger X = Oise

x20 X' X

oldugu icin maxx’ Ax= A esitligi yazilarak ispat tamamlanr.
X" x=1

iii) Benzer olarak (ii)” den goriilebilir

Simdi Teorem 2.2.4 de verdigimiz teoremin genellestirilmis hali olan Courant-Fischer

teoremini verelim.

Teorem 2.2.15 (Courant-Fischer Teoremi ) [18] AeM, , simetrik matris ve

keZ, 1<k <n olmak tlizere

. X" Ax X
A= min max — A = max min -
W, Wy e Wy €RT x£0 X X W, Wy e Wy €R” x#0 X X
xeR" xeR"
XLW W e Wy XL, Woy e W g

Teorem 2.2.16 (Matris Aga¢ Teoremi) [18] G grafi noktalar1 V,V,,...V, seklinde

etiketlenmis n noktal1 bir graf olmak tizere; G grafinin dallanmis aga¢ (Spanning trees)
sayis1 Laplasyan matrisinin her hangi bi(n—1)x(n—1) boyutlu alt matrisinin

determinantinin mutlak degerine esittir.
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Ornek 2.2.17Asagidaki drnegi kullanarak Teorem 2.2.161ydaha yakindan inceleyelim

v
v, 2
e
3
€, €y
V., e, vV,

Sekil 2.2.4 Matris aga¢ teoremi icin 6rnek graf

Verilen grafin Laplasyan matrisi

2 -1-10
-1 3 -1 -1
L(G) =
-1 -1 3 -1
0 -1 -1 2

bi¢imindedir. Bu matrisin herhangi bir satir ve siitununu silerek olusturacagimiz alt

matrisin determinantinin mutlak degeri 8 dir. Yani 2.satir ve 3.siitun silindiginde

2 -1 0
L(ZB): -1 -1 -1 seklinde bir matris elde etmis oluruz. Yani determinanti -8
0 -1 2

olacaktir. Ozetle diyebiliriz ki verilen grafin 8 tane dallanmis agaci bulunmaktadir. Bu

agaclar sekil 2.2.5 de gorebiliriz..
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Sekil 2.2.5 Dallanmis agag

Komsuluk matrisinin aksine Laplasyanmatrisi grafin bilesenleri ile ilgili ¢cok dnemli

bilgiler verir.

Teorem 2.2.18 [20] L(G) matrisinin 6z degerlerindeki sifir sayis1 G grafinda ki bilesen

(component) sayisina esittir.

Teorem 2.2.19 [20] G grafi noktalan \,,V,,...V, seklinde etiketlenmis n noktali bir graf
olmak tizere ve 0=4, <A,<A,<...< A, grafin Laplasyammatrisinin 6z degerleri olsun

Eger grafin derece dizisi d, <d,<d,<...<d, seklinde ise

PR

[
i=1 i=1

d(k=12...n)

esitsizligi elde edilir. Esitlik durumu K =n durumunda saglanir.
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3.BOLUM

GRAFLARIN CEBIRSEL BAGLANTISALLIGI

Laplasyammatrisi ve onun 6z degerleri matematigin ¢esitli alanlarinda etkin bir sekilde
kullanilmaktadir. Bunun disinda ayrik matematik, sayisal optimizasyon, fizik ve kimya
gibi alanlarinda da kullanima sahiptir. Komsuluk matrisi ve onun 6z degerleri, Laplasyan
Mmatrisi ve onun 0z degerlerinden daha fazla calisilmasina ragmen seckin matematikgi
Bojor MOHAR ‘a gore Laplasyanmatrisi ve onun 6z degerleri daha onemli ve daha
kullanighidir [21]. Bu tez caligmasini yapmamizda ki ana sebep Laplasyarbz degerlerinin

graflan karakterize etmedeki tartigilmaz tstinliigidiir.

Laplasyanmatrisi ve 6z degerleri hakkinda temel bilgiler ikinci boliimde verildi. Tezin
bu boliimiinde ise Laplasyammatrisinin en meshur 6z degeri (ikinci en kiigiik 6z deger)
olan cebirsel baglantisallig1 tanimlayarak temel teoremler, sinir degerleri, diger graf

degismezleri ile iliskileri ve son giincel ¢alismalar ile ilgili temel bilgilere yer verilecektir.

Cebirsel baglantisalligin detayli incelemesine baglamadan 6nce neden énemli oldugu ile
ilgili birka¢ yoruma yer verelim. Cebirsel baglantisallik graflart 6lgme ve graflarin
morfolojik iligkileri hakkinda ¢ok 6nemli bilgi verir. Bu iliskiyi kisaca soyle ifade
edebiliriz. Eger bir grafin cebirsel baglantisallig1 sifir ise graf baglantisizdir. Ayrica
cebirsel baglantisalligin  aga¢ graflarin  yorumlanmasinda, mutlak cebirsel
baglantisallikda, izometrik sayr hesaplanmalarinda ve de agirhikli graflarin

yorumlanmasinda ki rolii bu {ine kavugsmasina sebep olmustur.

3.1 Cebirsel Baglantisallik

Tamim 3.1.1 G n-noktali bir graf olmak iizere; G grafinin Laplasyanmatrisine ait 6z
degerleri 0=4 <A4,<A,<...< A, seklinde siralayabiliriz. 4, 6z degerine (En kii¢iik 6z
degeri sifir oldugu i¢in en kiiciik ikinci 6z degeri) G grafinin cebirsel baglantisalligi denir
ve a(G) ile gosterilir. Ayrica bu 6z degere karsilik gelen 6z vektorede Fiedler 6z vektorii

denir.
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Bu tezdecebirsel baglantisallik (algebraic connectivity) kavrami, Miroslav Fiedler’ in

1973 yilinda yayimnladigi makalesinde ki tanimlamasina uygun olarak kullanilmistir [22].

Teorem 3.1.2 [23] G n noktal1 bir graf

S={X=(%, Xp.--,X,) €R"; i)gzzl} (3.1)

i=1

ve L(G) de bugrafin Laplasyanmatrisi olmak tizere

a@)=min > (x-x)’

(i,k)eE
ya da

a(G) =min x"L(G)x dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 ¢ok iyi bilinen Courant teoreminden (Teorem 2.2.15)
goriilebilecek agikliktadir. Cilinkii matrisinin 6z degerlerinin en kii¢ligli sifirdir ve bu 6z
degere karsilik gelen 6z vektor j (tiim elemanlar1 1’lerden olusan vektor ) dir. Buradan

hareketle S vektort, j vektoriine dik olan birim vektorlerden olusur ki bunun anlami da
L(G) matrisinin ikinci en kii¢iik 6z degeri S kiimesi iizerinden X'L(G)x ifadesinin

minimumuna esit oldugunu gosterir.

Teorem 3.1.3 [23] G bir graf olmak iizere a(G) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G

nin baglantisiz bir graf olmasidir.

Ispat: = : Laplasyan matrisi pozitif yari tanimli bir matris oldugundan a(G) >0 oldugu

agiktir. Kabul edelim ki G grafi baglantisiz graf olsun.G, =(V,,E}), G grafinin bir

bileseni ve G = (V,, E,) grafi da G grafinin bilesen igermeyen hali yani baglantili bir graf

1 f
olmak iizere Y, = (Tj i vektoriinii ve her
nj\w

eV, icin Y, = —(1/«/ﬁ ) /ﬁ vektorlinii alalim. Boylece
Wl

olsun. Heri eV, i¢in W, =|V,| ve w, =V,
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y'L(G)y=0
dir. Bu isea(G) = 0 oldugunu verir.

< Tersinea(G) =0 olsun. Bu durumdé.1) de verilen kiime i¢in y € S olacak sekilde
oyle bir vektor vardir ki y'L(G)y=0 esitligini saglayan, Y,y e Svektoriiniin sifir
olmayan ilk bileseni olmak {izere y =0 igin k tane vektor vardir. Noktalar kiimesi

V, #V = oldugu i¢in V, noktalar kiimesinde ki herhangi bir nokta ile V, noktalar

kiimesi arasinda hi¢ bir kenar yoktur. Sonug olarak G grafi baglantisizdir.

Teorem 3.1.4 [22]n>2 olsun veK tam grafi gostermek tizere K, grafinin cebirsel
baglantisallig1 nokta sayisma esittir. Yani, a(G)=n dir. Ustelik G baglantil1 bir graf

olmak tzere
aG)<a(K,)

dir. Yani, tim graflar igerisinde cebirsel baglantisalligi en biiylik olan graf tam graftir.

BuradaK; grafi igin cebirsel baglantisallik ‘1” kabul edilir.

Ispat : K, grafinin Laplasyan matrisiniL(K,) olmak iizere bu matrisin karakteristik

matrisi
n-1-4 -1 -1 -1
-1 n-1-4 -1 -1
(L(Kn)—ﬁ.l)= -1 -1 n-1-14 --- -1
-1 -1 -1 n-1-41

seklindir. Ilk siitunu diger siitunlardan ¢ikartirsak

n-1-4 -n+4 -n+4A -+ —-n+4

-1 n-4 o - 0

(L(K)-41)= -1 0 n-A - 0
-1 0 o - n-4
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elde ederizSimdi de ilk satir1 diger satirlara ekler isek

1 n-2 0 - 0
(L(K)-4l)=|-1 0 n-i -~ 0O
1 0 0 - n-2

elde ederiz. Boylece
detlL K,)-4! ):|L K, )4l | =—A.0-A)"

Bulunur ki bu iseL(K,) matrisinin karakteristik polinomunu verBoylece tam graflarin
Laplasyan spektruml{JO,n,n,... ,n} dir. Buradana(G) =n ve 4,(G) =n oldugu acik¢a

goriilmektedir. Bu ise cebirsel baglantisalligi en biiyiik olan grafin tam graf oldugunu

ispat eder.

Lemma 3.1.5 [23] Keyfi bir agirliksiz G grafi igin
a(G) > 2e(G).(1- cos7n5 j (3.2)

esitsiligi saglanir.

Teorem 3.1.6 [23]n>2 olsun ve P, yol grafi gostermek iizere P, grafinin cebirsel

baglantisallig1

a(P)=2.(1- cos% j

dir. Ustelik G keyfi baglantili graf olmak iizere

a(P,) < a(G)

dir. Yani, P, grafi tiim graflar igerisinde cebirsel baglantisallig1 en kiigiik olan graftir.

Ispat: P, grafinin karakteristik polinomu kullanilarak spektrumu su sekilde verilebilir

k=2,3,...,n igin
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(k=1)

A, =2.(1- cos——= |
n
ve k=2 alinirsa
T
a(P)=4,=2.(1- cos— |
n

elde edilir. (3.2 esitsizligi ve e(F;) =1 oldugundan a(P,) degerinn minimum oldugu

kolayca goriiliir.

Bazi 6zel graflarin cebirsel baglantisalligr ile ilgili bir tablo verelim.

Tablo 3.1.1 Ozel graflarin cebirsel baglantisallig:

GRAF CEBIRSEL BAGLANTISALLIK
Tam Graf a(K,)=n
Yol Graf

a(P) =2.(1- cos~ |
n

Dongii Graf a(C,)=2.(1- coLX
n

Iki Parcali Tam Graf a(K, )= min{p,q}

Yildiz Graf as)=1

m-Boyutlu Kiip Graf a(Ch,)=2

Petersen Graf a(P)=2
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3.2 Graf Islemlerinde Cebirsel Baglantisalhk

Graf degismezlerinin (maksimum/minimum derecegebirsel baglantisallik, spektral
yarigap, grafin ¢api, vb ) belirlenmesinde graflar iizerinde yapilan islemler kullanigh
teknikler olmustur. Bu teknikler grafin tiimleyeni, graftan bir kenar eklemek veya silmek,
graflarin kenar birlesimi, graflarin kartezyen carpimi, graflarin direkt toplami vb.

islemlerdir.

Tamm 3.2.1 [23] G =(V,E) ve G,=(V,, E,)graflart i¢in G, xG,=(V,xV,,E)
kartezyen ¢arpimi, (u,U,),(V,,V,)€E i¢in hem u =v, ve (u,Vv,)eE, hem de

(u,v,) € E, ve u, =V, olacak bigimde tanimlanir.
Teorem 3.2.2 [23] G, ve G, graflar1 igin

a(G, xG,) =min(a(G,),aG,))

esitligi saglanir.

Ispat: G, = (V,,E,) ve G, = (V,,E,) graflari igin
L(G, xG,) =L(G)xI,+1,xL(G))

bi¢iminde yazilir. 4,2>2...24, >4, =0ve A >...> A, > 4 = 0 6z degerleri sirastyla G,
ve G, graflarinin Laplasyansz degerleri olmak ilizere L(G,xG,) matrisinin 6z degerleri
A+ A" formunda olacak sekilde siralanir. Boylece hem a(G,)+0 hem deO+a(G,) ,
L(G, xG,) matrisinin 6z degeri olur. Bu 6z degerlerden hangisi ikinci en kiigiik 6z deger

ise 0G, xG, grafinin cebirsel baglantisalligi olur. Yani,
a(G xG,) = min(a(G,),a(G,))
oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.3[23] G,G sirasiyla n elemanli bir graf ve onun tiimleyeni (complement)

olmak iizere A, >...2 A4, > A, = 0 6z degerleri L(G) matrisine ait,4, >...> 4, >4, =006z
degerleri de L(é) matrkinin 6z degerleri olmak tizere k=2,...,n
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)“k =n- ﬂ“n+2—k

esitligi saglamir. Ustelik, A, e karsihk gelen L(G) matrisinin 6z vektorleri ve A, , €

karsilik gelen L(G) matrisinin 6z vektorleri ¢akisiktir.

Ispat: Tiimleyen tanimindan hareketle G +G= K, graflar1 bir biitiin olarak diisiiniirsek

tam graf oldugunu sdyleyebiliriz. Benzer sekilde
L(G)+L(G)=L(K,)
esitligini matris teoriden yazabiliriz. A¢iktir ki k = 2,...,n i¢in tam grafin spektrumundan
A + .., =n elde ederiz.
Teorem 3.24[22] G, =(V,E) ,G,=V ,E,)ve EnE,=J ise
a(G) +a(G,) <a(G,) olacak sekilde bir G, =(V,E, UE,) grafi vardir.
Ispat: E, "E, =0 oldugu igin L(G;) =L(G) +L(G,) yazabiliriz ve
aG)= rl”lelsn X" L(G)X esitligini kullanarak;

a(G,) = min (X"L(G)x+ X" L(G,)x)

> X"L(G)x+ X' L(G,)x
=a(G)+a(G,) elde ederiz.

Teorem 3.25[23] G, =(V,E) veG,= ¥ [E,) olmak iizere E c E, ise
a(G) <a(G,) (3.3)
dir.

Ispat: G, =(V,E,) veG,= ¥ E,) graflar1 aym noktalar kiimesine sahip oldugundan iki

durum s6z konusudur. Birinci olarak G, = G,olur ki bu durumda ispat kolayca goriiliir.
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Yani, a(G)=a(G,) esitlik saglanir. Ikinci olarak G, G, olsun. Bu durumda
L(G,) = L(G)) + L(G.) olacak sekilde bir G. (nokta sayis1 ayni olan) alt grafinin olmasini

gerektirir. Bu esitlik den hareketle ve Teorem 324 den
a(G)+a(G)<a(G uG.)=a(G,)) esitligini yazabiliriz. Sonug olarak

aG)<a(G,)
esitsizligini gorebiliriz.
Teorem 3.2.6 [23] G=(V,E) bir graf ve G, =(V —{k},E—{i,|}) grafi G=(V,E)

grafinin bir noktasi ¢ikarilarak (noktaya bagl kenarlarda silinecek) elde edilen bir graf

olsun. Bu durumda
a(G)) > a(G) -k (3.4
esitsizligi saglanir.

Ispat: k=1 alalim. G grafindan bir nokta silerek olusacak yeni graf G, olsun bu noktay

(=1,....n olmak tizere ( .olarak alalim. Bu nokta ileG grafindaki diger biitiin noktalar1

tamamlayarak yeni bi6 grafi olusturalim ve Teorem 3.2.5 i kullanarak
a(G) > a(G)

esitsizligini yazariz. Diger taraftan J= (1, 1 ZD N—1 elemanli bir vektor olmakiizere

L(G,)+I —J]] 5

L(G)[ ;
—J n—

blok matrishi yazabiliriz. (3.1) deki tanimli kiimeye uygun olarak ¥ e R"™* vektorii i¢in

L(G,)v=a(G,)V (3.6)

A

Vv

0z deger esitligini alalim. v= {O} icin (3.5) ve (3.6) kullanilarak
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L(G)V{L(CTSI)H —ij
-J n— J\0
—(L(G)+1)9-3 ¥

=(a(G) + v

esitlikleri elde edilir Sonug olarak

aG)<a(G)+1 (3.7)
dir. (3.7) ve (3.3) den

a(G)<a(G)<a(G)+1

yazilir. Boylece k=1 i¢in dogru oldugu gosterilmis olup tiimevarim kullanarak biitiin k

degerleri i¢in dogrudur. Bu teoremden hareketle asagida ki sonuglari verebiliriz.

Sonu¢ 3.2.7 [22] G=(V, UV,,E) grafinn G, =(V,,E) veG,= V¥, E,) indirgenmis alt

graflar1 i¢in
a(G) < min{a(G,)+V,|,aG,)+V|}
esitsizligi saglanir.

Sonu¢ 3.2.8[22] G=(V,E) bir graf veG, =(V,E+e) ise G=(V,E) grafina bir kenar

eklererek olusturulan bir graf olsun. Bu durumda
aG)<a(G)<a(G)+2
esitsizligi saglanir.

Tamm 3.29 [15] G =(V,E) ,G,=V ,E,) iki graf olmak iizere G=G @G, grafi
V(G) =V(G) V(G

ve
E(G) =E(G) VE(G,) -E(G)NE(G)
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bicimindedir ve graflarin direkt toplami olarak tanimlanir.

Teorem 3.2.10 [15] G =G, @G, olacak sekilde graflari igin
a(G) +a(G,) <a(G,®Gy)

esitsizlik saglanir.

Ornek 3.2.11 Teorem 3.2.2c¢in bir 6rnek verelim

(€ G .
v,
®  © L L L
v Vo v, W W
\?l'll' 1-
J:f | R
R 1,
P L‘—.I v, '.- 4 1
| r 1
“'-\. s W
vav.g o @ V.
& = {F .

Sekil 3.1.1 iki grafin kartezyen garpimi

Sekil 3.1.1 de verilen graf 6rneklerinden hareketle Laplasyan matris

2 -1 -1 0
1 2 -1 0
LGI=|_ 4 5 1
0 0 -1 1

38



seklinde olur ve Laplasyarz degerleri 0<1< 3< 4 olarak siralanir. Benzer sekilde

L(Gz)=[_ll 1} olur ve Laplasyansz degerleri 0< 2 seklinde siralanir. Ayrica
'3 -1 -1 0 -1 0 O
-1 3 0 -1 0 -1 0
-1 0 3 -1-12 0 O
0O -1 -1 3 0-10
-1 0 -1 0 4 -1-1
O -1 0 -1-1 4 0 -1
O 0 0 0 -1 0 2 -1
0O 0 0 0 0 -1-1 2

O O 0o o g

L(G xG,) =

Laplasyarmatrisini olusturabiliriz.
Bu matrisin 6z degerleri ise
O<IK2< X X K X ¢

seklinde siralayabiliriz. Agikca goriilir ki a(G,)=1 vea G, )= z olur bu degerlerin

minimumu ise 1 dir. Sonug olarak a(G,xG,) =1 olur.

Ornek 3.2.11 Teorem 3.2.3¢in bir 6rnek verelim.

G G
Sekil 3.1.2 G grafi ve tiimleyen grafi

Sekil 3.1.2 de verilen graf o6rneklerinden hareketle Laplasyanoz degerlerini sirasiyla

0<2<2<4 ve 0<0< 2< Zseklinde siralayabiliriz. Agiktir ki
/lé =4-2, ,/1'3 =4-1, ,/1'4 = 4- 1, esitlikleri saglanir.
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Ornek 3.2.12 Teorem 3.2.5¢in bir 6rnek verelim

G 1 G 2
Sekil 3.1.3 G, = G, olacak sekilde iki graf

Yukarida verilen graflarin cebirsel baglantisalliklari sirasiyla a(G,) =1 vea G, )= 2 dir.

Ornek 3.2.13 Teorem 3.4 igin bir 6rnek verelim

v, y

-

Sekil 3.1.4 G, G,, G, graflan
Sekil 3.1.4 deverilen graflar i¢in a(G)) =1 vea G, )= 0 ayrca a(G;)=3 olur.

Ornek 3.2.14 Teorem 3.2.6gin bir 6rnek verelim

40



G G

1
Sekil 3.1.5G grafi ve bir nokta silinerek olusturulan G, grafi

Sekil 3.1.5 de verilen grafi¢in a(G,) =3 vea G )= 4 olur ki teorensaglanir.

3.3 Cebirsel Baglantisallik ile Diger Bazi Graf Parametreleri Arasindaki Bagintilar

Graf teoride graf ¢esitlerin ¢ok sayida olmasi ve keyfi ¢coklukta uygulamalari oldugu icin
cogu grafin en kiiciik ikinci 6z degerini belirlemek ¢ok zorlagmaktadir. Bu durumda
matematikg¢iler graf parametrelerini kullanarak graflar1 karakterize etmede cebirsel
baglantisallik ile ilgili alt ve iist sinir deger ¢aligmalarina yonelmislerdir. Biz burada bu
sinirlarin  bazilarina yer vererek bunlarin baglantili graflar i¢in karsilastirmalarini
yapacagiz. Bu siir degerlerini karsilastirmanin 6nemi ve bu tez ¢aligmasinin tlizerinde
durdugu gergek sudur ki graflari maksiminize etmede ve yeni sinir deger ¢aligmalarinda

bu karsilastirmalar bize ¢ok 6nemli ipuglar1 verecektir.

Lemma 3.3.1[24] M =(m,) matrisi estandart birim vektdr olmak {izer Me=0 olacak

bi¢cimde pozirif yar1 tanimli simetrik matris olsun. M matrisinin en kiigiik ikinci 6z degeri

A, alalim. Bu durumda

n :
Ay S(n_lj minm, (3.8)

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Laplasyan matrissimetrik ve pozitif yar1 tanimli matris oldugu igin 1(G) birim

matris ve J(G) biitiin elemanlar1 1 olan matrisi olmak iizere
1
L(G) = L(G) - 4,.(I (G)_HJ (G))

bi¢iminde tanimli matris de simetrik ve pozitif yar1 tanimli olur. ee R" standart birim

vektor olmak iizere W = {X eR":x'x=1x"e= O} kiimesini alalim. Diger taraftan
7, =a(G)=minx'L(G)x (3.9)

dir. yeR" vektori XxeW olmak iizere y=ce+c,x formunda olsun.L(G)e=0

oldugundan (3.8) esitligini kullanarak

y' L(G)y=CX"L(G)x
= (X'L(G)x-4,)
>0

elde edilir. Bdylece L(G) matrisinin kosegen elemanlari negatif degildir ve

2, S(ilj-min m,

olup ispat tamamlanur.

Teorem 3.3.2 [24] Herhangi birG grafi igin
n
aG)<—0(G 3.10
(6)<—5(C) (3.10)

esitsizligi saglanir.

Ispat: G grafi baglantisiz ise a(G) =0veo (G) =0 olup (3.8) den esitsizlik tamamlanir.

G baglantili ise & (G) >1 dir. Laplasyan matrisi tanim1 ve yine (3.8) esitliginden iist sinir

kolayca elde edilir.

Teorem 3.3.3 [24] Herhangi birG grafi igin
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20G)-n+2<a@G) (3.11)
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.4 [24] Herhangi birG grafi i¢in

a(G) <v(G)<e(G)<8(G) (3.12)
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.5 [24] Herhangi birG grafi igin
26G).(1- cos- ka G (3.13)
n

esitsizligi saglanir.
Teorem 3.3.6 [24] Herhangi bir G grafi igin

2.(008%— cosﬁr.I BG ) 2.00% a cér”ls A)G(<)h G( (3.14)

esitsizligi saglanir.

Sonug¢ 3.3.7 (3.14) deki alt sinirin (3.13)' deki alt sinirdan iyi olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul 2e(G) > A(G)olmasidir.

Teorem 3.3.8[24] G # K, olmak iizere
aG)<| —1++1+2m | (3.15)
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.9[24] T bir agag olmak lizere

a(G) < 2.(1- Cos{m ). (3.16)

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.10 [24] Herhangi birG grafi i¢in «(G) bagimsizlik sayisi olmak iizere
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aG)<n-a(G) (3.17)
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.11 [24] Herhangi birG grafi igin

: /ZA(G) 0
dlam(G)£2|7 2(G) Iogz—‘ (3.18)

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.12 [24] Herhangi birG grafi i¢in

diam(G) < (%In(n—l{‘ (3.19)

A, —a(G)
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.13 [24] Herhangi birG grafi i¢in

4
Fam@m a(G) (3.20)

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.3.14 [24] Herhangi birG grafi igin

. A(G) +a(G) B
dlam(G)£2|7—4.a(G) In(n 1)¥‘ (3.21)

Esitsizligi saglanir.

Boliim 3.3 de verilen bazi sinir degerlerinin yorumlanmasinda faydali olabilecek iki tablo

verelim.
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Tablo 3.3.1 5 noktali baglantili baglantili graflar i¢in bazi alt sinirlar

CebirselBaglantisalhk

(3.11) Alt Smar

(3.13) Alt Simir

(3.20) Alt Simr

1.00000000000000

-1.00000000000000

0381066011250105

0.400000000000000

0.518805695007984

-1.00000000000000

0381066011250105

0.266666666666667

1.00000000000000

-1.00000000000000

0381066011250105

0.400000000000000

0.820013513373066

-1.00000000000000

0381066011250105

0.266666666666667

0.697224362268005

-1.00000000000000

0381966011250105

0.266600600666667

1.00000000000000

-1.00000000000000

0381966011250105

0.400000000000000

2.00000000000000

1.00000000000000

0.763932022500210

0.400000000000000

2.00000000000000

1.00000000000000

0.763932022500210

04000000 00000000

0.381966011250105

-1.00000000000000

0381966011250105

0.200000000000000

0.518805695007084

-1.00000000000000

0381966011250105

0.266666666666667

1.00000000000000

1.00000000000000

0.763032022500210

0.400000000000000

1.38196601125011

1.00000000000000

0.763932022500210

0.400000000000000

1.38196601125011

1.00000000000000

=

0.763093202250021

0.400000000000000

1.58578643762691

1.00000000000000

0.763932022500210

0.400000000000000

0.820013513373066

-1.00000000000000

0.381966011250105

0.266666666666667

1.00000000000000 -1.00000000000000 0.381966011250105 0.400000000000000
2.00000000000000 1.00000000000000 0.763932022500210 0.400000000000000
2.00000000000000 1.00000000000000 0.763932022500210 0.400000000000000
3.00000000000000 3.00000000000000 1.14580803375032 0.400000000000000
3.00000000000000 3.00000000000000 1.14580803375032 0.400000000000000
5.00000000000000 5.00000000000000 1.52786404 500042 0.800000000000000

Tablo 3.3.1 de cebirsel baglantisalligin bazi sinir degerleri ile karsilastirmalart verilmistir.
Tablodan anlasilacagi iizere son satirda ki degerler tam grafa aittir ve (3.11) alt sinir1 bazi
noktalar ¢in esitlik kosulunu saglar. Ayrica bu {i¢ alt sinir igerisinde en iyi sinirin hangisi

oldugu sorusuna kesin cevap verilememektedir.
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Tablo 3.3.2 5 noktali baglantili graflar i¢in baz1 iist sinirlar

CebirselBaglantisallhik (3.10) Ust Simr (3.15) Ust Smmr (3.17) Ust Smur
1 .00000000000000 1.25000000000000 2 1
0.518805695907984 1.25000000000000 2 2
1 .00000000000000 1.25000000000000 2 2
0.829913513373966 1.25000000000000 2 2
0.697224362268005 1.25000000000000 2 2
1 .00000000000000 1.25000000000000 2 2
2 000000000 00000 250000000000 000 2 2
2 0000000 0000000 2. 50000000000 000 2 2
0.381966011250105 1.25000000000000 2 2
0.518805695907984 1.25000000000000 2 3
1.0000000000000:0 2. 50000000000 000 2 3
1.38196601125011 2. 50000000000 000 2 3
1.38196601125011 2. 50000000000 000 2 3
1.58578643762691 2. 50000000000 000 2 3
0.829913513373966 1.25000000000000 2 3
1 .00000000000000 1.25000000000000 2 3
2 0000000 0000000 2. 50000000000 000 3 3
2 000000000 00000 250000000000 000 2 3
3 000000000 00000 3.7 5000000000000 3 3
3 000000000 00000 3.7 5000000000000 3 3
5000000 00000000 500000000000 000 3 4

Benzer sekilde Tablo 3.3.2 de 5 noktali biitiin baglantili graflar i¢in smnir degerler
gortlebilir. Esitlik durumu ise yine tam graf i¢in gecerlidir. Tabloya dikkatli bir sekilde
bakilirsa cebirsel baglantisalligin nokta sayisi ve baglantili kenarlarin artmasindan
etkilenmedigi goriilebilir. Bu bize cebirsel baglantisalligin karakterizasyonunun son
derece farkli oldugunu ifade eder. Tabiki bu ii¢ iist sinir i¢erisinde en iyi sinirin hangisi

oldugu sorusuna yine kesin bir cevap verilememektedir.
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4.BOLUM

SONUC VE ONERILER

Bu tezde graf matris uygulamalar1 yoniinden 6nemli bir yere sahip olan Laplasyan matrisi
ve onun dzellikleri hakkinda iyi bilinen sonuglar yer almaktadir. Ozellikle 6z degerleri
icinde Oonemli bir yere sahip ikinci en kiigiik 6z deger (ki literatiirde buna cebirsel

baglantisallik denir) ¢caligmalar1 amaglanmuistir.

Cebirsel baglantisalliginin matematigin yani sira kimya, fizik, bilgisyar bilimleri vb.
alanlarda da etkin bir bicimde gériilmektedir. Ornegin, DNA yapilari, hava yollar1
tasimaciligl glivenligi, Alzheimer hastalig1 ile beyin ag1 direnci arasindaki bagintilar
ortaya koymak i¢in kullanilabilir. Burada amacin bir yapmin direnci cebirsel
baglantisalligin aldig1 degere gore degismektedir. Bu kapsamda, diger bir ¢ok
disiplinlerde farkli yapilardaki bagintilar1 aciklamak igin cebirsel baglantisalliktan

yararlanilabilir.

Sonug olarak bu tez ¢calismasinda literatiirde cebirsel baglantisallik ile ilgili elde edilmis

bulgular derlenmistir.
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