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ABSTRACT

The Laplacian, Signless Laplacian matrix and its eigenvalues of graphs are used in
many areas to a great extent as well as mathematics. Any upper or lower bounds on the
sum or product of the invariants of the graph related to graph and its complement is

known as Nordhaus-Gaddum type inequality.

In the 2nd section of this thesis, some basic definitions and results and bounds are
given, as well as some bounds for Laplacian and Signless Laplacian matrices, Laplacian
and Signless Laplacian spectral radius to be used in graphs. In the third section, results
about NGT have been compiled widely a way. In the fourth section, NGT-inequalities
are examined for the largest Laplacian and Signless Laplacian eigenvalues.

Keywords: Graph, Laplacian Matrix, Signless Laplacian Matrix, Nordhaus-Gaddum
Type Inequalities

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Sezer Sorgun
Page Number:43



ICINDEKILER

KABUL VE ONAY SAYFASI ... [
TEZ BILDIRIM SAYFASI ....ooiiiiiiiiiiceice sttt i
TESEKKUR .....ocviiii ittt ettt sttt ettt es st a sttt et st n ettt sn s ii
OZET ittt iv
ABSTRACT <.ttt bbb bbb %
ICINDEKILER ....ovvicecteteies ettt n sttt en ettt enseas st en st ss s st snas Vi
SIMGELER VE KISALTMALAR .........cceiiitiiiteiieeisieetesee e ssse s vii
SEKILLER LISTEST .....ootctiiitit ettt tss st s s s neeens iX
LBOLUM ..ottt 1
GIRIS oottt bbbttt 1
2. BOLUM ..ottt 3
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR ..ottt 3
2. 1. Matrisler ve Bazi Kavramlari..........cocooiiiiiiiiiiiiieiie e 3
2.2, Graf DeGISMEZICTT ....cviiieiiiieiiiiesieeie e 6
2.3. Komguluk, Laplasyan ve Isaretsiz Laplasyan MatriSi............ccccevvrerriereriirennnennns 8
2.4. Laplasyan ve Isaretsiz Laplasyan Spektral Yarigap i¢in Baz1 Sinirlar ............... 10
3. BOLUM .. 19
NORDHAUS GADDUM TIPT (NGT) c..ocvviieiieieietcecete et 19
3.1, NGT HaKKINda ......ooiiiiiiiice e 19
4. BOLUM ..ottt 23
LAPLASYAN ve ISARETSIZ LAPLASYAN OZ DEGERLERI ICIN NGT-
ESITSIZLIKLERI ..ottt 23
5. BOLUM .. 39
SONUC Ve ONERILER..........ccitiiiiiieieieeeiste ettt sttt es sttt ssstesesesesns 39
KAYNAKLAR ettt 40
(04€ ) 10)1Y 1 15T 43

Vi



AT

A*

M, (F)
spek(A)
o(4)
si(4)

G = (V,E)

u~v
d(v)

m(v)

A(G)

5(6)

SIMGELER VE KISALTMALAR

Birim matris

A’nin transpozu

A’n eslenik transpozu

Cisim

Elemanlar1 F cisminde olan n X n tipinde matris
A matrisinin 6z degerler kiimesi

A matrisinin spektral yarigapi
A matrisinin i.satir toplami

Graf

Grafin nokta kiimesi

Grafin kenar kiimesi

Grafin nokta sayis1

Grafin kenar sayis1

u Ve v noktasi bir kenar ile bagh

v noktasina bagl kenar sayis1

v noktasinin komsularinin ortalama derecesi

i noktasinin komsu say1si

G grafinindaki noktalarin maksimum dereceli olani
G grafinindaki noktalarin minimum dereceli olani
G grafinin komplementi

G grafinin kromatik sayisi

Tam iki parcali bir graf

Yildiz Graf

u’ dan v noktasina en yakin yol sayist

vii



diam(G)
A(G)
D(G)
MG)
L(G)

1 (G)

1 (G)
Q&)
q:(G)

q1(G)

Herhangi iki nokta arasindaki en biiyiik uzaklik
G grafinin komguluk matrisi

G grafinin derece matrisi

G grafinin spektral yaricap1

G grafinin Laplasyan matrisi

G grafinin Laplasyan matrisinin 6z degerleri

G grafinin L spektral yarigcapi
G grafinin Isaretsiz Laplasyan matrisi
G grafinin Isaretsiz Laplasyan matrisinin 6z degerleri

G grafinin Q spektral yarigapi

viii



SEKILLER LISTESI

Sekil 1 Gershgorin Circle Teoremi

Sekil 2 Sirasiyla G, H ve Py grafi



1.BOLUM
GIRIS
x kromatik sayisinin 1852 de Guthrie tarafindan sorulan iinlii dort renk problemi ile
baslayan tarihi 1879 da Kempe [1] ve 1890 da Heawood [2] c¢aligmalariyla graf
degismezlerinde oldukga genis calisilmistir. 1956° dan Once sadece G grafinin kromatik
sayilari ile degismezleri arasindaki iligkiler calisilmisti. Daha sonraki yillarda Nordhaus
ve Gaddum; n noktali bir graf i¢in y(G) ve y(G°) lizerinde toplama ve g¢arpma
islemlerine gore alt ve iist sinirlarini elde etmislerdir. Daha sonra yapilan caligmalar P
herhangi bir graf degismezi olmak iizere P(G) + P(G°) ve P(G).P(G°) i¢in sinirlar da

Nordhaus — Gaddum tipi esitsizlikler olarak literatiirde isimlendirilmistir.

Baslangigta bu tiir iligkiler pek fazla ilgi gormedi. Bu iligkilerin ilk ¢aligmasi, Nordhaus
ve Gaddum [3] makalesinin yayinlanmasindan yaklasik on yil sonra, Nordhaus ve
Stewart [4] tarafindan daha ayrintili bir bigimde literatiire kazandirildi. Nitekim, 1965
yilinda Vizing [5], bir grafin kromatik indeksi ile benzer iliskileri kanitlayan ilk yazardi.
NGT-esitsizliklerinin yakinlig: ile ilgilenen diger yazarlar 1966 'dan 1969 yilina kadar
Finck [6,7] ve Sachs [8] idi. Caligmalar1 esas olarak y(G) ve y(G¢) kromatik sayilartyla
verilen G ve G°¢ graflarmin varhigiyla ve Ozellikle orijinal Nordhaus—Gaddum
esitsizliklerinin sinirlarina karsilik gelen ekstremal graflarla iliskiliydi. Stewart [9],
x(G) ve x(G°) sayilarinin pozitif degerlerinin her bir ¢iftine karsilik graflarin bir
ailesini 1969 da yapilandirdi. NGT ile ilgili diger calismalar i¢in [11-14] kaynaklarina
bakilabilir.

Bu tez calismasinda, yukarida bahsedilen caligmalar 1s18inda graflarin Laplasyan ve
Isaretsiz Laplasyan 6z degerleri i¢in NGT- esitsizlikleri derlenecektir. Graf teoride bir
grafin Laplasyan 6z degerleri 6nemlidir, ¢linkli baglanabilirlik, izoperimetrik sayi, ¢ap
ve maksimum kesim de dahil olmak iizere bircok graf degismezleri ile yakin iliskileri
vardir. Ozellikle pq(G) igin iyi {ist simrlar birgok alanda uygulanmaktadir. Ornegin,
Heilbronner modeli iceren kuramsal kimyada, alkanlarin ilk iyonizasyon potansiyelini
belirlemek icin, grafta maksimum kesimin boyutu {izerinde bir iist sinir saglamak i¢in
kombinatoryal optimizasyonda, kenar yonlendirme dizininde bir alt sinir saglamak i¢in

iletisim aglarinda vb. kullanilmaktadir.



Bu literatiir taramasindan yola ¢ikarak ikinci bolimde bazi temel tanim ve teoremler,
graf degismezleri ve diger boliimlerde kullanilmak iizere Komsuluk, Laplasyan,
Isaretsiz Laplasyan matrisi ve Laplasyan, Isaretsiz Laplasyan spektral yar1 ¢ap1 i¢in baz1
siirlar verildi.

Uciincii boliimde ise NGT- esitsizlikler hakkinda yapilan calismalar genis bir bigimde
derlenmistir. Dérdiincii béliimde ise Laplasyan ve Isaretsiz Laplasyan spektral yarigap1

i¢in NGT- esitsizlikler incelenmistir.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu kisimda bahsi gecen temel tanimlar ve teoremler [13-15, 17-31] kaynaklarindan
alinmistir.

2. 1. Matrisler ve Baz1i Kavramlar

Tamm 2.1.1 A = (aij)nxn tipinde bir kare matris olmak iizere AX = AX denklemini

saglayan herhangi bir A skaleri varsa sifir olmayan X vektoriine A matrisinin 6z vektori

denir, A skalerine de A matrisinin 6z degeri denir.

Tamim 2.1.2 [ birim matris olmak tiizere bir A matrisinin karakteristik polinomu
K, (1) = det(A — AI) = 0 denklemine de A matrisinin karakteristik denklemi denir. Bu

karakteristik denklemin n tane 4 koklerine de A matrisinin 6z degerleri denir.

Tammm 2.1.3 A € M,, olsun. A matrisinin 6z degerleri A, A,, ... , A, olmak {lizere A

matrisinin 6z degerlerinin kiimesi spek(A) = {A;, 15, ... , A, } olarak gosterilir.
0(A) = max{|A;|: 1 <i < n}
ifadesi ise matrisin spektral yarigapr olarak isimlendirilir.

Tamm 2.14 A = (aij)mxn matrisinin elemanlar1 kompleks sayilar ise, 0 zaman A

matrisinin eslenik transpozu A* = (@;;) olarak tanimlanir. Boylece eger A = (a;;)

olmak iizere A matrisinin eslenigi A = (a;;) ise, bu takdirde A* = (A)” dir.
Tanim 2.1.5

. A = (a;;) __ kare matrisi igin AT = A ise bu matrise simetrik matris denir.
YU/ nxn

ii. A= (al- j)nxn matrisi elemanlart kompleks sayilar olan bir kare matris olmak

lizere eger A* = A sart1 saglaniyorsa, o zaman A matrisine Hermit matris denir.
Teorem 2.1.1 Hermit bir matrisin biitiin 6z degerleri reeldir.

Teorem 2.1.2 Bir matrisin 6z degerleri ile transpozunun 6z degerleri aynidir.



Lemma 2.1.1 [18] A bir n X n tipinde reel simetrik matris ve A bilesenleri negatif
olmayan bir x 6z vektorii olan A matrisinin 6z degeri olsun. A matrisinin i. satir toplami

s;(A) ile gosterilsin. Bu durumda
min;<i<p Si(4)< 1 < maxigi<y Si(4)
esitsizlikleri saglanir.

Lemma 2.1.2 [18] A € M,,(R) ve A bilesenlerinin hepsi negatif olmayan bir 6z vektorle
A matrisinin bir 6z degeri olsun. p(x) keyfi polinom ve A matrisinin i. satir toplami

s;(4) ile gosterilsin. Bu durumda

min 5;(p(4)) < p(d) < max s;(p(4))
<isn 1<isn

esitsizligi saglanir.

Ustelik x' in biitiin bilesenleri pozitif ise bu durumda esitliklerden her ikisini de

saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart p(A) nin satir toplamlarinin esit olmasidir.
Tamm 2.1.7 (Baz1 6zel matrisler)

I. Eger bir A matrisinin biitiin elemanlar1 reel ve negatif degilse A matrisine negatif

olmayan matris denir.

ii. Bir A = (aij)nxn Hermit matrisi, eger her sifir olmayan n boyutlu X vektorii

i¢in XTAX > 0 esitsizligi saglaniyorsa pozitif tanimli matris; eger X7 AX > 0 esitsizligi

saglaniyorsa pozitif yar1 tanimli matristir.

ii. Eger A = (aij)nxn kare matrisi i¢in a;;11 =1, a,; =1 ve diger biitiin
elemanlart sifir oluyorsa o zaman A matrisine permiitasyon matrisi denir. Yani, birim

matrisin satirlarini ya da siitunlarin1 degistirmekle elde edilen bir matristir.

\2 Her hangi bir A = (aij)nxn matrisi i¢in PT AP matrisi blok iist iiggen olacak

sekilde n xn tipinde bir P permiitasyon matrisi bulunabiliyorsa A matrisine
indirgenebilir matris denir. Indirgenebilir olmayan matrise de indirgenemez matris

denir.



Onerme 2.1.1 Pozitif (yar) tanimli matrislerin 6z degerleri (negatif olmayandir)
pozitiftir.

Teorem 2.1.3 (Perron—Frobenius Teoremi) Negatif olmayan, indirgenemeyen bir A
matrisinin spektral yarigapina esit tek katli bir 6z degeri vardir ve bu degere karsilik

gelen sadece pozitif bilesenli bir 6z vektorii vardir.

Teorem 2.1.4 (Gershgorin Circle Theorem) A = (aif)nxn matrisi ve 1 <i <n i¢in

R, =Y"1|a;j| ve ¢;={z € C:|z—a;| <R;} almsm. Bu takdirde 4 matrisinin 6z
i#j

degerleri 1 <i < nigin A4, A,, ... , 1, olmak iizere A; € U}, C; dir.

10 2 3

0 11 1] matrisini géz Oniine alinsin. A matrisinin 6z
0 -1 13

degerleri hesaplanacak olursa det(Al — A) = 0, yani

A—-10 =~ -3
0 A—-11 -1
0 1 A—13

Ornek 2.1.1 [19] A =

=0

esitligi elde edilir. Boylece, (1 —10)(A —12)(4 — 12) = 0 denklemi elde edilir.
Buradan 4; = 10, 4,3 = 12 elde edilir. Kompleks diizlemde esas kdsegen iizerindeki
10+01, 11+01 ve 13+0i noktalar1 ii¢ diskin merkezi olur. Bu disklerin yarigaplar
sirastyla |2]+|3] =5, |0]+|1] =1 ve |0] +|—1] =1 olacak sekildedir. Gorsel
olarak bu diskler asagidaki sekildedir. Sekil 1 den de anlasildig: {izere A matrisinin 6z

degerleri bu disklerin birlesimi igerisindedir.
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Sekil 1.Gershgorin Circle Teoremine Ornek

2.2. Graf Degismezleri

Tanim 2.2.1 V bir nokta kiimesi, E kenar kiimesi olmak tizere G = (V, E) siral1 ikilisine

graf denir. e = |E| ve n = |V| sirasiyla kenar ve nokta sayilaridir.
Tamm 2.2.2

I. Bir grafta iki nokta bir kenar olusturuyorsa bu iki noktaya birbirlerine komsudur
denir. Yani, {u, v} € E ise u noktasi v noktasina komsu denir ve u~v bi¢iminde de
gosterilebilir.

ii. Bir grafta herhangi bir noktayla bagli kenar sayisina o noktanin derecesi denir ve

v €V,deg(v) = d(v) seklinde gosterilir.
iii. Bir v € V(G) noktasi i¢in, m(v) v noktasinin komsularinin ortalama derecesini

gbsterir ise yani, m(v) = ﬁzw d(w) dir.

\2 Bir G grafindaki derecelerin en biiyiigiine G grafinin maksimum ve en kiigiigiine

minimum derecesi denir ve sirasiyla
A= A(G) = max{d(v):v €V}, § = §(G) = min{d(v):v € V}

ile gosterilir.



Lemma 2.2.1 [17] G n noktali, e kenarli ve A, § sirasiyla en biiyikk ve en kiiglik
dereceleri olan bir graf olsun. Bu durumda herhangi bir v noktasi igin

d(v) +m(v) < = +228+ (a-8)(1- =) (2.2.1)

n-1

esitsizligi saglanir. Eger G baglantili bir graf ise bu durumda esitlik elde etmek igin
gerek ve yeter sart ya d(v) =n—1 ya da d(v) =A ve v noktasmin biitiin

komsularinin derecesi A Ve v noktasina komsu olmayanlarin derecesinin § olmasidir.

Tamim 2.2.3 Bir graf tek bir noktada bir kenar olusturmuyor ve aym iki noktanin
olusturdugu birden fazla kenarlara sahip degilse grafa basit graf denir.

Tamim 2.2.4 Derecesi sifir olan noktaya ayrik nokta (isolated vertex) denir.

Tamm 2.2.5 G = (V,E) nin alt grafi; V ciimlesinin alt ctimlesi V' nokta ciimlesi ve E

climlesinin alt ciimlesi E’ kenar ciimlesi iizerinde tanimli G' = (V', E") grafidur.

Tamm 2.2.6 Bir G grafinda biitiin noktalarin dereceleri esit ise G grafina diizenlidir
denir. Yani A(G) = 6(G) = d ise grafa d- diizenlidir denir. Aksi takdirde diizensiz
graftir. n noktali bir G grafi alindiginda A(G) = 6(G) =n—1 ise G grafina n — 1-

diizenli (tam graf) denir.

Tammm 2.2.7 Bir G grafi ile aynm1 nokta kiimesine sahip ve G grafinda kenar
olugturmayan tiim noktalarin birlestirilmesi ile elde edilen kenar kiimesine sahip olan

grafa G grafinin tiimleyeni (komplementi) denir ve G€ ile gosterilir.

Tanim 2.2.8 Bir G grafin1 komsu noktalar farkli renkte boyamak igin ihtiya¢ duyulan en

az renk sayisina G grafinin Kromatik sayisi denir ve y(G)ile gosterilir.

Tamm 2.2.9 Kromatik sayist bir ya da iki olan bir G grafina iki parcali (bipartite) graf
denir. G grafindaki her kenar X deki bir nokta ile Y deki bir noktay: birlestirir sekilde

iki parc¢al1 bir grafin nokta climlesi X ve Y olarak iki boliime ayrilabilir.

Tamm 2.2.10 Bir boliimdeki her nokta ile diger boliimdeki her nokta komsu ise bu
grafa tam iki pargali (complete bipartite) bir graf denir.|X| = n, ve |[Y| = n, ise tam iki
parcali graf K,, ,,. seklinde gosterilir. Ozel olarak n; = 1 ise bu grafa yildiz (star) graf

1,12

denir ve K; ,, seklinde gosterilir.



Tamim 2.2.11 Bir graf iki parcali ve ayn1 bdliime ait noktalar esit dereceye sahipse bu
grafa yar1 diizenli iki pargali denir. Nokta derecelerine r ve s karsilik geliyorsa bu

graftan (r,s)- yar1 diizenli iki pargali olarak bahsedebilir.
Tamim 2.2.12 Bir G grafinda k-yiirtiyiis (k-walk) e; her kenar1 v; ve v;,

(1<i<k-1) ile iliskili olan vy, e;, vy, €;, ..., Vg, € scklinde noktalarin ve
kenarlarin alternatif sirasidir. v; ile v, gakisik ise yiiriiyiis kapalidir. Bir yiirtiytisteki

biitiin noktalar belli ise buna bir yol (path) denir.

Tamim 2.2.13 Eger her iki farkli nokta G grafinda en az bir yolun sonuysa G grafina
baglantili (connected) denir. Aksi takdirde G baglantisizdir (disconnected) ve maksimal

baglantili tiiretilmis alt graflarina G grafinin bilesenleri (component) denir.
Tanmm 2.2.14 G grafinda alinan herhangi iki nokta ¢ifti arasindaki en biiyiik uzakliga G

grafinin ¢ap1 (diameter) denir ve diam(G) bigciminde gosterilir.

Tammm 2.2.15 G; ve G, iki graf olsun. G; grafinin herhangi iki noktasini birlestiren
kenarlarin sayis1 G, grafinin karsilik gelen noktalarini birlestiren kenarlarin sayisina esit
olmak iizere G, ve G, graflarinin noktalar1 arasinda birebir bir esleme varsa G; ve G,

graflaria izomorftur denir.

2. 3. Komsuluk, Laplasyan ve Isaretsiz Laplasyan Matrisi

Tamm 2.3.1 Bir G grafinin komsuluk matrisi A(G) seklinde tanimlansin. Bu matrisin

elemanlan

_ {1 , u~v
Qw1 ), d.d.
bi¢imindedir.

Tammm 2.3.2 Bir G = (V,E) grafinin komsuluk matrisinin 6z degerlerine grafin 6z
degerleri denir. Komsuluk matrisinin en biiyiikk 6z degeri G grafinin spektral yarigapi

olarak tanimlanir ve A(G) bi¢iminde gosterilir.



Tamm 2.3.3 A(G); G grafinin komsuluk matrisi, D(G); kdsegen elemanlar1 G grafinin

noktalarinin derecelerinden olusan bir kosegen matris olmak {izere

L(G) = D(G) — A(G) seklinde tanimlanan matris G grafinin Laplasyan matrisi olarak

adlandirilir.

Tanmm 2.3.4 C;(x) = det(x] — L) polinomuna da G grafinin Laplasyan karakteristik
polinomu denir. Bu polinomun kokleri de Laplasyan 6z degerleridir ve uy, ty, ..., in
seklinde gosterilir. Ustelik L(G) matrisi pozitif yar1 tanimli oldugundan her bir 6z
degeri negatif olmayan reel sayilardir. Boylece pq = pp, = -+ = u, = 0 biciminde

stiralanir. pq, G grafinin L spektral yarigapidir.

Lemma 2.3.1 [17] Laplasyan 6z degerleri igin

1 (G) + 1 (G€) = n+ 1y (G) = pn-1(G)

esitligi saglanir.

Tanim 2.3.5 u; (G) — py—1(G) degerine Laplasyan yayilimi denir.
Lemma 2.3.2 [20] Herhangi bir G grafi i¢in

w;(G) =n — puy_;(G°), i=1,..,n—1

esitligi vardir.

Lemma2.3.3 [17] n noktali herhangi G grafi igin y;(G) < n esitsizligin olmasi igin

gerek ve yeter sart G¢ grafinin baglantisiz olmasidir.

Tamm 2.3.6 Isaretsiz Laplasyan matrisi; A(G), G grafinin komsuluk matrisi, D(G),
kosegen elemanlart G grafinin noktalarinin derecelerinden olusan bir kdsegen matris
olmak iizere Q(G) = A(G) + D(G) bi¢imindedir. Baska bir ifadeyle Laplasyan
matrisinden eksi isaretlerinin kaldirilmasiyla elde edilir. Bu matrise literatiirde co-
Laplasyan matrisi de denir. Bu matris goriildiigii tizere negatif olmayan indirgenemez

bir matristir.

Tamm 2.3.7 C;(x) = det(xI] — Q) polinomu da Isaretsiz Laplasyan Karakteristik

polinomudur ve bu polinomun k&kleri de Isaretsiz Laplasyan 6z degerleridir ve

9



q1,92, --- » Qn biciminde gosterilir. (q,, G grafinin Q spektral yarigapidir).

Lemma 2.3.4 [21] G bir graf olsun. Bu durumda

1 (G) < q,(G)

esitsizligi vardir. Ustelik G baglantili ise esitlik olmasi igin gerek ve yeter sart G

grafinin iki pargali olmasidir.

Lemma 2.3.5 [17] Eger G iki pargali bir graf ise bu durumda L(G) ve Q(G) matrisleri

benzerdir yani G grafinin Laplasyan ve Isaretsiz Laplasyan 6z degerleri aynidir.

Lemma 2.3.6 [17] G bir graf ve G’ grafi da G grafindan bir kenarin kaldirilmasiyla elde
edilsin, yani G' =G —e. Bu durumda G ve G' graflarinin i¢ ice gecen Isaretsiz

Laplasyan 6z degerleri:

q1(G) 2 q1(G") 2 q2(G) = q2(G) = -+ = qn(G) = qn(G")
seklinde siralanir.

Baz1 6zel graflarm Laplasyan ve Isaretsiz Laplasyan spektrumu asagidaki gibidir:

(i) spek(L(Kn)) = {n" 1,0}
(i)  spek(Q(Ky) ={(2n—-2)',(n—2)"""}
(iii) spek(L(Km)) = spek(Q(Kr,s)) ={(r+s)rs1s71 01}

2. 4. Laplasyan ve Isaretsiz Laplasyan Spektral Yaricapi icin Bazi Simirlar

Teorem 2.4.1 [18] G = (V, E) bir graf olsun. Bu durumda

1(6) < VZmax(d(v)? + ) d(w)"?

v UveE
esitsizligi saglanir. Ustelik G baglantili olmak iizere esitligin saglanmasi i¢in gerek ve
yeter sart G iki parcali ve Vv € V igin d(v)? + Y pep d(u) ifadesi aynmi olmalidir.
Ozellikle eger G iki parcaliysa bu durumda

1/2
(@) 2 VZmin(d@)? + ) d@w)

UVEE

10



esitsizligi vardir. Ustelik G baglantili olmak iizere esitligin saglanmasi igin gerek ve

yeter sart Vv € V i¢in d(v)? + Y per d(w) ifadesi ayni olmalidir.

Ispat:s,(Q) = 2d(v)

ve

$,(4D) = 5,(4) = ) d(w)

UVEE

esitlikleri saglandigindan

5,(Q%) = 5,(DQ + AD + A?)
= d(v)sy(Q) + 2 Xuver d(w)
=2d(v)” + 2 Lyver d(W)

esitligi vardir. Lemma 2.3.4 ve Lemma 2.1.2 ifadelerinden

1(6) < 4:(6) S VZmax(@dw)® + ) d(w)"?

v UVEE
oldugu goriiliir ve G baglantili grafi igin esitlik elde etmek igin gerek ve yeter sart G iKi
pargali ve Vv € V i¢in d(v)? + Yyper d(w) ifadesi ayni olmalidir.

Eger G iki pargali ise bu durumda D — A ve D + A ayn1 6z degerlere sahip ve D + A bir
negatif olmayan indirgenemez simetrik matristir. Perron Frobenius Teoremi ve Lemma
2.1.2 ifadesinden

11(6) = 41(6) > VEmin(dw? + Y dw)

UVEE

oldugu goriiliir ve G baglantili grafi i¢in esitlik elde etmek icin gerek ve yeter sart
Vv € V icin d(v)? + Yypep d(w) ifadesi ayn1 olmalidir.

Sonug 2.4.1 G n noktali, e kenarli ve izole noktasi olmayan bir graf olsun. A= A(G) ve
6 = §(G) olsun. Bu durumda

11(G) < 242 + 4e —26(n — 1) + 2A(5 — 1) (2.4.1)
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esitsizligi saglanir. Ustelik G baglantili ise esitlik elde etmek icin gerek ve yeter sart G

grafinin diizenli iki parcali bir graf olmasidir. Ozellikle G iki parcali oldugu durumda

p1(G) =262+ 4e —2A(n—1) + 26(A— 1)

esitsizligi saglamir. Ustelik G baglantili oldugu durumda esitlik olmas1 icin gerek ve

yeter sart G grafinin diizenli olmasidir [22].

Teorem 2.4.2 [31] G n noktali basit baglantili bir graf ve d; = d, = --- > d,, derece

dizisi olmak tizere

1 1
1@ < dy+ 2+ (-2 + 51, di(d - d) (2.4.2)
esitsizligi saglanir.
Teorem 2.4.3 [23] G n noktali e kenarli basit bir graf olsun. A ve §sirastyla G grafinin

maksimum ve minimum derecesi olsun ve u,(G) de G grafinin Laplasyan spektral

yarigapi olsun.

(A+6-1)+/(A+6-1)2+4(4e-28(n—1))
2

#1(G) < (2.4.3)

esitsizligi saglanir. Ustelik eger G baglantiliysa esitlik elde etmek icin gerek ve yeter

sart G grafinin diizenli iki pargali bir graf olmasidir.
fspat:

[k olarak

A+6—-1D+J(A+86—-1)2+4(4e —25(n—1))
2

q:1(G) <
oldugu gosterilsin.
Q = D + A oldugundan

$y(Q) = 2d(v)

ve

12



$,(4D) = 5,(4%) = ) d(w)

u~v
esitliklerine dikkat edilirse, bu durumda
sy(Q?) = 5,(D(D + A) + AD + A?%)
= d(v)s,(Q) + 5,(AD) + 5,(4?)
= d(V)s,(Q) + 2(2e — d(V) = Zurvuzr d(W))
< As,(Q)+4e—2d(v) —2(n—dw) —1)8
=4e + 5,(Q)(A+ 6 — 1) — 26(n — 1). (2. 4.4)
elde edilir.
Vv € V(G) i¢in s,(Q2 — (A+ 6 — 1) Q) < 4e — 26(n— 1)
esitsizligi saglandigindan Lemma 2.1.2 ifadesini de kullanarak
g1(G) = (A+6—1)q:1(G) < 4e—26(n—1).

esitsizligi elde edilir. Kuadratik esitsizligi ¢ozerek

A+5—-1D+/(A+86—1)2+4(4e—25(n—1))
2

q:1(G) <

esitsizligi elde edilir.

Lemma 2.3.4 ifadesinden

A+6—-1D+/(A+5—1)2+4(4e —26(n—1))
2

Hi(G) <
esitsizligi vardir.

(2.4.3) deki esitlik saglansin. Bu durumda yukarida biitiin esitsizlikler esit olmalidir.
Lemma 2.3.4 ifadesinden ilk olarak G baglantili iki pargali bir graftir. Diger bir yandan
(2. 4. 4) denkleminden Vv € V(G) i¢in d(v) = A saglandigindan G baglantili diizenli
iki parcal1 bir graftir.

13



Aksine, G A dereceli baglantili diizenli iki pargali bir graf olsun.
1 (G) = q1(G)
ve
sp(Q* — (28— 1)Q) = 5,(Q%) — (24 — 1)5,(Q)
=d(1)s,(Q) + 5,(AD) + 5,(4%) — (24 — 1)s,(Q)
=As,(Q) +2(2e = d(V) = Xysvuzv d(w)) — (24 = 1) 5,(Q)
=4de —2d(w) —2(n—d®) — 1)A— (A —1) 5,(Q)
=4e —2A(n — 1)
esitlikleri var oldugundan boylece
11 (6)? — (28 — Dy (G) = 4e — 2A(n — 1),

ve

(2A—1) ++/(2A — 1) + 4(4e — 2A(n — 1)
2

i (G) =
esitlikleri vardir.

Sonug 2.4.2 [23] (2.4.3) ifadesinden eger G bir k -diizenli iki parcali graf ise y,(G) =
2k oldugu goriilebilir.

Sonug 2.4.3 [23] (2.4.1)- (2.4.3) siurlar1 kiyaslanamaz. Ancak bazi durumlarda (2.4.3)
list stnirm gdstermek (2.4.1) ve (2.4.2) den daha iyidir. Ornegin, en az 4 uzunlugunda
ki bir dongiide bir kiris ekleyerek elde edilen bir graf olan G = Ky ,, n = 3 (2.4.3) iist

siirini kontrol (2.4.1) den ve en az 5 noktali bir G yolunda (2.4.3) st sinirin1 kontrol
(2.4.2) den daha kolaydir.
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Sekil 2: Sirastyla G, H ve Ps grafi

Uy (2.4.1) (2.4.2) (2.4.3)
G 4 4 4 4
H 4 5,656 5 5,464
P 3 4 4 4

Teorem 2.4.4 [18,24] G n noktal1 e kenarli iki parcali bir graf olsun. A= A(G) ve

6 = §(G) olsun. Bu durumda

wp@) <{A+85—1-[(A+6—1)2+8(2e—An+A)]/2}/2 (2.4.5)
ya da

{A+86—14+[(A+6—-1)2+8(e—An+M)]"2}/2 <py(6G) <
{A+86—-1-[(A+6—-1)%+8(2e — n+68)]/2}/2 (2. 4.6)

esitsizlikleri saglanir. Ustelik eger G baglantili oldugu durumda (2.4.5) ifadesindeki {ist
sinir oldukga yakindir ve (2.4.6) ifadesindeki esitsizliklerden birini elde etmek igin

gerek ve yeter sart G grafinin diizenli olmasidir.

Teorem 2.45 [18] G = (V,E) e kenarli baglantili iki pargali bir graf olsun. Bu

durumda

21/2

oer (d(0)¥/? + Zuver JA@W) )
2e

m(G) =

esitsizligi vardir. Esitlik elde etmek igin gerek ve yeter sart G grafinin diizenli olmasidir.
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Teorem 2.4.6 [18] G A maksimum dereceli n noktali baglantili diizensiz bir graf olsun.

Bu durumda
U (G) < 24 —2/(2n? —n)
esitsizligi saglanir.

Baglantili bir G grafinin ¢ap1 diam(G) < n ifadesini karsiladigindan Teorem 2.4.6 den

asagidaki sonuca kolaylikla ulagilir.

Teorem 2.4.7 [18] G n noktali d ¢apli baglantili diizensiz bir graf olsun. A= A(G)

olmak lizere

m(G) <28 =0

esitsizligi saglanir.

Tamim 2.4.1 G bir graf olsun. C, G grafinin noktalarimin bir kiimesi olmak iizere eger G’
nin her kenar1 C deki bazi noktalarla iliskiliyse C kiimesine G grafinin bir Ortiistidiir
denir. G grafinin bir ortiistinlin en kiigiik eleman sayisina G grafinin ortii sayisi denir ve

7(G) ile gosterilir.

Ortii sayisinin terimlerinde graflarin Laplasyan spektral yarigapi igin bir alt sinir vermek
icin [24] deki Lu ve d. ait bir lemmaya ihtiya¢ vardir. Bu lemmanin orijinal sekli
baglantili graflar i¢indir. Bununla birlikte oradaki ispat baglantisiz graflar icinde

gecerlidir.

Lemma 2.4.1 [24] G n noktali bir graf ve G;, n; (n; < n) noktali ve r; ortalama

dereceli G grafinin tiiretilmis bir alt grafi olsun. d; = ¥,y (6,) d(v)/ny olmak iizere
p1(G) 2 n(dy —r)/(n—ny)
esitsizligi saglanir.

Asagidaki teorem [24] ve [25] de uy(G) = n/7(G) olarak 6ne siiriilen sonuglarinin bir

genisletilmisidir.
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Teorem 2.4.8 [18] G & minimum dereceli n noktali bir graf olsun. Bu durumda
11(G) = 6n/7(G)

esitsizligi saglanir.

U1 (G) < 2A esitsizligi iyi bilindiginden boylece Teorem 2.4.8 den bir grafin ortli sayisi

tizerindeki bir alt sinir1 kolaylikla elde edilebilir.
Sonug¢ 2.4.4 [18] G n noktal1 bir graf olmak {izere
7(6) = 6n/u, (G)

Ve

on/u(G) = 6n/(24)

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 2.4.9 [26] G n noktal1 basit bir graf olsun.

U < max \/Zdl(ml+dl)+n—2dl—2 Z |NlnN]|
L
j=i

esitsizligi saglanir.

Teorem 2.4.10 [27, 28] G n = 3 noktal1 baglantili graf olmak iizere

A+8+,/(A2—6)2+4A < CI1(G) < 26+Je(n3—:2—28n+4e) (2. 4. 7)

esitsizlikleri vardir. Bu durumda soldaki esitligi elde etmek i¢in gerek ve yeter sart

grafinin G = K, ,_4 dir. Sagdaki esitligi elde etmek icin gerek ve yeter sart G = K, dir.

Teorem 2.4.11 [29] G n noktali e kenarli bir graf olsun.

0(6) <2+ 2082+ 8) + 2(2e —n) + & (2. 4. 8)
2 4

esitsizligi saglanir.
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Onerme 2.4.1 [29] G = (V, E) basit bir graf olsun. Bu durumda

i
VEV G

UVEEg UVEEg

\/imnde(vH z d(u)Sql(G)s«/E%xde(v)+ Z d(w)

esitsizligi saglanir.

Ustelik eger G baglantiliysa bu durumda her iki esitligi elde etmek icin gerek ve yeter
sart Vv € V; i¢in 2d*(v) + 2 Xypeg, d(u) aym olmasidir.

Teorem 2.4.12 [29] G n noktali e > 1 kenarl1 basit bir graf olsun. Bu durumda

q1(G) = /262 + 4e — 2A(n — 1) + 26(A — 1)
esitsizligi saglanir.

Ustelik eger G baglantiliysa esitligin elde edilmesi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin

diizenli olmasidir.

Teorem 2.4.13 [29] G n noktali, e kenarl1 ve izole noktasi olmayan basit bir graf olsun.

V262 +4e —20(n—1) +26(A — 1) < q;(G) < J2A% + 4e —26(n— 1) + 2A(6 — 1)

esitsizligi saglanir. Ustelik eger G baglantili bir graf ise bu durumda her iki esitligi elde

etmek icin gerek ve yeter sart G grafinin diizenli olmasidir.
Lemma 2.4.2 [15] Herhangi bir G grafi i¢in
9:1(6) < Maxyey () {d(v) + m(v)} (2.4.9)

esitsizligi saglanir. Eger G baglantili ise bu durumda esitlik elde etmek i¢in gerek ve
yeter sart G grafinin diizenli ya da iki pargal1 yar1 diizenli olmasidir.
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3. BOLUM
NORDHAUS GADDUM TiPi (NGT)

Bu kisimda bahsi gecen ifadeler ve teoremler [3, 6, 9-12, 16] kaynaklarinda bulunabilir.

3. 1. NGT Hakkinda

1956 da Nordhaus ve Gaddum tarafindan sunulan orijinal esitsizlikler asagidaki gibidir:
Teorem 3. 1 [3] G n noktal1 bir graf ise

2Vn < x(6) + x(G) <n+1

ve

n < x(6).x(G) < (n+1)%/4

esitsizlikleri saglanir.

Fink [6] tarafindan asagidaki bi¢imde bir graf ailesi olusturulmustur:

a+b—1<n<a.bolacak sekilde a, b ve n pozitif tam say1 olsun. n noktayr bir
dikdortgen seklinde a satir ve b siitun olacak sekilde, ilk satir ve ilk siitun dolu ve
n —a — b + 1 nokta dikddrtgenin kalan kisimlarina keyfi olarak dagitilmis olarak her

zaman diizenlenebilir.
Boylece

e Ayni siituna ait herhangi iki nokta komsudur.

e Ayni satira ait komsu iki nokta yoktur.

e Ne ayni satira, ne de aymi siituna ait herhangi iki nokta birbirine komsu olabilir,

fakat olmak zorunda da degildir.

Ozelliklerine sahip bir G grafi insa edilmistir. Bu yolla yapilandirilmis her G grafi
T1(n, a, b) tipte olarak isimlendirilecektir.
Diger taraftan bir G grafinin T, (n, a) tipinde oldugunu séyleyebilmek i¢in G, G,, Gs
karsilikli olarak ayrik kismi graflar icerir dyle ki: G; 5 noktali bir dongii; G, a noktal

tam bir graf; G5 ikisi komsu olmayan n — a — 5 nokta igerir; G; grafinin her noktasi G,
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grafinin her noktasina komsudur; Gy grafindaki nokta Gsgrafinin herhangi bir noktasina

komsu degildir; ve G, grafinin herhangi bir noktasi G;grafinin noktalarina keyfi sayida

komsu olabilir.

Graflarin bu smiflarinin = 6zellikleri arasinda Nordhaus-Gaddum esitsizliklerinin

ekstremal graflarin karakterizasyonu ile iligkisi soyledir:

Onerme 3. 1 [6] Eger G grafi T;(n, a, b) tipinde bir graf ise G¢ grafi da T;(n, a, b)
tipindedir. (y(G) = ave x(G°) =b)

Teorem 3. 2 [6] G n noktali bir graf olsun. y(G).y(G¢) =n & d n’nin keyfi bir
bdleni oldugunda G grafi Ty (n, g, d) tipinde bir graftir;

2n < x(6) + x(G) < 2vn+1 o 2yn<a+b <2Vyn+1 esitsizligini  saglayan
herhangi a ve b igin G grafi Ty (n, a, b) tipindedir.

Teorem 3. 3 [6] n noktal1 bir G grafi i¢in
x(@).x(G) =n

ve

2vn < x(6) + x(GS) < 2vn+1

ayni anda miimkiin olmas: i¢in gerek ve yeter kosul n = a.b ve |\/H ++b | <1
oldugunda G grafi T; (n, a, b) tipindedir.

Teorem 3. 4 [6] G n noktali bir graf olsun. y(G) + y(G°) =n+1 & G ya da G¢
herhangi bir 1 < a < ni¢in T;(n, a,n — a + 1) tiptedir ya da her hangi bir

1<a<n->5 icin T,(n a) tipindedir; ¥(6). x(G€) = [@J & G yadaGetek n

icin T; (n,nTH,nTH) ve T, (n, nT_S) tipinden birindedir, ya da G ya da G€ graflarindan

biri T;(n,n/2, (n + 2)/2) tiptedir. n ¢ift olmak iizere
T,(n,(n+2)/2,n/2), Ti(n,n/2 ,(n+2)/2),T,(n,(n—4)/2) ve

T,(n, (n — 6)/2) dir.
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Teorem 3. 5 [9] Bir G grafinda a ve b pozitif tam sayilarinin her ¢ifti i¢in y(G) = a ve
x(G°) = b olacak sekilde a + b < n + 1 ve a.b = n esitsizlikleri miimkiindjir.

Aslinda, G grafi K, tam grafi ve {izerinde en fazla a nokta olan b — 1 tam graflarinin

ayrik birlesimidir.

Teorem 3. 6 [10] n noktali herhangi bir G grafi i¢in d(1) > d(2) =:-=>d(n) G

grafinin derece dizisi oldugunda

x(G) < max min{d(i) + 1,i}
<isn

esitsizligi vardir.

1971 de Chartrand ve Mitchem bazi Nordhaus — Gaddum esitsizlikleri ispat1 i¢in genel
bir goriintii elde ettiler. Orijinal Nordhaus — Gaddum tipi esitsizlikleri i¢in asagidaki

gibi yazilabilecegini gosterdiler:

x(G) + x(G) nt 1

<
= 2 -2

ve

Vi < X@ 2@ < 2

Brigham ve Dutton [11] baska bir kavram kullanarak y(G) ve y(G€¢) st sinirina
karsilik gelen ekstremal graflari karakterize ettiler. Verilen bir G = (V,E) grafinin
kliklerinin minimum sayist G grafinin klik Ortii sayisi olarak adlandirilan V nokta
kiimesini ortmesi i¢in gereklidir ve 8(G) ile gosterilir. Bu graf degismezleri, 6zellikle
altmish ve yetmisli yillarda graf teorisi iizerinde genis bir bicimde c¢alisilmistir.
Herhangi G grafi i¢in y(G) = 0(G¢) olmasi 6nemsizdir, boylece y(G) + x(G¢) =n +
1 olan graflar tam olarak 6 (G) + 6(G€) = n + 1 ifadesini karsilayan graflardir. Bu
graflarin karakterizasyonu Brigham ve Dutton [11] tarafindan hem 6(G) = 0(G€) ve
0'(G) = 8'(G°) esitliklerini saglayan graflar karakterize edilmesinin bir sonucu olarak

elde edildi.

Graf kuramcilart bir grafin n noktasinin yerine bazen ve ek olarak Nordhaus-Gaddum

esitsizliklerinin sinirlarin1 agiklamak icin baska degismezler diisiindiiler.1990 da
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N. Achuthan ve d. [12] de G grafinin n noktasi ve m boyutu agisindan y(G) + x(G°) ve
x(G). x(G°) agisindan sinirlar verdiler.

Teorem 3. 7 [12] Eger G n noktali ve e kenarli bir graf ise bu durumda
n+1 e=0

A(ne)={nt+2—e 1<e<n
[2vn|  diger durumlarda

.. n(n, — 1)
n e = 0 yada n asal degil ve e > ————
B(ne) = 2(n—e) 1<e<n
n+1 diger durumlarda
(n+ 1)? . . 4
C(n,e) = 4 ezn(n—1)

k(n+1—k) diger durumlarda

n' =[n/2],n; # 1 nnin en kiiciik boleni ve k,e = k(k—1)/2+tve0<t<k-1
ifadesine karsilik gelen bir tam say1 oldugunda

An,e) < x(G) +x(G)<n+1

ve

B(n,e) < x(G).x(G°) < C(n,e)

esitsizlikleri vardir.
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4. BOLUM

LAPLASYAN ve iSARETSIiZ LAPLASYAN OZ DEGERLERI iCiN NGT-
ESITSIZLIKLERI

Bu kisimda bahsi gecen ifadeler ve teoremler [16, 17, 18, 23, 29, 30] kaynaklarinda
bulunabilir.

Teorem 4.1 G ve G€ baglantili ve diizensiz oldugu durumda asagidaki esitsizlik
saglanir:

i (G) +w(G°) <2[n—1-2/2n* —n)] +2(A - §)

Yukaridaki esitsizlik Teorem 2.4.6 ifadesinden elde edilmistir.

Teorem 4.2 [23] G n noktali e kenarl1 basit bir graf olsun.

p1(@)+p(G)<n—2+ J(A+8+1-n)2+n2+4(A—-8)(n—1) (4.1)

nn-1)

Ispat - A(G)=n—1— 6§,8(G)=n—1—Avee(G°) = — e dir.

(2.4.3) esitsizliginden

1(6) < (A+5—1)+\/(A+5—21)2+4(4e—26(n—1)

ve

1 (G < (2n—=3-A-8)+/@2n—-3-A2-86)2+42n—-1)(A+1) - 4e)

2

esitsizlikleri saglanir.

fl@)=JA@+86—1)2+44e—28(n—1)+/2n—-3-24-8)2+42Mn—-1)(A+1) —4e)
olsun.

Boylece
c 1
p1(G) + p1 (G) <n—2 +§f(e)
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esitsizligi elde edilir.

af 8 B 8
de _J(A+5—1)2+4(4e—25(n—1) J2n—-3-4-86)2+42n—-1)(A+1) —4e)

oldugundan
;ll_f2 0 e S2(n—2)(n—1—A—(i)6+4(n—1)(A+6+1)
e

oldugu goriilebilir. Bu nedenle

fe)<JA+6-1)2+2n-2)(n—1-A-6)+4(n—1)(A—-5+1)

+J@2n-3-4-86)2-2-2)(n—-1-A-8)+4(n—1)(A—-5+1)

=2JA+5+1-n)2+(n—-22+4L -6+ D(n—-1)

=2JA+6+1-n)2+n2+4(0-8)(n—-1)

Boylece

(G +u(GY<n—-2+ J(A+8+1-n)2+n2+4(A-8)(n—1)
esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 4.1 [23] Ilk olarak (4.1) ifadesindeki smirm her zaman en az 2(n — 1) oldugu
goriilebilir. p4(G) < 2A oldugundan (4.1)’ in en basit iist siniri,

U1(G) + u (G <20+2(n—1-6)=2(n—1) +2(A—9) 4.2)
dir. Ustelik, (4.1) ve (4.2) sinirlar1 kiyaslanamaz: Gergekten, § = A+ nT_l oldugunda
(4.2) st smir1 2(n — 1) dir ve (4.1) ifadesinden daha iyidir; ancak A+ 6§ >n—1 2>
30 —Ayada3§ —A=n—1= A+ 6 oldugunda (4.1) tist sinir1 (4.2) ifadesinden daha
lyidir.

Teorem 4.3 [18] G n noktali 0 < 6(G) < A(G) < n—1 olan bir graf olsun. Bu

durumda

11 (G) + 11 (G <2/2(n—1)2-38(n— 1)+ (A+8)2—A+ 6
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esitsizligi saglanir. Ustelik G ve G€ baglantili graf oldugu durumda iist siir oldukga
yakindir.

Ispat : f(e, A, 8) = [2A% + 4e — 286(n — 1) + 2A(8 — 1)]*/? olsun.

AG)=n—-1-5, 5(G)=n—-1-Avee(G) =) — e olduguna dikkat edilsin.

Sonug 2. 4. 1 den
1 (6) < f(e 4, 6)
ve

U (G) Sf((rzl)—e,n—l—é',n—l—A)

esitsizlikleri elde edilir.

g(e) = f(e,Ad) + f((rzl) —en—1-6n-1 —A)
olsun. Bu durumda

i (G) + 1, (G°) < g(e)

esitsizligi vardir.

dg n
== 2/f(e,A,5)—2/f((2) —en—1-6n— 1—A)
oldugundan

Z—‘Z > 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart f(e,A,8) < f ((121) -—en—1-46n—-1- A)

Bagka bir ifadeyle,
e<[2(n—1)2—-6(n—2)— A%+ 52+ A)/4

oldugunu kontrol etmek kolaydir. Boylece

1 (G) + 1 (6) < g(2(n—1)? = 8(n —2) — A* + 5% + A]/4)

=2f([2(n — 1)? — §(n — 2) — A2 + §2 + A]/4, A, 5)

25



=2/2(n—1)2-38(n— 1)+ (A+8)2—A+8
esitsizligi elde edilir.

Eger G ve G° baglantili graf ise ya G ya da G€ diizenli iki pargali bir graf olmasina
celiskidir. Sonug 2. 4. 1 den ya G ya da G¢ grafinin Laplasyan spektral yaricapinin {ist

sinirina ve toplama ulagsmasina g¢eliskidir.

[30] de Laplasyan spektral yarigapr i¢in bir smir verilip bu smir temel alinarak

Laplasyan matrisinin NGT bir {ist sinir verilmistir.

Asagidaki teoremde kolaylik saglamak i¢in

f(e, A ) = \/(A—g— 1)2 + 16e — 26(4n — 6 — 2) olsun.

Teorem 4.4 [30] G n noktal1 basit baglantili bir graf olsun.

A+(3/2)8-1+f(e,A5)
2

1 (G) = (4.3)

esitlik saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin diizenli iki pargali olmasidir.
Ispat: K = Q — &I olsun. S,(K) = 2d, — § = 2d,, = S, (K) + & esitligi vardr.
K? matrisinin v. satir toplam1 gz oniinde tutulursa;
Sy(K?) = $,(Q%) — 265,(Q) + &2

=2d2+2Y,.,d, —45d, + 52

=2d% +2(2e — dy, — Yyevurv dy) — 46d, + 62

<2d:+2QR2e-d,— (n—d, —1)5) —46d, + 6>

= 2d2 —2d, — 26d, + 4e — 2(n — 1)6 + 52

=Q2d,—-6)d,— (2+6)d, +4e—2(n—1)5 + 62

< AS,(K) = 2+ 8) 2 4 4e — 2(n - 1)6 + 62

( 1) 52
=(A-2-1)S,(K) +4e—2n5 + 5+ =
26



Bu asagidaki esitsizlige esdegerdir:
2

5 5
so(Kk2=(8-5-1)K)<te—2m8+6+>

Lemma 2.1.2 den

2

10) o)
pZ(K)—<A—E—1)p(K)S4e—2n6+6+7

esitsizligi elde edilir. Basit bir hesaplamayla asagidaki gibi K matrisinin spektral

yarigapinin iist sinir1 elde edilir:

2
a-9-1 \/(A—%—l) +16e — 25(4n — 8 — 2)
<
pRK)s——+ 5

p(K) = p(Q) — 6 oldugundan, boylece Lemma 2.3.4 den (4.3) sonucunu elde edilir.
Eger spektral yarigap u(G) (4.3) ifadesindeki tist sinir1 gergeklestirirse yukaridaki
ispattaki her esitsizlik esit olmalhdir. Vv € V(G) i¢in A= § anlamia gelir, boylece G
diizenli graftir. Tekrar Lemma 2.3.4 den G diizenli iki pargali graftir.

Tersine diizenli iki pargali graf i¢in gegerli olan (4.3) ifadesindeki esitligi dogrulamak
kolaydir.

Teorem 4.5 [30] G A ve § 11 n noktal1 basit bir graf olsun;
es(G) = u1(G) + 11 (G°) olmak tizere

5n—A+8—9+ﬁJ2(2A—8—2)2+86(2+6)+(w—A)(n+3A—36—5)+32nw—8n(3n+A—1)

es(G) < "

(4.4)

w=n—86—1vem=n—A-—1 dir. Ustelik eger G ve G baglantiliysa iist sinir

kesindir.

Ispat: Bir G grafi ve onun komplementinin iliskisine gére G¢ grafinin degismezlerini

elde etmek zor degildir.
AG)=n—-6—-1, §(G°) =n—A—1vee(G) = C?— e(G) olarak belirtilir.

Teorem 4. 4 den
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AGY) +(B/2)8(6) ~ 1 f(e(6),A(G),8(6%))
2 * 2

u(G) <
esitsizligi vardir.

ge) = f(e,A8) + f(e(GY),A(GS),56(GF)) olsun.
Laplasyan matrisinin Nordhaus- Gaddum tipinin st sinir1

8 8
fle,8,8)  f(e(G%),A(GY),8(G))

g(e) =

oldugundan

S5n—A+6—-9+2g(e)

es(G) = u1(G) + 1 (G) < 2

esitsizligi saglanir. Ag¢ikca g'(e) = 0 esitsizligini elde etmek icin gerek ve yeter sart

asagidaki esitsizligin elde edilmesidir.
fle,AS) < f(C2—en—6—1,n—A—-1)
t bir degisken olsun, bu esitsizligi ¢ozerek

(n—86-A—-1)Mn—-35+30-5)+32n(n+6—-1) 85(6+2)—8n—A-1)GBn+A—1)
t= 128 B 128 =t

elde edilir.

Burada t* sembolii yukaridaki esitsizligin sag tarafini temsil eder. Sonra t < t* igin
g(t) fonksiyonunun artan bir fonksiyon oldugunu ileri siirebilir ve g(t) < g(t™)

esitsizligi elde edilir.
Boylece

Sn—A+8§—-9+2g(t")

es(G) < 2

__ 5n—A+6-9+4f(t",A,5)
4

elde edilir.
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Bu ifadeyi dogrudan hesaplamayla basitlestirerek (4. 4) ifadesinin dogrulugu kanitlanir.
(4.4) deki esitlik korunursa yukaridaki ispattaki her esitsizlik esitlik olmak zorundadir.
Teorem 4. 4 den G ve G° graflarinin diizenli iki pargali oldugu elde edilir. Fakat bu bir
baglantili graf i¢in imkansizdir, bu ya G ya da G° grafinin Laplasyan spektral
yarigapinin Ust sinirini elde etmekte basarisiz oldugu anlamina gelir ve burdan toplam
elde edilir. Bundan dolay1 (4.4) deki esitsizlik kesindir.

n(n-1)

Teorem 4.6 [29]G0<e < >

olan e kenarli ve n noktali basit bir graf olsun. Bu

durumda

71(6) + q1(G) =2 22(n—1)2—4A(n—1) + (A +86)2 -5+ A

esitsizligi vardir. Ustelik eger G ve G€ graflar1 baglantiliysa bu durumda esitlik elde

etmek icin gerek ve yeter sart G grafinin nT_l- diizenli olmasidir.

Ispat : f(e,A,8) = /262 + 4e — 2A(n — 1) + 25 (A — 1) olsun.

nn-1)

AG)=n—-1-6,68(G)=n—-1—A ve |Es|=

— e oldugu goz Oniinde

n(n-1)
2

bulundurulursa 0 < e <

ql(G) = f(e: A' 6)

oldugundan |E;c| = 0 elde edilir. Teorem 2. 4. 12 den

ve
q.(G°) Zf(@—e,n— 1-8,n—-1-A4)

esitsizlikleri vardir. Simdi

n(n-1) _

h(e) = f(e,8,6) + f(—;
q1(G°) = h(e) esitsizligi vardir.

een—1—6n—1—A) olsun. Bu durumdagq,(G) +

dh 2 2
de  f(e,A,0) f(w_e,n_l_a,nq—@

oldugundan

dh .
= = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
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n(n-1)
2

f(e,A6) = f( —en—1-6n—-1-4)

olmasini1 gérmek kolaydir, yani

>2(n—1)2—A(2n—3)—62+A2+6
e
- 4

esitsizligi vardir. Boylece

2(n—1)2 — A(2n — 3)—582 + A2 + 6)
4

q1(G) + q1(G°) = h(

2(n—1)?—-A02n—-3)-62+A*+6
=2f A LA S

=22 —-1)2—4A(n—1) + (A+6)2 -5 +A

ifadesi vardir.
Eger Isaretsiz Laplasyanin endekslerinin toplamu iist sinira ulasirsa bu durumda G ve G¢

graflarinin Isaretsiz Laplasyan endeksleri hem iist sinirlarina ulasir ve

2(n—1)2—-AC2n—3)—862+A%+6
e:
4

esitligi vardir. Simdi eger G ve G¢ graflar1 baglantiliysa bu durumda Teorem 2.4.12
ifadesi A= & oldugunu gosterir. Boylece 2n8 = 2(n — 1)2 — 6§(2n — 3) + & esitligi

vardir. Bu § = nT_l oldugunu gésterir ve bundan dolay1 G grafi nT_l — diizenlidir.

Aksine eger G ve G€ baglantili ve G nT_l — diizenli ise bu durumda
¢:(G) =q:(G)=n—-1
esitligi vardir.

Boylece

(6 +q(6)=2n-1)=2y2(n—1)2—4A(n—1) + (A+8)2 -5+ A
esitligi elde edilir.
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Teorem 4.7 [29] G n noktali basit bir graf olsun ve sirasiyla A ve § G grafinin

maksimum ve minimum dereceleri olsun. Eger 0 < § < A< n — 1 ise bu durumda

fin,6,0) =2/2(n—1)2 —4A(n— 1) + (A+ 8)%2 — § + A,

f2(0,8,8) = 2,/2(n—1)2 —46(n — 1) + (A + 6)> + 5 — A
oldugunda

fi(n,8,4) < q1(G) + q1(G°) < f,(n,8,4)
esitsizlikleri vardir.

Ustelik eger G ve G° graflar1 baglantili ise bu durumda her iki esitligi elde etmek igin

gerek ve yeter sart G grafinin nT_l — diizenli olmasidir.
Ispat: Eger G 0 < § < A< n — 1 ile n noktal1 basit bir graf ise bu durumda

0D<e < @ dir. Teorem 4.6 ifadesinden

01(G) +q(G)=22(n—1)2 —4A(n -1+ (A+86)2 -6+ A

esitsizligi elde edilmistir. Ustelik eger G ve G¢ graflar1 baglantiliysa bu durumda esitlik

elde etmek i¢in gerek ve yeter sart G grafinin nT_l — diizenli olmasidir.

f(e, A 8) =242 + 4e — 286(n — 1) + 2A(S — 1) olsun.

nn-1)

AGY)=n—-1-6, 6(G)=n—1-A4 ve e(G)=—

—e(G) oldugu goz
oniinde bulundurulsun. Teorem 2.4.13 den

q1(G) < f(e,A,6)

ve

nn—1)
0(G)sf(—5—-en-1-§n-1-4)
oldugu bilinir. Simdi
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nn-1)

g(e) =f(e,A,6)+f(T—e,n— 1-8,n—1—A) olsun. Bu durumdaq,(G) +

q1(G°) < g(e)

esitsizligi vardir.

dg =~ 2 2

de  f(e,06s) ,nm(n-1D o
f(T en—1—-6n—1-A7A)

oldugundan

d .
ﬁ > 0 olmas1 igin gerek ve yeter sart

n(n-1)
2

f(e,Ad) < f( —en—1—-4§n—1—A) oldugunu gormek kolaydir, yani

_2n-1)’-6@n-3)+8° - A +4
e
= 4

esitsizligi vardir. Boylece

4

—1)2 _ _ 2 A2
q1(6)+q1(00)gg<2(" 1D*=62n—-3)+6%2-A +A>

2 =12 =-602n—-3)+ 62 —A2+A
=2f<(n ) (n4) ,A,5>

=2/2(n—-1)2-46(n—1)+ (A+8)2+5—A
dir.

Eger Isaretsiz Laplasyan endekslerinin toplamu {ist sinira ulasir ise bu durumda G ve G¢

graflarinin Isaretsiz Laplasyan endeksleri hem iist sinirlarina ulagir hemde

2(n—1)2-62n—-3)+ 62— A2+ A
e =
4

esitligi vardir.

Simdi eger hem G hem de G° grafi baglantili ise bu durumda Teorem 2.4.13 ifadesinden
A= § dir. Boylece 2n8 = 2(n — 1)? — §(2n — 3) + § esitligi vardir.

32



Bué = nT_l oldugunu gosterir ve bundan dolay1 G nT_l — diizenlidir. Tersine eger hem G

hem de G€ grafi baglantili ve G nT_l diizenli ise bu durumda
:(G) =q1(G)=n—-1
esitligi vardir.

Boylece
1(6)+q1(G)=2(n—1)=2/2(n—1)2—-46(n—1)+ (A + )2+ 5 —A

esitligi vardir.

Varsayim 4.1 [32] n noktali herhangi bir G grafi i¢in, y;(G) — t,—1(G) <n—1 (yada
esdegeri u, (G) + 11 (G°) < 2n — 1) ve esitlik elde etmek igin gerek ve yeter sart G ya

da G€¢ grafinin K;ve n — 1 noktali baglantisiz bir grafin birlesmesine izomorf olmasidir.

Not 4.1 Iki parcali graflar i¢in varsayim [17] de ispatlandi. G ya da G¢ grafinin
baglantisiz oldugu durumda Varsayim 4.1. ifadesinin elde edilecegi belirtilsin. Bunu
gormek i¢in Lemma 2.3.3 de G€ grafinin baglantisiz oldugu kabuliinden p,(G) < n ve
U1(G€) < n — 1 ve ikinci esitligi elde etmek i¢in gerek ve yeter sart G¢ grafinnn — 1
noktali baglantili bir bileseni H olsun Oyle ki H® baglantisizdir. Diger birdeyisle
#1(G€) =n —1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart V iki grafin birlesimini gosterirken

G = K;VH¢ ile H® nin baglantisiz olmasidir.
Varsayim 4.1 asagidaki teoremler yardimiyla ispatlanmigtir.

Teorem 4. 8 [17] G (X,Y) iki parca ve |Y| = |X| ile iki parcali bir graf olsun. Eger X
|Y| derecelerinin bazi noktalarini igeriyor ve Y |X| derecelerinin £ noktasini igeriyorsa

bu durumda

G) = ¢
.un—l( ) = IYI

esitsizligi vardir. Esitlik elde etmek i¢in gerek ve yeter sart G grafinin bir star (yildiz)

olmasidir.

Teorem 4. 9 [17] G n noktali, e kenarli ve (X,Y) iki parcali bir graf olsun. Eger

|X| < |Y| oldugu durumda
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e

G) <|Y|+
1 (6 S Y1+ 1

esitsizligi vardir. Ustelik |X| derecelerinin £ noktasini icerdigi durumda

e
Y[+ —=<n—-1+—
Yl Y]

esitsizligi vardir.
u(G) =n—-1+2/Y|
esitligini elde etmek icin gerek ve yeter sart G grafinin tam iki pargali bir graf olmasidir.

Teorem 4.8 ve Teorem 4.9 yardimiyla iki pargali graflar icin Varsayim 4.1 ispat

edilmistir.

Teorem 4.10 [17] Eger G ya da G¢ n noktali iki pargali bir graf ise bu durumda
asagidaki denk esitsizlikler elde edilir:

i G+, GY)<2n—-1
i (6) —u(G)<n-1
i, pp1(G) + up—1(G) 2 1

Esitlik elde etmek igin gerek ve yeter sart G ya da G¢ grafinin bir yildiz olmasidir.

Teorem 4.11 [17] G (X,Y) iki pargali ve |Y| = |X| = 2 iki pargal bir graf olsun. Kabul

edelim ki X |Y| nin derecesinin t noktasini ve Y | X| nin £ noktasini igersin.

a) Eger t >2 ve £>2 oldugu durumda ya p,_;>1 ya da yy<n-—1
esitsizliklerinden biri vardir.

b) £ =1 icgin: eger t< k — 2 oldugu durumda p; <n —1dir; eger t=k—-1<
n/2 —1oldugu durumda gy <n—14+1/n, eger t=k —1 =n/2 — 1 oldugu
durumda y, = %(n +VnZ —4n+8)ve u,_; = %(n —VnZ —4n + 8) dir.

c) Egert=1ven > 7 oldugu durumda y; <n — 1+ €/n esitsizligi vardir.

d) Egeryat= 0yada? = 0 oldugu durumda p; < n — 1 esitsizligi vardir.
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Teorem 4.12 [17] G n noktali iki pargal bir graf olsun. Bu durumda

(G (GS) <n(n—1)

esitsizligi saglanir. Esitlik elde etmek i¢in gerek ve yeter sart G ya da G€ grafinin yildiz

olmasidir.

Ispat: Not 4. 1 ifadesinde bahsedildigi gibi p;(G) < n ve u(G) < n — 1 esitsizligi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin bir yi1ldiz olmasidir. Bundan dolay1 G ve G¢
graflarinin baglantili olabilecegi farz edilsin. Teorem 4.11 ifadesindeki notasyonlar
kullanildiginda eger k = 1 oldugu durumda G bir yildizdir, k = 2 oldugu durumda G°
grafinin  baglantiiign ¢t <k—1 ve £<n—k—1 oldugunu gosterir. n <6 I
yukaridaki kosullar altinda iki pargali graflar i¢in teorem kolaylikla dogrulanabilir.

Boylece n > 7 olabilecegi kabul edilsin.

Lemma 2.3.2 den u,(G¢) = n — u,_4 esitligi oldugu biliniyor. Boylece Teorem 4.8

ifadesinden

m(G9) <n— = (4.5)

esitsizligi vardir.

Eger t=¢=0ya da t=>2, ¢£>2 vya da £=1, t <k —2 durumlarindan biri
gerceklesirse bu durumda Teorem 4.11 ifadesinden yau; <n—1yadapuj<n-—1
esitsizlikleri elde edilir ve ispat tamamdir. Eger f =1vet =k —1 <n/2 — 1 oldugu

durumda Teorem 4.11 ve (4.5) ifadelerinden

U (GHp,(G6) < (n -1+ %) (n — ﬁ) <nn-1)

esitsizligi vardir. Eger f =1vet=k—1=n/2—1 oldugu durumda Teorem 4.11

ifadesinden

n = 4 i¢in n(n — 1) den kiigiik degerler igin

1 2
m(OmG) = (n +n2—4n + 8)
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esitligi vardir. Eger t =1 ise sonug¢ Teorem 4.11 ve (4.5) ifadelerinden benzer
sekildedir.

Varsayim 4. 2 [16] G n > 2 noktal1 basit bir graf olsun. Bu durumda

q1(G) + q1(G¢) < 3n — 4 esitsizligi vardir. Esitlik elde etmek igin gerek ve yeter sart

G grafinin K, ,_; y1ldiz olmasidir.

Varsayim 4. 3 [16] G n = 2 noktal1 basit bir graf olsun. Bu durumda

q1(6).q:(G°) < 2n(n — 2)

esitsizligi vardir. Esitlik elde etmek icin gerek ve yeter sart G grafinin K, ,,_; yildiz

olmasidir.

[16] de bulunan Varsayim 4. 2- 3 i¢in [17]de F.Ashraf ve d. Varsayim 4. 2 ifadesini
daha genel bir sonug belirleyerek kanitladilar ve Varsayim 4. 3 ifadesinin aksini

ispatladilar.

Teorem 4.13 [17] G n = 2 noktal1 basit bir graf olsun. Bu durumda

71(G) +q:(G°) < 2n -2+ (A - 9) (2 - HH)

n-1

(4.6)

esitsizligi vardir. Esitlik elde etmek icin gerek ve yeter sart G grafinin ya diizenli ya da

K; n—1 y1ldiz olmasidir.

Ispat: Lemma 2.2.1 ve Lemma 2.4.2 ifadelerinden

pgr< et N2 s 5)(1 A )+ pe—sey(1 -4
R T no1) ¢ A E—
esitsizligi vardir. Aslinda e+e”=n(n2_1), A°=n—-1-6 ve §°=n—-1-A
esitliklerinden

+qf < +n_2(A+ 1-6)+ (A 6)(1 a4 .98 )
Gt =n n—1 n n—-1 n-1

esitsizligi elde edilir.

Bu (4. 6) esitsizligini verir.
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Simdi (4.6) deki esitlik durumunu ele alalim. Eger G diizenli ise (4. 6) ifadesinin her iKi
tarafi 2n — 2 ifadesine esittir. Eger G = K; ,,_, ise (4. 6) ifadesinin her iki tarafi 3n — 4
ifadesine esittir. Simdi G grafi i¢in (4.6) deki esitligin meydana geldigi kabul edilsin. Bu
durumda G ve G€ igin (2. 2. 1) ve (2. 4. 9) deki esitlikler elde edilmek zorundadir. G
grafinin diizenli olmadig1 kabul edilebilir. (2. 4. 9) deki esitlik durumunda A=n —1
olmaksizin (2. 2. 1) de meydana gelmeyen esitlik i¢in G iki parcali yar1 diizenli olmak

zorundadir. Boylece G = K, ,,_ esitligi vardir.

Yukaridaki Teorem 4.13 [17] tarafindan elde edilmis olup Varsayim 4.2 ifadesinin
genel bir halidir. Dolayisiyla asagidaki sonu¢ ile Varsayim 4.2 ifadesinin ispati

gergeklesir.

Sonu¢ 4. 1 [17] “G n = 2 noktali basit bir graf oldugu durumda q,(G) + q,(G¢) <
3n — 4 esitsizligi vardir. Esitlik elde etmek icin gerek ve yeter sart G grafinin Ky ,,_4

yildiz olmasidir.”” ifadesi elde edildi. Yani Varsayim 4.2 dogrulanir.
Ispat: Teorem 4.13 ifadesinden

A-5+1

<n-—2
n—1 )_n

(A— &) (z -
oldugunu gostermek yeterlidir.

Herhangi G grafii¢cin A — § < n — 2 olduguna dikkat edilsin.
fx)=x (2 — %i) olsun. Bu durumda x < n — 3/2 igin pozitif olan

f'(x) =2—(2x+1)/(n— 1) dir. Istenilen gibi f(A —6) < f(n—2) =n — 2 olarak
devam eder. Esitlik elde etmek icin gerek ve yeter sart A —§ = n — 2 olmasidir.
Teorem 4.13 ifadesindeki esitlik durumundan bunun miimkiin olmasi i¢in gerek ve yeter

sart G = K; ,_; olmasidir.

Varsayim 4. 3 ifadesinin aksini kanitlamak i¢in asagidaki onerme olduguna dikkat

edilsin.
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Onerme 4. 1 [17] Herhangi pozitif n tamsays1 igin
c 5 2
¢, (Hp)-q:(Hp) = 5 (4 +V14)n? + 0(n)

esitligini saglayan n noktali bir H,, grafi olsun. (138 (4 + v 14) ~ 2.15)

Ispat: Baz1 pozitif k ve —3 < s < 2 tam sayilar1 i¢in n = 6k + s olsun. “V” iki grafin

birlesmesini gosterdigi H, = K;_; V K, grafidir. Bu durumda

q1(HE) =2(n—k—1) ile H; = K,_; UK} dir. k-klik ve (n — k) bagimsiz ciimlesi

n+k—2 n—k

iginde V(Hy) nin boliimi ( k p

) boluim matrisi ile bir adil bolimdir. Bu

da

n 1
ql(Hn)=§+k—1+§\/n2+4nk—4n—4k2+4

esitligi  oldugunu gosterir. k = (n —s)/6 ifadesi denklemde yerine yazilirsa

q1(Hyp). g, (Hp) =

5n+s—6
18

(4n — s — 6 + V14n? — 4ns — 36n — s% + 36)

= %(4 +14)n? + 0(n)

esitligi elde edilir.
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5. BOLUM
SONUC ve ONERILER

Son yillarda karsimiza ¢ikan durumlart nokta kiimesi ve bu noktalart birlestiren
kenarlarin olusturdugu sekillerle aciklayabiliriz. Bu da Graf teori ve uygulamalarina
yonelik ilgiyi arttirmistir. Graf teorinin birgok uygulamasini matematik, fizik, kimya,
miithendislik gibi temel bilimlerin yaninda iletisim aglar1 vb gibi uygulamali bilimlerde

de kullanmak kolaylik saglamistir.

Bu tezde bazi temel tanim ve teoremler, graf degismezleri, ile ilgili kavramlar ele
alinmustir. Genel olarak Graf degismezlerinin ve komplementlerinin toplama ve ¢arpma
islemlerine gore alt ve iist sinirlart yani NGT esitsizlikleri elde edilmis oldugu verildi.
NGT-esitsizliklerinin graf parametreleri lizerinde genis bir c¢alisma alani olusturdugu
goriilmiistiir. Bu ¢aligmada ozellikle graflarm Laplasyan ve Isaretsiz Laplasyan Oz
Degerleri i¢in NGT-esitsizlikler hakkinda arastirma yapilmis olup ilgili sonuglar

derlenmistir.
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