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OZET

Aglar, digiimler ve diigiimler arasindaki baglantilardan olusan yapilardir. Diiglimler,
aglarin olugsmasinda rol oynayan, aglari anlamli hale getiren kisiler, bilgisayarlar,
proteinler gibi birimlerdir. Birimleri karsilikli etkilesim i¢inde olan, karmasik yapilar
anlamak i¢in bu yapiyr olusturan aglari anlamak gerekir. Bu aglarn graflarla
gorsellestirilmesi ag yapisini anlagilabilir hale getirerek daha iyi analiz edilmesini
saglar. Zengin bir ¢aligma alanina sahip olmasindan dolay1 Graf Teori disiplinler arasi
calismalarda elverisli bir alandir.

Bu tez calismasinda kimyada uygulamasi olan graflarin Randi¢ enerjisi iizerinde
durulmustur. Calisma bes boliimden olusmaktadir: birinci boliimde graflarin tarihsel
stirecine, uygulama alanlarina, birtakim genel 6zelliklerine ve akademik olarak yapilan
calismalara kisaca yer verilmistir. Ikinci boliimde graflarla ilgili bazi temel kavramlar,
ticlincli boliimde Randi¢ matrisi ve enerjisinin temel 6zellikleri verilmistir. Dordiinci
boliimde Randi¢ enerjilerinin ayni kalmasmi saglayan birtakim graf islemleri

tanimlanmistir. Besinci boliimde sonug ve Onerilere yer verilmistir.
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ABSTRACT

Networks are structures that consist of nodes and connections between them. Nodes are
units such as individuals, computers and proteins that play a role in the formation of
networks and make networks meaningful. In order to understand complex structures
whose units interact with each other, it is necessary to understand the networks that
make up this structure. The visualization of these networks with graphs makes the
network structure understandable and allows for better analysis and extends to the
present day as Graph Theory. Graph Theory is a convenient area for interdisciplinary

studies due to its rich working area.

In this thesis, Randi¢ energy of graphs which are applied in chemistry is studied. The
study consists of five chapters: In the first part, the historical process of graphs,
application areas, some general characteristics and academic studies are briefly
mentioned. In the second part, some basic concepts related to graphs, in the third part
the basic properties of Randi¢ matrix and its energy are given. In the fourth section,
some graphical processes are defined which ensure that Randi¢ energies remain the

same. In the fifth chapter, conclusions and recommendations are given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

G(V,E) V nokta kiimesi, E kenar kiimesi olan bir G grafi
v(G) G grafinin mertebesi

e(G) G grafinin biyiikligi

N(v) v nin komsuluk kiimesi

d(v) v noktasinin derecesi

A(G) G grafinin maksimum derecesi
6(G) G grafinin minimum derecesi
nn(G) G grafinin derece dizisi

N, n noktali bos graf

C. n noktali dongii graf

K, n noktali tam graf

P, n noktali yol graf

Win n noktali tekerlek graf

K, iki pargali tam graf

Ky n,,.ny, k-pargali tam graf

Sn n noktali yildiz graf

Spaq cift yildiz graf

gr(G) G grafinin ¢evresi

diam(G) = d(G) G grafinin gapi

g(u) u noktasinin dis merkezliligi
r(G) G grafinin yarigapi

G G grafinin tlimleyeni

G|U] G grafinin indirgenmis altgrafi
w G nin en biiyiik kligindeki noktalarin sayisi
(1)) G nin bilesenlerinin sayisi
A(G) G grafinin komsuluk matrisi

D Kosegen matris

R_1(G) G grafinin Randi¢ indeksi
R(G) G grafinin Randi¢ matrisi
RE(G) G grafinin Randi¢ enerjisi
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P1
NLE(G)
G+e
G—e
SP
DSP4

G grafinin Randi¢ spektral yarigapi

G grafinin normallestirilmis Laplasyan enerjisi
G grafina kenar ekleme

G grafindan kenar ¢ikarma

(2p + 1) — noktali glines graf

2(p + q + 1) — noktali ¢ift giines



BOLUM 1
GIRIS

Graf teori veya Cizge Kurami, noktalar ve aralarindaki ¢izgeleri (egrileri) inceleyen
matematigin bir dalidir. Bir graf, ¢izge veya ¢izit, diigiimlerden (noktalar) ve bu
diigtimleri birbirine baglayan kenarlardan (yaylardan, bagintilardan) olusur. Bu teorinin

temeli 1736’ da Leonhard Euler tarafindan olusturulmustur.

Koénigsberg sehri, Pregel nehrinin iki yakasi ve nehirdeki iki ada iizerine kurulmus olan
bir sehirdir. Nehir, sehri dort boliime ayirmistir ve bu boliimler toplamda yedi koprii ile
birlestirilmistir. Merak edilen; “Herhangi bir noktadan baslayip, yedi kopriiniin
hepsinden bir ve yalniz bir kez gecerek sehrin biitiin boliimlerini dolastiktan sonra tekrar
baslangi¢ noktasina varilabilir mi?” sorusudur. Bu sorunun ¢oziimiiniin olmadigini
Leonhard Euler (1707-1783) gostermistir. Euler, problem {izerinde daha rahat hareket
edebilmek icin sehirlerin her birini birer nokta ve sehirler arasindaki kdpriileri ise egri

pargalari ile gostermistir [1].

Euler’dan sonra bir¢ok yazar graf teorisini farkli alanlarda kullanmigtir. Kirchhoff 1847’
de graf teorisinde Matrix-Tree teoremini olusturarak bu teoriyi elektrik devrelerine
uygulamigtir. Cayley ve Sylvester bazi 06zel tipteki graflarin birkag 0Ozelligini
kesfetmisler ve bunlar1 aga¢ olarak adlandirmigslardir. 1850° li yillarda Cayley agac
kavramini kullanarak C,H,,,, molekiiliinde karbon atomlarinin olast durumlarina gore
ka¢ farkli kimyasal diagram olusabilecegini gostermistir. 1930° larda Alman bilim
adam1 Erich Hiickel, “Hiickel Molekiiler Yoriinge (HMO) Teorisi” olarak literatiire
giren model ile kuantum kimyada birlesik hidrokarbonlardaki m-elektonlarinin
davraniglarini incelemistir. Burada elektronlarin enerji seviyelerini temsil etmek i¢in
graflarm 6z degerlerini kullanmistir. 1950° ler ve 1960° larda Spektral graf teorisi ile
graflarin matrislerinin 6z degerleri ve 6z vektdrlerinin karakteristik polinomlartyla olan

iligkisi matematik literatiiriinde goriilmeye baglanmistir [2-4].

Graflar genis bir uygulama alanina sahiptir. Bir problemi analiz edebilmek, iizerinde
yorum yapabilmek ve onu ¢6zebilmek igin problemin temel 6zelliklerini de tasiyan bir

yapiya, diizene ihtiya¢ duyulur. Bundan dolay1 bir problemin graf gdsterimi model
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olarak adlandirilir. Durumlar kendi i¢inde ¢esitlilik gosterdiginden karsilik gelen graflar
da iki pargali, tek parcali, dallanma agac1 benzeri graflar gibi birgok sekliyle karsimiza
cikmaktadir. Graf teori ve uygulama alanlar1 giniimiizde pek ¢ok yerde
kullanilmaktadir. Bunlardan bazilarina deginecek olursak: bilgisayar biliminde graflar
iletisim agin1 belirtmek i¢in kullanilir. Bir web sitesinin baglanti yapisi; noktalari
internet sayfasini, yonlii kenarlar1 ise bir sayfadan diger sayfaya baglantiy1 gosteren
yonlii bir graftir. Graf teorisi dilbilim alaninda da yer edinmistir. S6zdizimi ve
kompozisyonel anlam bilimi arasinda hiyerarsik bir yap1 vardir ve aga¢ temelli bir graf
yapisindan bahsedilebilir. So6zciiksel anlambiliminde, anlamsal aglar 6nemlidir.
Ozellikle bilgisayara uygulandiginda aranan kelime ile iliskili biitin kelimelerle
baglant1 kurulmas1 grafin modellenmis giizel bir sonucudur. Sosyoloji alaninda da graf
modellerinden bahsetmek miimkiindiir. Ornegin bir yapinin performansi iiyelerinin
ozelliklerine baglidir. Eger bu yapidaki bir tiyenin 6zellikleri degistirilirse yapinin genel
davranig1 degisecektir, ayn1 sekilde tiyenin yeri degisirse yapiin Ozellikleri yine
farklilik gosterecektir. Yapinin baglanabilirligi (topolojisi), tiim yapinin performansini
etkiler. Dolayisiyla topolojisinin anlasilabilecegi bir sistemi yani graf modelini
belirlemek c¢ok oOnemlidir. Graflar topolojideki diigiim teorisi ve geometri gibi

matematigin diger alt dallarinda da 6nemli uygulamalara sahiptir [3, 5-6].

Graflarin 6z degerleri graflar igin ¢ok biiyiik anlamlar ifade eder. Oz degerler bir grafin
yapisini anlamada ¢ok 6nemli yer teskil ederler. Graflara karsilik gelen farkli matrislerin
(Komsuluk, Laplasyan, Randi¢, vb.) 6z degerleri graflarin bazi 6zellikleri hakkinda
bilgi verir. Ornegin, bir molekiiliin kararliligimi tahmin etmede komsuluk matrisinin 6z
degerlerine bakilabilir. Bir baska agidan bir grafin komsuluk matrisinin 6z degerleri
grafin iki parcal1 (bipartite) olup olmadigi hakkinda bilgi verirken grafin baglantili olup
olmadig1 hakkinda bilgi vermez. Grafin Laplasyan 6z degerleri grafin baglantili olup

olmadig1 hakkinda bilgi verir ama iki pargali olup olmadig1 hakkinda bilgi vermez [7].

Ayni sekilde bilgisayar biliminde siklikla kullanilan karmasik bir ag yapisi ¢ok biiyiik
mertebeli graflar ile gosterilir. Bu yapiy1 karakterize etmek i¢in yapilan uygulama ag
yapisina karsilik gelen komsuluk matrisinin 6z degerlerinin dagilimidir. Bu dagilim
baglantisallik, nokta derecesi, noktalar arasindaki mesafeler gibi bir¢cok ozelligi

tamimlar. Ornegin komsuluk matrisinin en biiyiik 6z degeri (spektral yarigap) bilgisayar
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aglarinda virlis yayilimimi modellemede 6nemli bir rol oynar. Spektral yarigap ne kadar
kiiciik olursa viriislerin yayilimma kars1 bir agin saglamligi o kadar artar. ikinci en

biiyiik 6z deger ise graflarin baglantisalligi hakkinda bilgi verir [7].

Graflarin enerjileri 6zellikle kimya alaninda yer edinmistir. Spektral graf teorisinin en
onemli kimyasal uygulamasi birlesik hidrokarbonlarda m-elektronlarinin molekiiler
yoriinge enerji seviyelerinin baglantililig: ile ilgilidir. Hiickel molekiiler yoriingesel
(orbital) yaklasimina gore birlesik hidrokarbonlarin molekiillerindeki m-elektronlarinin
enerji seviyeleri, ilgili grafin 6z degerleriyle alakahidir. Boyle bir molekiiler grafin

enerjisi
Ei =a+ Bll

bigiminde gosterilir. Burada a ve S, HMO modelinin parametreleridir. HMO
yaklagimina goére m-elektronlarinin toplam enerjisi E,; olarak tanimlanir ve E;, her bir
1 <i < n igin elektron enerjisi; g;, E; enerjisine sahip m-elektronlarin sayist olmak

uzere

n

Er = Z giE;
i=1

biciminde gosterilir. Birlesik hidrokarbonlarda m-elektronlarin toplam sayisi iliskili

molekiiler grafin noktalarinin sayisina esit oldugundan

biciminde de yazilabilir. Eger A4; > 0 ise birlesik hidrokarbonlarin ¢ogu icin g; = 2,
eger A; < 0ise g; = 0 dir. Boylece

Enzna+2[?ZAi
+

dir. Burada toplam sembolii molekiiler grafin pozitif 6z degerleri iizerindeki toplamini

ifade eder. Tiim graf 6z degerlerinin toplamu sifira esit oldugundan

3



n
E, =na+,82|/1i| (1.1)
i=1

elde edilir. n,a,B sabit oldugundan yukaridaki denklemin sag tarafindaki asikar
olmayan terim molekiiler grafin 6z degerlerinin mutlak degerlerinin toplamidir. Bu

gercek 1940 I yillarda bilinse de 1970 li yillarda Gutman

E = E(G): = Zw (1.2)

bagintisina graf spektrumu olarak bakilabilecegini gostermistir. (1.1) denkleminin

aksine (1.2) denkleminin sag tarafi herhangi bir grafa uygulanabilir.

Graf enerjisi bir grafin komsuluk matrisinin mutlak degerinin toplam1 olarak
adlandirilir. Burada G grafi basit, dongli ve paralel kenar igcermeyen bir graftir. G
grafinin komsuluk matrisi olan A nin 6zdegerleri ;4 = 4, > --- = 4, olsun. Bu durumda

graf enerjisi

E(G) =Zn:|/1il

olarak tanimlanir [8].

Literatiirde Randi¢ enerji bircok agidan ele alinmustir. Ornegin, Randi¢ enerji ile
graflarin  tanimlanan diger matrislerle (Komsuluk, Laplasyan, Normallestirilmis
Laplasyan,vb.) olan enerjisi arasindaki iligki, graflarin yapisal 6zelliklerine gore Randi¢
enerjilerinin nasil degistigi ve ¢ogu zaman Randi¢ enerjinin belirli araliklarda sinirh
kaldig1 calismalar1 yapilmistir [9-30]. Yapilan bu ¢alismalara deginilecek olursa; [9-19]
da Randi¢ enerji, Randi¢ Estrada index, Randi¢ spektral yarigap i¢in bazi alt ve st sinir
caligmalar1 yapilirken, [20-22] de iki parcali graflarin Randi¢ enerjilerinin siir
calismalar1 yapilmistir. [23] de Kinkar Ch. Das. ve Shaowei Sun [14] deki ¢alismanin
bazi sonuglarinda hata oldugu iddiasinda bulunup yeni sonuglar elde etmislerdir. [24] de
bir grafin alt grafinin Randi¢ enerjisi ile onun isaretsiz normallestirilmis Laplasyan

(Normalized Signless Laplacian) 6z degerleri arasindaki iliskiden bahsedilmistir. [25-
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26] caligmalarinda yol, yildiz, tam, Dutch-Windmill vb. bazi1 6zel graflarin ve bu
graflardan kenar silme ile olusan yeni graflarin Randi¢ karakteristik polinomunu ve
dolayisiyla Randi¢ enerjilerini genellemislerdir. [27] de iki pargali bir grafa uygulanan
bir graf islemi ile yeni olusturulan graflarin iki pargali 6zelliklerinin korundugu ve ayni
zamanda graflarin Randi¢ enerjilerinin  degigsmedigini ortaya koyan c¢alisma
yapmuslardir. [28] de graflarin kenar sayilarina gore enerji ve Randi¢ enerjilerinin
degisimini Ve enerjiler arasindaki davraniglarin graflarin yapisina gore (molekiiler graf)
farklilik gosterdigi ile ilgili niimerik bir ¢alisma yapilmistir. [29] da maksimum veya
minimum Randi¢ enerjiye sahip graflarin ne olduguyla ilgili caligma yapilmustir. [30] da
grafin bir kenarimi silme ile Randi¢ enerjisindeki degisimi (artan, azalan) ve kenar
ekleme ile Randi¢ enerjisinin ayni kalmasini saglayan gerekli kosullarin ne olduguyla

ilgili calisilmustir.

Yukarida bahsedilen ¢alismalardan yola g¢ikarak bu tez c¢alismasinda Randi¢ enerjisi
degismeyen graf aileleri olusturulmus ve bununla ilgili ¢esitli sonuclar verilmistir.

Calisma bes boliimden olusmaktadir:

Ikinci boliimde graflarla ilgili bazi temel kavramlar, {i¢iincii boliimde ise Randi¢ matrisi

ve enerjisinin temel 6zellikleri genis bir bi¢imde ele alinmustir.

Dérdiincii boliimde birtakim graf islemleri tanimlanarak Randi¢ enerjileri ayni olan bazi
graf aileleri elde edilmistir. Besinci boliimde tez ¢alismasindan c¢ikarilabilecek bazi

sonug ve Onerilere yer verilmistir.



BOLUM 2
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde graflarin temel 6zellikleringe, ileride kullanacagimiz graf islemlerine ve
matrislerin birtakim temel 6zelliklerinden yararlanarak Randi¢ matrise uygulamalarina

yer verilmistir.
2.1. Graf ile Tlgili Temel Kavramlar

Bu boliimde yer alan graflarla ilgili temel tanim ve teoremler [2, 5, 7-8, 31-32, 40]

kaynaklarmdan alintilanmistir.

Tanim 2.1.1. V = {vy, ..., v, } noktalar kiimesini ve E = {e, ..., e,;,} kenarlar kiimesini
olusturmak tizere bir G grafi, G = (V,E) siwral ikilisi seklinde tanimlanir. Burada E
kiimesindeki bir kenar, V kiimesindeki noktalarmm bir sirali ikilisidir. |V| =n ve
|E| = m ise G’ye n noktali ve m kenarli bir graf denir. Nokta sayisina kisaca G’nin

mertebesi de denir.

Tamm 2.1.2. Eger v; # v; olmak {izere v;v; = e, G nin bir kenar1 ise u noktas: G de v
nin bir komsusudur. v nin tiim komsularinin kiimesi v nin a¢ik komsulugu veya v nin

komsuluk kiimesidir ve N (v) ile gosterilir.

Tamim 2.1.3. Bir grafta v noktasinin derecesi, v noktasi ile komsu kenarlarin sayisidir

ve deg (v) yadad, ile gosterilir.

Lemma 2.1.1. Herhangi bir grafta tiim nokta derecelerinin toplam1 kenarlarin sayisinin

iki katina esittir. Yani
i=1d; =2m
dir. Bu Lemma el sikisma (handshaking) lemmasi olarak bilinir.

Tanmmm 2.1.4. Bir ¢ grafinin minimum derecesi §(G) (veya kisaca &), maksimum

derecesi A(G) (veya kisaca A) ile gosterilir.



Tamm 2.1.5. Bir G grafinda 0 dereceli nokta G nin izole noktasidir, 1 dereceli nokta ise

G nin u¢ noktasidir. Bir u¢ nokta ile komsu kenara ug kenar denir.

Tanim 2.1.6. 7(G) = [d,, d,, ...,d,], G grafinin derece dizisidir. Burada d;, i’nci

noktanin derecesi ve d; > d, = --- > d,, dir.
Tamm 2.1.7.

1) Bir grafta ayn1 nokta ¢iftine iki veya daha fazla kenar eklenmesine c¢oklu kenar

(multiple edge) veya paralel kenar denir.

Il) Bir grafta noktanin kendi kendine baglanmasina ilmek (loop) denir.
Tanmm 2.1.8. Coklu kenar ve ilmegi olmayan grafa basit graf denir.
Tamm 2.1.9. Baz1 6zel graflar asagidaki gibi tanimlanmaigtir.

i) Bir grafin tiim nokta dereceleri ayni dereceye sahipse bu grafa regiiler graf denir. Eger

tiim nokta dereceleri r ise bu durumda grafa r -regiiler graf denir.

i) Kenar1 olmayan bir grafa bos (null) graf denir. n noktali bir bos graf N, ile

gosterilir. N,, graf 0 dereceli regiiler graftir.

iii) Bir grafta noktalar ve kenarlarin tek bir dongiiden olustugu grafa dongii (cycle) graf
denir. n noktali dongii graf C,, ile gosterilir. C,, graf 2 dereceli regiiler graftir.

iv) Her noktanin bir kenar ile diger tim noktalara baglanmasiyla olusan grafa tam graf
(complete graph) denir. n noktali tam graf K, ile gosterilir. K,, graf n(nT_l) kenar1

olan (n — 1) — regiiler graftir.
Tamm 2.1.10.

1) k uzunlugunda bir yiirime (walk) uv, vw, wx, ..., yz seklinde siralanmis k kenarli bir

graftir. Bu yiirlime uvwx ... yz ile gosterilir ve buna u ve z arasinda bir yiirlime denir.

ii) Tiim kenarlar1 ve tiim noktalar1 farkli olan yiirlimeye yol (path) denir.
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Tanmm 2.1.11. Noktalarinin her bir ¢ifti arasinda bir yol varsa bu grafa baglantili graf
denir. Aksi halde grafa baglantisiz graf denir.

Tanim 2.1.12.
i) Bir dongii igermeyen baglantili graflara agag denir.

i) Tum noktalar1 boyunca tek bir yoldan meydana gelen agaca yol (path) graf denir. n

noktali bir yol graf B, ile gosterilir.

Tanmm 2.1.13. (n + 1) — noktal1 bir dongii grafin her bir noktasi, bir tek noktayla (bu
nokta ¢evre grafa ait degildir) birer kenar eklenmesiyle elde edilen grafa tekerlek graf

denir. n noktal1 bir tekerlek graf W, ,, ile gosterilir.

Tanim 2.1.14. Bir grafin noktalar kiimesi A ve B seklinde iki alt kiimeye ayrilabilir dyle

ki grafin her kenar1 A ve B noktalarina eklenen graflara iki pargali graf denir.
Teorem 2.1.1. Bir graf iki pargalidir ancak ve ancak bu graf tek bir déngii igermez.

Tamm 2.1.15. ki pargali grafta A nin her noktasinin B nin her noktasina yalmzca bir
kenar ile birlestirilmesiyle olusan grafa iki parcali tam graf (complete bipartite graf)
denir. A nin nokta sayis1 r, B nin nokta sayis1 s olan iki par¢ali tam graf K, ile

gosterilir.

Tanmm 2.1.16. Eger k kiimelerinde nq, n,, ..., n, noktalart varsa ve farkli kiimelere ait
her iki nokta komsu ise bu grafa tam k — parcali graf (complete k-partite, complete

multipartite) denir ve Ky, , n, ile gosterilir.

1,M2,.
Tanim 2.1.17.

1) K1 n—1, tam iki pargali grafi n noktal1 bir y1ldiz (star) graftir ve S,, ile gosterilir.

i) S, ve S, merkezlerine bir kenar eklenerek elde edilen S,, grafina cift yildiz
(double star) graf denir. n noktal bir ¢ift yildiz S, 4 i¢in p + q = n dir. Cift yildiz bir

agactir.



Tamm 2.1.18. Bir G grafinda en kisa dongiliniin uzunluguna gevre (girth) denir ve

gr(G) ile gosterilir.

Tamm 2.1.19. G deki noktalarin herhangi ¢ifti arasindaki en biiyiik uzakliga G nin gap1

(diameter) denir ve diam(G) ile gosterilir ve

d(G) = yrev(cyd(w,v)

dir.

Tamm 2.1.20. u noktasiin dis merkezliligi (eccentricity)
e(u) = Terd(u, v)

dir. Nokta dig merkezliliginin maksimumu gapa esittir.
Tamm 2.1.21. Bir G grafinin yarigap1

r(G) = Igpew)

dir.

Tanmm 2.1.22. Bir grafin merkezi (center), grafin yarigapina esit dig merkezlilikleri olan
noktalar kiimesidir. Bir agacin merkezi bir tek noktadir ve buna merkez noktasi denir

veya bir kenarin iki ucuna merkezi kenar denir.

Tamim 2.1.23. Bir G grafinin tiimleyeni G, G ile ayni nokta kiimesine sahiptir dyle ki

iki nokta G de komsudur ancak ve ancak G de komsu degildir.
Teorem 2.1.2. Eger bir G basit grafi baglantili degilse bu durumda G baglantilidir.

Tamim 2.1.24. G, ve G, iki graf olsun. G, in herhangi iki noktasini birlestiren kenarlarin
sayis1t G, nin karsilik gelen noktalarini birlestiren kenarlarin sayisina esit olmak iizere

G, ve G, nin noktalar1 arasinda birebir bir esleme varsa G, ve G, ye izomort graflardir

denir [33].



Tamm 2.1.25. H, V(H) nokta kiimesine ve E(H) kenar kiimesine; G, V(G) nokta
kiimesine ve E(G) kenar kiimesine sahip birer graf olmak tizere eger V(H) S V(G) ve
E(H) € E(G) ise H grafina G grafinin alt grafi (subgraph) denir. Ayni zamanda G ye H
mn bir siiper grafi (supergraph) denir. G nin bir alt grafina izomorf olan bir graf ayni
zamanda G nin bir alt grafidir. Eger H, G nin bir alt grafi ise bunu H € G seklinde

yazariz.

Tanmm 2.1.26. HS Gve H+ G (V(H) #V(G) yada E(H) # E(G)) oldugunda H
grafina G grafinin 6z alt grafi  (proper subgraph) denir. Eger V(H) = V(G)
(H ve G ayn1 nokta kiimelerine sahip) ise G nin H altgrafina G nin bir iiretilen altgrafi

(spanning subgraph) denir.

Tamim 2.1.27. G, ¢oklu kenar veya ilmek icermeyen sonlu, yonsiiz bir graf olsun. V(G),
G nin noktalar kiimesi, E(G), G nin kenarlar kiimesi olmak tizere, eger U < V(G) ise
bu durumda U nokta kiimesine sahip G[U] i¢inde iki nokta komsudur ancak ve ancak bu
noktalar G de komsudur. Bu durumda G[U] ya G nin indirgenmis alt grafi (induced
subgraph) denir.

Tanmm 2.1.28. Bir G grafinin herhangi indirgenmis tam alt grafina bir klik (clique)
denir. Klik sayis1 w, G nin en biiylik kligindeki noktalarin sayisidir. Benzer olarak

tamamen baglantisiz indirgenmis alt grafina ko-klik (coclique) denir.

Tammm 2.1.29. G nin bilesenleri G nin maksimal baglantili alt graflaridir. G nin
bilesenlerinin sayisi ¢(G) ile gosterilir. u ve v, G de iki nokta olsun. Eger u ve v, G nin
ayni bileseninde ise d(u,v), G de bir en kisa u — v yolun uzunlugu olarak tanimlanir
diger durumda d(u,v) = o dir. Eger G baglantili bir grafsa d bir uzaklik (distance)

fonksiyonu veya V(G) tizerinde bir metriktir; yani d (u, v) asagidaki sartlar1 saglar:
i) d(u,v) = 0ved(u,v) = 0ancak ve ancak u = v.
i) d(u,v) =d(v,u) .

iii) Herw € V(G) igin d(u, v) < d(u,w) + d(w,v)
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Tamim 2.1.30. G; n noktali, m kenarli baglantili bir graf olsun. m = n — 1 olan grafa
agac graf denir. Ayrica eger m =n— 1+ k (k = 1) ise grafin k —dongii (k —cyclic)
oldugu soylenir. k = 1 i¢in graf tek dongiilii (unicyclic), k = 2 igin i¢in graf cift
dongiilii (bicyclic) graftir.

Tamm 2.1.31. Bir yonlii graf, yay (arc) ve nokta kiimelerinden olusmaktadir. Her yay

belirtilen yonde iki nokta birlestirir.

Tamm 2.1.32. Yonlii bir grafta ayn1 yonde noktalarin ayni ¢iftine iki veya daha fazla
yay eklenmesine ¢oklu yay denir. Bir noktanin kendi kendine bir yay eklenmesine ilmek

denir. Coklu yay veya ilmegi olmayan bir yonlii grafa basit yonlii graf denir.
2.2. Matrisler ile Ilgili Baza Kavramlar

Burada matrislerle ilgili temel tanimlar kaynak [34] den alinmistir.

Tanmm 2.2.1. A = (aij) bir n-kare matris olsun. A nin kdsegeni (veya ana (esas)
kosegen) aq1, ayy, ..., Ay, elemanlarindan olusur. A nin izi, izA ile gosterilir ve kdsegen

elemanlarinin toplamidir, yani

n

iZA = a11 + azz e ann = Z aii
i=1
dir.
Tanmm 2.2.2. [ birim matris ve A kare matris olmak ilizere AB = BA =1 o0zeligi

saglanacak sekilde kare bir B matrisi varsa A ya terslenebilen (tekil olmayan) dir denir.

B matrisini A nin tersi olarak adlandirir ve A~1 ile gosteririz.

Tamm 2.2.3. Eger bir D = (di j) kare matrisinde kosegen olmayan tiim elemanlar sifir

ise matris kosegendir ve D = diag(dyq,d32, ..., dyy) ile gosterilir.

Tamm 2.2.4. A bir kare matris olmak iizere eger AT = A ise reel A matrisi simetriktir.

Eger AT = —A ise A matrisi ters simetriktir.

11



Tamm 2.2.5. Eger bir reel A matrisi icin AAT = ATA = I ise A ortogonaldir denir. Bir

ortogonal kare matris, terslenebilir ve A= = AT olan bir matristir.

Tamim 2.2.6. Bir B matrisi i¢in eger asagidaki gibi tekil olmayan bir P matrisi varsa B

matrisi A matrisine benzerdir denir:
B =P 1AP

Eger B = P~1AP bir kosegensel matris olacak sekilde bir tekil olmayan P matrisi varsa

A matrisi kdsegenlestirilebilirdir denir.

Tamim 2.2.7. Reel simetrik bir A matrisine, eger R™ deki sifir olmayan her X (kolon)

vektorii i¢in
XTAX >0
saglaniyorsa, pozitif tanimlidir denir.

Tamim 2.2.8. A € R™", B € RP*1 olsun. Bu durumda A ve B nin tensor ¢arpimi (veya
Kronecker garpim)

allB e alnB

A®B = € R4

amB -+ aunB

matrisi olarak tanimlanir.

Tamim 2.2.9. Bir K cismi iizerinde bir n —kare matris A olsun. Eger

Av = v

olacak sekilde sifirdan farkli bir v € K™ (kolon) vektorii varsa A € K skalerine A
matrisinin bir 6z degeri, v vektoriine ise bu 6z degere karsilik gelen A matrisinin 6z
vektorl denir. Burada det(Al, — A) = 0 karakteristik denkleminin kokleri A matrisinin
0z degerlerini verir, bu 6z degerlerin mutlak degerce en biiyiigiine ise A matrisinin

spektral yarigcap1 denir.
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Teorem 2.2.1. Simetrik bir matrisin tiim 6z degerleri reel dir.

Tanim 2.2.10. G = (V,E); V = {vy, v, ..., v} nokta kiimesi, E = E(G) (|E(G)| =
m) kenar kiimesi olan baglantili bir graf olsun. Bu durumda G grafinin A(G) = (ai j)

komsuluk matrisi elemanlari

_ {1, v;vj; € E(G) (v;, v; noktalari komsu ise)
dij = 0, diger durumlarda

olacak bigimde tanimlanir [17]. A(G) komsuluk matrisi simetrik matris oldugundan
Teorem 2.2.1 den kolaylikla goriiliir ki A(G) nin 6z degerleri reeldir ve 44 = 4, = -+ >

A, bi¢iminde siralanir.

G nin 6z degerlerinin en biiyligiine G nin spektral yarigapi denir ve p(G) ile gosterilir.

Tiim 6z degerlerinin kiimesine G nin spektrumu denir.

Teorem 2.2.2. G, n noktali ve 6z degerleri

41(G) = 2,(6) = -+ = 1,(G)

olan bir graf;

H da n’'noktal ve 6zdegerleri

MH) =2 A,(H) = =2 24,(H)

olan G nin bir indirgenmis alt graf olsun. Bu durumda;

Awsi(@) < H(H) < 4(6) (1<i<n)

dir [7]. Bu teorem i¢ ice gegme lemmasi (Interlacing Lemma) olarak bilinir.

Teorem 2.2.3. Bir G grafi iki pargalidir ancak ve ancak onun spektrumu orjine gore

simetriktir, yani

Ai = =Mt
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dir [7].
Sonug 2.2.1. Reel, simetrik bir A matrisinin 6z degerleri @; = -+ > a,, olsun.

|A;| = n; > 0 olmak iizere {1,2,...,n} = A;UA,U ...UA,, bir kiime parcalanisi olsun.

Ajj,n; Xn; tipinde bir blok olmak lizere A = (Aij) blok matrisi yazilsin. A;;

ij»
blogundaki tiim bilesenlerin toplami e;; ve B = (ei i/ ni) ise B nin 6zdegerleri A nin 6z
degerleri ile i¢ ige geger (Burada e;;/n;, A;; blogundaki ortalama satir toplamidir.)

[40].
Burada ayni1 blok igerisindeki tiim satir toplamlari esit ise asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.2. A matrisi Sonug 2.2.1 deki gibi bloklara ayrilabilen bir matris olsun. 4;;

blogundaki sabit satir toplami b;; ve B = (bl— j) ise A nin spektrumu B nin spektrumunu
kapsar [40].

Tammm 2.2.11. G = (V,E) grafi verilsin ve V kiimesinin bir pargalanisi V =
V,U,U ... UV, olsun. Vi,j € {1,...k} icin eger V; kiimesindeki her nokta V; de aym
sayida noktaya komsu ise bu parcalanisa G grafinin bir esit parcalanist (equatible

partition) denir [40].

Tanim 2.2.12. G = (V,E) grafive V = U, .. UVk esit pargalanisi verilsin. Sonug
2.2.2 deki notasyona uygun bicimde elde edilen B = (bl- j) matrisine bu pargalanisin

boliim matrisi (quotient matrix) denir [40].
Sonug 2.2.2 den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.2.4. Bir grafin herhangi bir esit pargalanisina ait boliim matrisinin
karakteristik polinomu, bu grafin komsuluk matrisinin karakteristik polinomunu bdler

[40].
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2.3. Randi¢ Matrisi

Teorik kimya ve biyolojide molekiiler yapi tanimlayicilart molekiiller hakkindaki bilgiyi
6lemek icin kullanilmistir. Bu da molekiiler indeksler kullanilarak kimyasal bilesiklerin
fiziko-kimyasal, toksikolojik, farmakolojik, biyolojik ve diger 6zelliklerini karakterize
etmekle ilgilidir. Yani bir topolojik indeks, karsilik gelen molekiiler graftan tiiretilen
bir molekiiler yapmin sayisal bir tanimlayicisidir ve kullanim sekline gore dereceye
dayali indeksler (Randi¢ indeks, atom-bag baglantisalligi indeksi vb.), uzakliga dayali

indeksler (Wiener indeksi,vb.), 6z degere dayali indeksler gibi farkl: tiirleri mevcuttur.

1975’ te Milan Randi¢ organik molekiillerin fiziksel ve kimyasal ozellikleri ile ¢ok

yakindan iligkili olan y(G) =Y; baglanabilme (connectivity) indeksi veya

dallanma (branching) indeksi ad1 altinda bir topolojik indeks tanimlamistir. Gliniimiizde
bu indeks siklikla Randi¢ index olarak kullanilmaktadir. Burada G, molekiile karsilik
gelen n noktali ¢oklu kenari olmayan, dongiisiiz bir graftir. G, noktalar1 molekiillerin
karbon atomlar1 ve kenarlari ise atomlarin arasindaki elektronik baglari temsil eden bir
doymus hidrokarbonun molekiiler grafi olarak gosterilmistir. Milan Randi¢, bu indeksi
doymus hidrokarbonlarin karbon-atom iskeletinin dallanma derecesini 6lgmek igin
tasarlamistir. Randi¢ indeksi ile alkanlarin kaynama noktalari, yiizey alanlari, enerji
seviyeleri vb. gibi cesitli fiziko-kimyasal oOzellikleri arasinda iyi bir iligki oldugu

gorilmistiir. [36-37, 41].
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AN AA

K.N: 68,7 63,3 60,3

RI: 2,91421 2,80806 2,77006
K.N: 58 49,7

RI: 2,64273 2,56066

Sekil 2.1. n —Hekzanin bes izomeri, kaynama noktalar1 (K.N) ve Randi¢ indeksleri (RI)

Daha sonra buradan yola ¢ikarak bu indeksin elemanlarini matrisin elemanlar1 olarak

tanimlayip Randi¢ matris olusturulmustur.

Randi¢ indeksi sadece kimya uygulamalarinda degil ayn1 zamanda bilgi teorisi, protein
siralamasi, ag benzerligi, agin heterojenligi ve agin saglamligini incelemek igin

kullanilan bir metottur.

G grafinin genel Randi¢ indeksi a # 0 sabit bir reel say1 olmak iizere

Re=Ro(@) = ) (did)"

ViNVj
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olarak tanimlanir. @ = —1 oldugunda genel Randi¢ indeksi

1
R_y=R_1(G) = Z —
idj

V)

bi¢imine doniisiir.

Tanim 2.3.1.

G nin R = R(G) = (r;;) Randi¢ matrisi elemanlar
1

rij = dld]
0 ,diger durumlarda

, eger v;~vj ise

olan n X n matris olarak tanimlanir.

Randi¢ matrisi, reel simetrik bir matristir ve onun tiim 6z degerleri p; = p, = -+ = p,
reel sayilardir. Buradaki en biiyiik p; 6zdegerine G grafinin Randi¢ spektral yarigapi

denilir.

G grafinin Randi¢ enerjisi

n
RE =RE(G) = ) |pi|
i=1

olarak tanimlanir [14].
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BOLUM 3
RANDIC MATRISi VE ENERJISININ BAZI TEMEL OZELLIiKLERI

Bu boliimde 6zel graflarin Randi¢ 6z degerlerine, Randi¢ enerjinin sinirlar1 ve Randi¢
indeksle olan iligkisine ve ayn1 zamanda 6zel graflarin (yol graf, dongii graf, yildiz graf,

tam graf, vb.) Randi¢ karakteristik polinomlarina yer verilmistir.

Lemma 3.1.1. G, basit baglantil1 bir graf iki farkl1 Randi¢ 6z degerine sahiptir ancak ve
ancak G = K, [10].

Lemma 3.1.2. G, n noktal1 (n = 1) bir graf olsun. K,, n noktal1 bir tam graf ve K,

onun tiimleyeni olsun. Bu durumda RE(G) = 0 dir ancak ve ancak G = K,, dir [29].

Teorem 3.1.1. G, n noktali (n = 1) bir graf ve p; Randi¢ matrisinin en biiylik 6zdegeri
olsun. Bu durumda p; = 0 dir ancak ve ancak G = K,, dir. Eger G en az bir kenara

sahipse bu durumda p; = 1 dir [29].

Teorem 3.1.2. G, n noktali bir graf olsun. G nin tek pozitif Randi¢ 6zdegeri p; = 1 dir

ancak ve ancak G nin bir bileseni ¢ok pargali tam graf ve tiim diger bilesenleri (varsa)
izole noktalardir [29].

Lemma 3.1.3. Herhangi bir grafin Randi¢ spektral yarigapt p; = 1 dir [14].

Lemma 3.1.4. G, n noktali baglantili graf olsun ve onun Randi¢ 6z degerleri 1 = p; >
py = -+ = py olsun. Bu durumda;
) G = K, oldugunda p; = 1 ve p, = - = p, = ——dir.

n-1

i) G # K,, oldugunda p, > 0 dir. Esitlik ancak ve ancak G, ¢ok pargali tam graf

oldugunda saglanir.
i) G, iki pargali bir graftir bu durumda p; = —p,_iz1,0i = 1,2, ..., E] dir [16].

Tamm 3.1.1. G, Randi¢ matrisi R olan n noktali bir graf olsun. Bu durumda;
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tr(R) =0,

t(RZ)—ZZ 1
A A
i~]

v =2y (3 ]
IE L d |’
l~]

n

2
¢ (R4)—Z ! +Z ! Z S
)= d;d; d.d; dy

i=1 \i~j i7j ) \k~ik~j

esitlikleri saglanir [9].
Lemma 3.1.5. G, n noktali baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

n

< <
op SR =

n

26

dir. Smurlar esittir ancak ve ancak G regiiler graftir [14].

Teorem 3.1.3. Eger G, n = 3 noktal1 baglantili bir graf ise bu durumda;

15(n+1)
56

R_1(G) <
dir [42].

Eger T, bir agac ise bu durumda;

5n+8
R_4(T) <

dir [43].

Eger T, n = 103 noktali bir aga¢ ise bu durumda;

15n -1
56

R_4(T) <
19



dir [44-45].

Teorem 3.1.4. G, n noktal1 baglantil1 bir graf ve P, R Randi¢ matrisinin determinantinin

mutlak degeri olsun. Bu durumda;

1+ \/(n —1)(n—-2)P¥Y@D 4 2R, —1<RE(G)<1+/(n—1)2R_, - 1)

dir. Her iki sinirdaki esitlik ancak ve ancak G = K,, oldugunda saglanir [14].

Teorem 3.1.5. G, n noktali iki parcali baglantili bir graf ve P, R Randi¢ matrisinin

determinantinin mutlak degeri olsun. Bu durumda;

2 + J(n —2)(n—3)P¥®=2) 4 2R_, —2 < RE(G) <2 ++/(n—2)(2R_; — 2)

dir. Her iki sinirdaki esitlik ancak ve ancak G bir iki pargali tam graf oldugunda saglanir
[14].

Lemma 3.1.6. G, izole nokta icermeyen n noktali bir graf olsun. Bu durumda;
2R_4{ < RE(G) £./2nR_4
dir [16].

Teorem 3.1.6. G, Randi¢ 6z degerleri p; = p, = -+ = p,, olan n noktali baglantili bir

graf olsun. Bu durumda;

V2R, —142[1=R_{|+1<REG) <J(n—1QRR_; -1 +1

dir. Alt sinirdaki esitlik ancak ve ancak G, ¢ok parcali tam graf oldugunda ve iist

siirdaki esitlik ancak ve ancak |p,| = -+ = |p,| oldugunda saglanir [16].

Lemma 3.1.7. G, n noktali baglantil1 bir graf olsun. Bu durumda;

RE(G) < py +y/(n—1)(2R_; — p;?)
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dir [22].

Lemma 3.1.8. G, n noktali baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

RE(G)<1+(n—1)(Q2R_; - 1)

dir. Esitlik ancak ve ancak G tam graf veya

1 2R_1_1 2R_1_1
" n—1" n—1

tic farkli Randi¢ 6z degerlerine sahip iki parcali olmayan baglantili bir graf oldugunda

saglanir [22].

Teorem 3.1.7. G, n (n = 3) noktali, m kenarli1 ve Randi¢ 6z degerleri 1 = p; = p, =
2> pp_1 = pp = —1 olan iki pargali baglantili bir graf olsun. p = max,<;<n_1{|p;l}

alalim. Bu durumda her k reel sayis1 i¢in

2(R_;—1)
plz |—=—

dir ve

RE(G) <2+k++(n—3)(2R_, — 2 — k?)

esitsizligi saglanir. Esitlik G , iki parcali tam graf oldugunda saglanir bu durumda k = 0
dir [22]

Sonu¢ 3.1.1. G, n (n = 3) noktali, m kenarli ve Randi¢ 6z degerleri 1 = p; = p, >
s 2 pn_q1 = pp = —1 olan iki parg¢ali baglantili bir graf olsun. p = maX,<;<,_1{|p;l}

alalim. Bu durumda;

RE(G) <2+ p++(n—3)(2R_; — 2 — p?)

dir. Esitlik eger G iki pargali tam bir graf ise saglanir [22].
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Sonu¢ 3.1.2. G, n (n = 3) noktali m kenarli baglantili iki parcali bir graf olsun. Bu

durumda;

RE(G)<2++2(n—2)(R_; — 1)
dir. Esitlik ancak ve ancak G iki pargali tam bir graf oldugunda saglanir [22].

Tammm 3.1.2. D; d;, ikOsegen elemani olan n noktali kdsegen matris olsun. Bu
durumda G nin ‘‘Laplasyan matrisi’> L = D — A olarak tanimlanir. G nin Laplasyan 6z

degerleri
Pp 2Py 2 2 Upq 2 Uy =0
bigiminde siralanir.

G, izole nokta igermeyen bir graf ve D kdsegen matris olsun. Bu durumda R Randi¢

matrisi

D™1/24D~/2 = R

bi¢ciminde de gosterilebilir.

Ayrica L Laplasyan matris olmak iizere, L normallestirilmis Laplasyan matrisi de
L=D"Y2Lp~Y2 =] —D~1/24p~1/2

olarak tanimlanir. Burada I, n mertebeli birim matristir. Normallestirilmis Laplasyan 6z

degerleri iy, iy, ..., i, dir [9].

Teorem 3.1.8. G, izole noktast olmayan bir graf olsun. Bu durumda;
L=I1-R

dir. Normallestirilmis Laplasyan enerjisi

NLE = NLE(G) = X1, |uj — 1|
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dir [9].

Teorem 3.1.9. G, n noktali izole noktasi olmayan bir graf olsun. Bu durumda
NLE(G) = RE(G)

dir [9].

ispat:

i=12,..,nicin L=I-R esitliginden u;” = 1 — p; dir. Enerji tanimindan

NLE(G) = ) |(1=pp) — 1]
i=1

n

= I-ni

i=1

dir.

Teorem 3.1.10. Eger G, r dereceli (r > 0) regiiler bir graf ise bu durumda ;
1

RE(G) =~ E(6)

dir. Eger r = 0 ise bu durumda RE(G) = 0 dir [9].
Lemma 3.1.9. G, izole nokta icermeyen n noktali bir graf olsun. Bu durumda;
RE(G) = 2

dir. Esitlik ancak ve ancak G, ¢ok pargali tam graf oldugunda saglanir [21].

23



Onerme 3.1.1. P,, n noktal1 yol graf olsun. Bu durumda
1
RE(Py) =2+ 5 E(Pr-2)

dir [29].

Tamim 3.1.3. Her p > 0 i¢in p-giines (p-sun) n = 2p + 1 noktali bir agagtir ve SP ile
gosterilir. Her p,q =0 igin (p,q)-cift giines ((p,q)-double sun) SP veS? nun
merkezlerine bir kenar eklenerek elde edilen n = 2(p + g + 1) noktali bir agagtir ve
DSP1 ile gosterilir. Genellikle burada p = q dur ancak p —q < 1 oldugunda gift
giinese dengelidir denir (balanced double sun) [19].

Varsayim 3.1.1. Maksimal Randi¢ enerjiye sahip n noktali baglantili bir graf bir agagtir
[29].

Varsayim 3.1.2. Eger n > 1 tek ise bu durumda en biiyiik Randi¢ enerjiye sahip n
noktali baglantili graf gilines graftir. Eger n > 2 ¢ift ise bu durumda en biiyiik Randi¢
enerjiye sahip n noktali baglantili graf dengeli ¢ift giines graftir. Eger n tek ise,

n—1

extramal Randi¢ enerjiye sahip agag (T) —sun, n gift ise ([nT_Z], lnT—z ) — double
sun dir [29].

Sekil 3.1. S? ve DSP'9 Graflar

Giines ve dengeli ¢ift glines graflarin Randi¢ enerjileri asagidaki gibi genellestirilmistir.
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Varsayim 3.1.3. G, n noktali baglantili bir graf olsun. Bu durumda;

RE(SP) , eger n tek ise
RE <
©) = {RE(DSp'p_l) ) eger n cift ise
dir [19].

Varsayim 3.1.4. G, n noktali baglantili bir graf olsun. Bu durumda k > 3 tek sayilar
i¢in
RE(SP) = E.(SP), egern = k ise
RE(G) < {RE(DSPP) = E.(DPP™1), eger n = 2k ise
RE(DSPP~1) = E.(DPP™1), egern = 2k + 2 ise
dir [19]. Burada E, verilen grafin normallestirilmis Laplasyan enerjisidir.

Sonug 3.1.3.

i) T, ¢ift noktal bir agag olsun n = 2 i¢in bu durumda;

5n—10
9

RE(T) S\/(n—Z) +2

i) T, tek noktali bir agag olsun n > 2 i¢in bu durumda;

5n — 10
9

RE(T) SJ(n—S) +2

iii) T, ¢ift noktali bir agac olsun n = 103 i¢in bu durumda;

15n — 57
RE(T) < (n—2)T+2

iv) T, tek noktali bir agag olsun n > 103 i¢in bu durumda;
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15n — 57
RE(T)S (n—3)T+2

dir [19].
Lemma 3.1.10. T, n noktal1 bir aga¢ olsun. Bu durumda

1 5n+8
<
d;d; 18

UinEE(T)
dir [12].

Teorem 3.1.11. T, n noktal bir aga¢ olsun. Bu durumda;

RE(T) < 2 “g] 5n1;r 8

dir [12].
fspat.
C 1
2
Z ' d;d;
i=1 ViV;EE(G)
ve Lemma 3.1.4 (iii) den
[n/2] 1
2
iz Y
Z g dyd;
i=1 ViV;EE(G)

elde edilir. Lemma 3.1.10 dan
[n/2]

Z 2<5n+8
/.7 ="1g
=1

elde edilir. Tekrar Lemma 3.1.4 iii kullanilirsa
26




In/2]

n
REG) = ) loil =2 ) I
i=1 i=1

yazilabilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

n;5n+8

2 lz 18

elde edilir.

Teorem 3.1.12. G, minimal nokta derecesi § olan n noktali basit bir graf olsun. Bu

durumda;

RE(G) <1+ j(n — D;" —9)

dir [12].

jspal.
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dir. Lemma 3.1.4 (iii) den

RE(G) = ) Ipil
i=1

n
=1+ Ipl
=2

yazilabilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

i=1

RE(G) <1+ |(n—1) (Zpiz — 1)

(n—1(n—96)
=

elde edilir.

Teorem 3.1.13. n > 5 igin P, nin Randi¢ karakteristik polinomu;

1
RP(By2) = (0% = 1) (s = 3 4

dir. Burada her k = 3 i¢in Ay = AA,_; — i/lk_2 ve A, = 4,4, = A2 —itﬁr [26].

Teorem 3.1.14. n > 3 i¢in C,, nin Randi¢ karakteristik polinomu;

1 n-1

1
RP(Co,2) = My =5 An s = (5)

burada her k > 3 icin A, = AA,_; — %Ak_z ved, =14, 4, =2% — i tir [26].
Teorem 3.1.15. n > 2 igin;

1) S, = K1 -1 y1ldiz grafinin Randi¢ Karakteristik polinomu;
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RP(S,, 1) = A""2(12 — 1)

Ispat. Kolayca goriilebilir ki K7 ,,_; Randi¢ matrisi

1 01x1 Jix(n-1)
R(Kipn-1) =
( 1,Tl 1) n— 1 (n—l)xl O(n—l)x(n—l)
dir.
[ 1 __1] 1
———J1x(n-1)
det(Al — R(S,)) = detl —1 "l I
=glon e

1 1 1
=Ad t(/ll g ——Jn— P ———— _ )
e n—-1 m](n 1)x1/1m]1x(n 1)

](n—l)xl]lx(n—1) = ]n—l oldugundan

1 1
det(A1 = R(5,)) = Adet (A, - T Jna) = 22 det (W71 - )

dir. J,_; nin 6z degerleri n — 1 (1 tane) ve 0 (n — 2 tane) oldugundan ﬁ Jn in 0z
degerleri 1 (1 tane) ve 0 (n — 2 tane) dir. Dolayisiyla

RP(S,,A) = A"2(22 —1)

elde edilir.

ve boylece S,, nin Randic¢ enerjisi;

i) RE(S,) =2

dir [26].

Teorem 3.1.16. n > 2 igin:

I) K,, tam grafinin Randi¢ karakteristik polinomu;
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n-—1

RP(K,, 1) = (A — 1) (A + n—il)

ve boylece K,, nin Randi¢ enerjisi;

i) RE(K,) = 2

dir [26].

Teorem 3.1.17. m,n # 1 dogal sayilar1 i¢in:

I) K, 1ki pargali tam grafin Randi¢ karakteristik polinomu;
RP(KppyA) = AM™172(22 — 1)

ve boylece K, , nin Randi¢ enerjisi;

i) RE(Kpmpn) = 2

dir [26].

Teorem 3.1.18. n > 2 igin:

1) F, dostluk (friendship) grafinin Randi¢ karakteristik polinomu;

n-—1 2

1 1
RP(E, 1) = (,12 - Z) A-1) (/1 + E)
ve boylece F, nin Randi¢ enerjisi;
i) RE(F,) =n+1

dir [26].
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Sekil 3.2. F,, F;, F, Friendship Graflar
Teorem 3.1.19. n > 2 i¢in:

i) Di* Dutch Windmill grafinin Randi¢ karakteristik polinomu;

n-1

1
RP(D},A) = A+t (/12 - E) 12 -1)

ve boylece Dy nin Randi¢ enerjisi;
i) REDDP) =2+ (n—1)V2

dir [26].

Sekil. 3.3. D42, D43, D44 Dutch Windmill Graflari
Lemma3.1.11. G = G, U G, U ...U G,, olsun. Bu durumda;

RE(G) = RE(G,) + RE(G,) + - + RE(G,)
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dir [26].

Lemma 3.1.12.

i) Eger e € E(P,) ise bu durumda,

RE(P, —e) = RE(P.) + RE(P,)

dir. Burada r + s = n dir.

if) Eger e € E(C,,), (n = 3) ise bu durumda
RE(C, —e€) = RE(P,)

dir.

iii) S, e € E(S,) ve n noktal1 bir yildiz graf olsun. Bu durumda n > 3 igin,
RE(S, —e) =RE(S,_1) =2

dir [26].

Teorem 3.1.20. n > 2 igin:

1) e, K,, tam grafin bir kenari olsun. K,, — e nin Randi¢ karakteristik polinomu;

n-3

Rp(Kn—e,/l)=/1(/1—1)(/1+n31>(’1+n11>

ve boylece K, — e nin Randi¢ enerjisi;
i) RE(K,, —e) =2

dir [26].

Teorem 3.1.21. m,n # 1 igin:

1) Kinn — e iki pargali tam grafinin Randi¢ Karakteristik polinomu;
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1
RP(Kpn —€,4) = ™42 — 1) (/12 — m—n>

ve boylece K, ,, — e nin Randi¢ enerjisi,
. 2
ii) RE(Kpn —€) =2+ —

Vmn

dir [26].
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BOLUM 4
AYNI RANDIC ENERJIYE SAHIP GRAFLAR

Bu boliimde Oscar Rojo ve Luis Medina nin [27] de yaptiklari graf isleminden farkli
bir graf islemi tanimlayarak olusturdugumuz yeni graflarin Randi¢ enerjilerinin degisip
degismedigini arastiracagiz. Buradan da hareketle yol grafin karma genislemesi islemi

ad1 altinda olusturulan yeni graflarin Randi¢ enerjilerinin degisimini inceleyecegiz.

Tanim 4.1.1. G{,V; = {1,2, ...,n, } noktalari ile tanimlanan G nin r -kopyasindan elde
edilen bir graf ve G}, V, = {1,2, ...,n,} noktalari ile tanimlanan G nin r- kopyasindan

elde edilen bir graf olsun [27].

Teorem 4.1.1. G iki pargal1 bir graf olsun. Bu durumda;

RE(GI) = RE(G}) = RE(G) (3.1)
dir [27].

Asagida verilen sonuglar [46] da yaymlanmustir.

Simdi yeni bir graf islemi tanimlayalim.

Tamim 4.1.2. G herhangi bir graf olsun. GZ¢ grafi G nin r- kopyasindan elde edilmistir

Oyle ki G deki her bir noktanin komsulugu G’¢ de ayn1 komsuluk olmak zorundadir.

Not 4.1.1. Aciktir ki G ve GI€, graflardaki ortak komsuluk nedeniyle ayni yapisal

ozelliklere sahiptir. Ornegin G iki pargal1 ise bu durumda G’¢ de iki parcalidur.
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Teorem 4.1.2. n noktali G grafinin r -kopyast GZ¢ olsun. Bu durumda,

RE(G) = RE(GT°)

dir.
Ispat.
1R G
“R(G)
R(GI°) =
1R G
~R(G)

Sekil 4.1. K5 ve 2-kopyasi

Pt

Sekil 4.2. P; ve 3-kopyasi

1 G
;R( )

1 R:
- (@)

\
)
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1(R('G) R('G)>
T R('G) R('G)

= % (R (G)nxn®]rxr)

Spektrum (J) = {rMW,0=Y} oldugundan ve matrislerdeki Kronecker carpim

ozelliginden

Spektrum{GT¢} = Spektrum{R(G)} U {0~}
elde edilir. Boylece

RE(GZ¢) = RE(G)

dir.

Not 4.1.2. Teorem 4.1.1 deki sonug¢ iki pargali graflar i¢in dogrudur, buna karsilik
Teorem 4.1.2 herhangi bir graf i¢in gegerlidir.

Tamim 4.1.3. Bir G grafinin bir karma genislemesi (mixed extension) G deki her bir
nokta yerine klik veya ko-klik alinarak G den elde edilen bir H grafidir 6yle ki H da iKi
nokta, G nin farkli x ve y noktalarina karsilik gelirken x ve y, G de komsu oldugunda
komsudur [38].

P,, {1,2, ...,n} nokta kiimesine sahip bir yol graf olsun. Her bir i € {1, 2, ...,n} i¢in V;
ko-klik veya klik diisiinecegiz oyle ki |V;| = k; dir. Eger V;, her i i¢in ko-klik ise bu
durumda P, nin karma genislemesi (kq,ko,..,k,) tipinde gosterilecek. Eger V; en
azindan bir Klik ise (6rnegin V, Dbir klik olsun) B, nin karma genislemesi

(kq,--, ky—1, Ky, kg1, -, k) tipinde gosterilir.
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Sekil 4.3. P; iin (2,3, K3) tipinde karma genislemesi

Sekil 4.4. P, iin (K5, 3, K3, 1) tipinde karma genislemesi

Sekil 4.3 de (2,3, K3) tipinde P; {in her noktasinin yerine sirastyla 2 ve 3 ko-klik, 3 klik
alinacagi anlasilir. Benzer olarak Sekil 4.4 de belirtilen tip igin P, {in her noktasinin
yerine sirastyla 2 klik, 3 ko-klik, 3 klik ve 1 ko-klik alinacaktir.

Teorem 4.1.3. G bir graf ve uy = -+ > uy £(G)’ nin dzdegerleri olsun. G iki parcalidir

ancak ve ancak her p;igin, 2 — u;” = uj dyle ki en az bir j i¢in [39].

Lemma4.1.1. G, n noktal1 iki pargal1 bir graf olsun. Bu durumda,

Pi = —Dniny, i =12, [g] dir.
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Not 4.1.3. Teorem 4.1.3 ve y; = 1 — p; denkleminden Lemma 4.1.1 deki 6nermenin

tersinin de dogru oldugu kolaylikla goriiliir.

Teorem 4.1.4. Herhangi bir tipe ait B, nin karma genislemesi H olsun. H ve B,
graflarinin sifirdan farkli Randi¢ 6z degerleri aynidir ancak ve ancak her k,? igin

genisleme (k, k, ..., k) ve (k,?,k, £, ..., k, £ ) tipinde olmalidir.

Ispat. Her tipe ait P, nin karma genislemesi H olsun. H ve P, graflarinin sifirdan farkli
6z degerlerinin ayn1 oldugunu diisiinelim. Oyleyse Not 4.1.3 den H’nin iki parcali graf
olmak zorunda oldugunu soyleyebiliriz. Boylece genisleme higbir klik igermeyebilir ve

boylece (kq, ks, ..., ky,) tipinde olmalidir. R(H) Randi¢ blok matrisinin elemanlar1

1
\/(ki+kj—1)(kj+ki+1)

1 = L J , eperi—j=—1lise (33)
| JCetein) et )

0 , diger durumlarda

J , egeri—j=1ise

bigimindedir. Burada j biitiin elemanlart 1 olan matristir ve ky = k,,, =0 dir.
Kolaylikla goriilebilir ki bu matris st tiggensel blok matristir ve ky,...,k, O6zdes
satirlarina sahiptir. H’nin spektrumu Y/, k; cebirsel kathi 0 6z degeri igerir. R(H) m

verilen pargalamasi Q@ = (q;;) boliim matrisi ile esittir ve

kj

JE R DKt k) egeri—j = —1ise
qij = kj , egeri —j = lise 3.4)
! \/(ki+kf—1)(kj+ki+1)
’ ’ diger durumlarda
bi¢imindedir.

Bu durumda Q nun karakteristik matrisinin determinanti

®n(Q, x) =det(xl, — Q) =
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ka

* Sk + k)ky
—k,y —k;
Jlat ks JO + k) (ky + k)
_kZ

V Uey + ks) (e + keg)

dir.

Bu determinant ilk satira gore agilirsa

ks
ks + kq

¢, =xve ¢, = x?

olmak iizere agsagidaki esitlik elde edilir.

kn
kn+kn—z

bn =xXbp_q — bn_2

(3.5) fark denkleminin A Jakobiyen matrisi,
—kn
A= (x kn+kn—2>
1 0

seklindedir.

det (A — rI) = 0 dan karakteristik denklem;

kn—l

\/(kn—l + kn—3)(kn + kn—Z)

X

_kn+1

vV kn—l(kn + kn—Z)

_kn
Tkt k| =0
1 —-r
ve boylece (x —r)(—r) + p f}: = 0 oldugundan
n n-—2

2

k
re —xr + L =0

ky+kno
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X
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elde edilir.

(3.6) denkleminin kokleri

Ckntkn—
2

Xt \/xz 4k,

N2 =

dir.

Boylece (3.5) fark denkleminin genel ¢6ziimii;
b = 1" F o1y

dir.

ks
ks + kq

P, =xve ¢p, = x?

baslangi¢ kosullarindan;

4k 4k
2 _ n _ 2 _ n
X+ \/x kn + kn—Z\ +c x \/X kn+kn—2\ _
2

C1 2 2 =X
i\’ ik 2
2 __ n — 2 __ n

. S i e A N ks

! 2 2 2 ks + ky
olur ki buradan da

ks + Kn_y)  2kyky + kaky — kakn_ 4k,

T k(e k) M 2k, (ky + k3) Ve U e ke

olmak lizere
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ve

elde edilir.
X = \/v_ncosﬁ ve denklem (3.7) den genel ¢6ziim;

>/x+sz e\
\ )

Z,

X
[x2 — v,

_ (s & ZnX X+ +/x%—v, n+ S ZpXx X —+x%—v, "
S\ x? " VX2 — vy 2

(S N Zp+/ Uy COS B ><\/v—ncost9+\/vncoszé?—vn)n
=1°n

JVn c0s20 — v, 2

N <S Zp+/Vy cOS 6 )(\/v—ncose —/vp cos26 — vn>n
-

JVn c0s26 — v, 2

( Zn~J Uy COS 9) <\/v—n cos 8 + i\/v, sin 0>n
= (S, +

i\Jv, sin 6 2

n
Z, /v, cos @ v, cos O —i,/v, sin@
i\/v, sin@ 2

n
(()59 ""]Tl Q:().;e i .;i,le

"isin® 2
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cos 0 ) <\/v_n(cos 0 —isin 9)>n

+(S"_ "ising 2

ve boylece

n e + et n el + e
— i0 -6
b = (Jrne') <5n +Zn 5 e-i9> + (Jvpe ) <5n —Zn = e-i9>

olarak elde edilir.

) 1
e'® = uz doniisiimii kullanilarak (3.7) den

On (Jv_n (u% + u_Tl)>

1 -1\ 1 n-1 n -n n-2 2-n
Vo (w2 —u? )uz (%) 2 =7y 7 —u )]
- u—1
1 n-1 1-n n-3 3-n
(G IR T T T 7]
— — (3.8)

elde edilir.

(3.4) deki bolim matrisi P, Randi¢ matrisinin genellestirmesi oldugundan P, nin

karakteristik polinomu

b <\/§ (u% + u_Tl)>

\/E (u% + u_Tl) ul/z (% \/i)n—l [u% — u_Tn]
- u—1
V2 (1 \/f)n_z u%[unT_1 - ul__n]
2 — (3.9)
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olur 6yle ki her i igin k; = 1 dir.

Karakteristik polinomlarinin ayni sifirdan farkli bolimlere sahip olduklari igin (3.8) ve

(3.9) da polinomlarin katsayilar1 ayn1 olmak zorundadir.

Yukaridaki esitliklerden biitiin n ler i¢in

k, =k, , (3.10)
ve

k3 kn—l

== 3.11
ks (311)

dir. Boylece (3.10) ve (3.11) esitliklerini saglayan karma genisleme tiirleri her k, € igin
(k,k,....,k)ve (k,?,k, £, ..., k,£) olmalidir.

Tersine olarak agikga gorilir ki (k, k, ..., k) ve (k, £, ..., k, £ ) tiplerine ait B, ve H 1n

karakteristik matrislerinden dolay1 sifirdan farkli 6z degerleri aynidir.

Sonu¢ 4.1.1. Her k, ¢ i¢in (k,k, ..., k) ve (k,? ,k,?, ..., k,£) tiplerine ait P, nin karma

geniglemesi H olsun. Bu durumda;

RE(H) = RE(R,)

dir.
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Sekil 4.5. P, ve (2,3,2,3) tipinde karma genislemesi

@]
@]
0
]
o

Sekil 4.6. P5 ve (3,3, 3,3,3) tipinde karma genislemesi
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Sekil 4.7. P, ve (4,2,4,2,4,2,4) tipinde karma genislemesi
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda matematik, fizik, kimya, miihendislik gibi pek ¢ok alanda
kullanilan graflarin Randi¢ enerjisi kismu ile ilgili ¢alisma yapilmistir. Molekiiler yap1
tamimlayicis1 olarak belirtilen Randi¢ indeksinden yola ¢ikilarak olusturulan Randi¢

matrisinin enerjisinin; yani genel olarak graflarin Randi¢ enerjisi konu edinmistir.

Graf denilen bir modelin iizerinde yapilan graftan kenar silme, grafa kenar ekleme gibi
bir takim graf islemleri sonucunda graflarin Randi¢ enerjilerinin arttigini veya azaldigini
gozlemlemek i¢in yola ¢ikilan bu ¢alismada bir grafin kopyasi ile elde edilen yeni graf
ile grafin kendisi arasinda bir iliski oldugu gozlemlenmistir. Bu iligki, olusturulan yeni
grafla grafin kendisinin Randi¢ enerjilerinin ayni olmasinin yani sira graflarin yapisal
ozelliklerinin de korundugu goriilmiistir. Buradan hareketle, yol grafin karma

genislemesi ad1 verilen graf islemi ile bahsedilen 6zelliklerin korundugu gosterilmistir.

Bu fikrin pek cok graf igsleminde modellenmesi ve sadece Randi¢ enerjilerinin ayn
kalmast hususunda degil graflarin birgok ozelligini de tasiyan yeni sistemler elde

edilmesi ongoriilmektedir.
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