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OZET

Alt1 boliimden olusan bu doktora tez ¢alismasinda, B-spline yaklagim fonksiyonlarina bagh
sonlu elemanlar yontemleri kullanilarak bazi s1§ su dalga denklemlerinin sayisal ¢oziimleri
tizerinde calisilmistir. Elde edilen sayisal sonuglar literatiirde yer alan teorik ve diger sayisal

sonuglarla karsilastirilmstir.

Ik boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan kavramlara yer verilmistir. Dalgalarla ilgili
temel kavramlar ve solitary dalga teorisi ile ilgili kisa bilgiler sunulmustur. Sonlu eleman-
lar yonteminin temel adimlar1 verildikten sonra B-spline yaklasim fonksiyonlari tanitilmigtir.
Son olarak, sayisal ¢coziimleri elde edilecek olan modifiye edilmis Korteweg-de Vries, modi-
fiye edilmis Kawahara ve Rosenau-Korteweg-de Vries dalga denklemleri tanitilarak, bu den-

klemlerle ilgili literatiirde yer alan ¢caligmalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, kiibik B-spline yaklasim fonksiyonlar: ile Galerkin sonlu elemanlar yon-
temi uygulanan modifiye edilmis Korteweg-de Vries denkleminin sayisal ¢oziimleri elde
edilmigtir. Von Neumann teknigi ile kararlilik analizi yapilmistir. Tek solitary dalga hareketi,
iki ve li¢ solitary dalganin etkilesimi ve Gaussian baslangi¢ sarti ile solitonlarin olusumunu
iceren problemler ele alinmigtir. Elde edilen sayisal sonuglar ile analitik ¢oziim ve diger yon-

temlerle elde edilen sonuglar tablolar halinde karsilagtiriimistir.

Uciincii boliimde, Petrov-Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile modifiye edilmis Korteweg-
de Vries denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. Agirlik fonksiyonu olarak kuadratik
B-spline, yaklagim fonksiyonu olarak da kiibik B-spline fonksiyonu kullanilmistir. Von Neu-
mann teknigi ile uygulanan yontemin kararlilik analizi incelenmistir. Elde edilen sayisal
sonuclar ile analitik ¢oziim ve literatiirde yer alan sonuglar1 kiyaslayabilmek i¢in, tek solitary
dalga hareketi, iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi ve Gaussian baglangi¢ sart1 ile soliton-

larin olusumunu igeren problemler iizerinde ¢aligilmistir.
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Dordiincii boliimde, septik B-spline yaklasim fonksiyonlarina bagl olarak kollokasyon sonlu
elemanlar yontemi ile modifiye edilmis Kawahara denklemi sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Von
Neumann teknigi ile kararlilik analizi yapilmistir. Uygulanan yontemin dogrulugunu go-
zlemlemek i¢in tek solitary dalga hareketi, iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi ve Gaussian

baslangi¢ sart1 ile solitonlarin olusumunu iceren problemler incelenmistir.

Besinci boliimde, subdomain sonlu elemanlar yontemi ile Rosenau-Korteweg-de Vries den-
klemi sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Yaklagim fonksiyonu olarak sektik B-spline fonksiyonlar
kullanilmigtir. Von Neumann teknigi ile uygulanan yontemin kararlilik analizi incelenmistir.
Tek solitary dalga hareketi, iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi, Gaussian ve undular bore
baglangic sartlari ile solitonlarin olusumunu iceren problemler ile yontemin dogrulugu kanit-

lanmistir.

Son olarak, altinci1 béliimde uygulanan yontemlerle ilgili degerlendirmelere yer verilmistir.

Anahtar kelimeler: mKdV denklemi, mKawahara denklemi, Rosenau-KdV denklemi,
Sonlu elemanlar yontemi, B-spline, Solitary dalgalar.

Tez Damisman: Doc. Dr. S. Battal Gazi KARAKOC

Sayfa Adeti: 120
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ABSTRACT

In this thesis consisting of six sections, the numerical solutions of some shallow water wave
equations have been studied by using the finite element methods based on B-spline functions.
The obtained numerical results have been compared with the theoretical and other numerical

results in the literature.

In the first section, it has been listed brief description of the materials which is used in the
other sections. The brief information regarding to the theory of the solitary wave and the
basic concepts related to waves has been presented. Having been given the fundamental steps
of the finite element methods, B-spline approximation functions was represented. Finally,
after being mentioned briefly about the modified Korteweg de Vries, modified Kawahara and
the Rosenau-Korteweg de Vries equations whose numerical solutions will be obtained, it will

be given some studies in the literature regarding to these equations.

In the second section, the numerical solutions of the modified Korteweg de Vries equation
have been obtained using Galerkin finite element method and cubic B-spline approximation
functions. The stability analysis has been studied via von Neumann technique. It has been
addressed and studied the problems of the motion of single solitary wave, the interaction of
two and three solitary waves and evolution of solitons with Gaussian initial condition. The
obtained numerical results have been compared with analytical solution and the numerical

solutions which are obtained in the literature using other methods in list of tables.

In the third section, the numerical solutions of modified Korteweg-de Vries equation have
been obtained using the Petrov-Galerkin finite element method. While applying Petrov-
Galerkin finite element method, it was used quadratic B-spline function as weight func-
tion, cubic B-spline function as approximation function. The stability analysis of the applied
method has been examined via von Neumann technique. In order to compare the obtained nu-

merical results with the analytical solution and the obtained numerical results in the literature,
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it has been studied on the problems about the motion of single solitary wave, the interaction

of two and three solitary waves and evolution of solitons with Gaussian initial condition.

In the fourth section, modified Kawahara equation has been solved numerically using collo-
cation finite element method based on septic B-spline approximation functions. The stability
analysis has been examined via von Neumann technique. In order to verify the accuracy of
the applied method, the problems of the motion of single solitary wave, the interaction of two
and three solitary waves and evolution of solitons with Gaussian initial condition have been

studied.

In the fifth section, Rosenau-Korteweg-de Vries equation has been solved numerically with
subdomain finite element method. Septic B-spline functions have been used as the approx-
imation function. The stability analysis of the applied method has been studied via von
Neumann technique. The accuracy of the method has been proved with the problems of the
motion of single solitary wave, the interaction of two and three solitary waves and evolution

of solitons with Gausssian and undular bore initial conditions.

Lastly, the assessments with regard to the applied methods have been included in the sixth

section.

Keywords: mKdV equation, mKawahara equation, Rosenau-KdV equation, Finite
element method, B-spline, Solitary waves.

Thesis Supervisor: Assoc. Prof. S. Battal Gazi KARAKOC

Page Number: 120
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1. BOLUM
GIRIS

Dogadaki bir cok fiziksel olay kismi diferansiyel denklemler ile agiklanabilmektedir.
Dogadaki bu olaylarin matematiksel modellerini olusturmak i¢in bilim adamlar1 ¢ogunlukla
lineer olmayan kismi diferensiyel denklemler kullanmaktadirlar. Uygulama alanlarimin ¢ok
genis olmasi nedeniyle kismi diferansiyel denklemler teorisi her zaman matematigin onemli
inceleme alanlarindan biri olmustur. Matematik, dogal bilimler ve miithendislik dallarindaki
bircok problem, kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerine indirgenebilmektedir. Mod-
ellemeler sonucu ortaya cikan denklemlerin biiyiik bir kismi analitik olarak ¢oziillememekte
veya ¢Oziimiinii bulmak ¢ok zor olmaktadir. Bundan dolayi bu tip denklemleri ¢6zmek icin
sayisal yontemler gelistirilmistir. Gelisen teknoloji ile birlikte daha hizli bilgisayarlarda farkl

algortmalar kullanilarak hizli ve etkili bir sekilde sonuca ulagilabilmektedir.

1960’11 yillarda gelistirilen sonlu elemanlar yontemi, kismi diferansiyel denklemler ile agik-
lanan problemleri ¢ozmek icin kullanilan giiclii tekniklerden biridir. Sonlu elemanlar yon-
temi, temel olarak fonksiyonun ¢oziim bolgesinin sonlu alt bolgelere ayrilarak, arastirilan
fiziksel bolgenin baglanti noktalar1 yardimi ile bu alt bolgeler iizerinde yaklagsim fonksiyon-
larinin belirlenmesine dayanir. Boylece siirekli bir problem, ayriklastirilmig bir sonlu eleman

problemine doniisiir.

Bu tezde, sonlu elemanlar yontemlerinin kismi diferansiyel denklemlere bazi uygulamalari

izerinde calisilacaktir.

Bu boliimde ise, diger boliimlerde kullanilacak olan kavramlara yer verilmistir. Ilk olarak dal-
galarla ilgili temel kavramlar ve solitary dalga teorisi ile ilgili kisa bilgiler verilmistir. Sonlu
elemanlar yontemi 6zetlendikten sonra B-spline interpolasyon polinomlari tanitilmistir. Son
olarak, sayisal ¢Oziimleri bulunacak olan modifiye edilmis Korteweg-de Vries (mKdV,
modifiye edilmis Kawahara (mK) ve Rosenau-Korteweg-de Vries (R-KdV) denklemleri

tanitilarak, bu dalga denklemleri ile ilgili literatiirde yer alan ¢aligmalar verilmistir.
1.1 Dalgalar ile Tlgili Temel Kavramlar

Dalga, bir fizik terimi olarak uzayda ve maddede yayilan ve enerjinin tasinmasina yol acan
titresimdir. Dalga hareketi, ¢ok az kiitle tasinimi ya da hig kiitle taginimi olmadan bir nok-

tadan bagka bir noktaya enerji tagir.



1.1.1 Tasidiklar1 Enerji Bicimine Gore Dalgalar

Dalgalar tagidiklari enerji tiirlerine gore mekanik ve elektromanyetik dalgalar olmak {izere

ikiye ayrilirlar.

Mekanik dalgalar yayilmak i¢cin maddesel ortama ihtiya¢c duyarlar. Ses dalgalari, su dal-
galar1 ve yay dalgalar1 mekanik dalgalardir. Bu tip dalgalar hareket sirasinda mekanik enerji

tasirlar.

Elektromanyetik dalgalarin yayilmasi i¢cin maddesel ortam zorunlu degildir. Bu tiir dalgalar
boslukta da yayilabilirler. Elekromanyetik dalgalardan bazilar1 11k dalgalari, radyo dalgalari

ve mikro dalgalardir.
1.1.2 Titresim Bicimine Gore Dalgalar
Dalgalar titresim bicimlerine gore enine ve boyuna dalgalar olmak iizere ikiye ayrilirlar.

Enine dalgalar yayilma yonii ile titresim dogrultusunun birbirine dik oldugu dalgalardir.

Elektromanyetik dalgalar ve bazi1 yay dalgalar1 bu tiir dalgalara 6rnek olarak verilebilir.

Boyuna dalgalar ise yayilma yonii ile titresim dogrultusunun ayni oldugu dalgalardir. Ses

dalgalar1 ve baz1 yay dalgalar1 bu tiirdendir.
Mekanik dalgalar enine ve boyuna olabilirken, tiim elekromanyetik dalgalar eninedir.
1.2 Su Dalgalan

Su hareketleri dalga hareketi ve akintilar olmak iizere iki biiyiik gruba ayrilabilir. Dalga
hareketi genellikle diizenli, periyodik ve akigkan kiitlesinin tasinmadig1 hareketlerdir. Dal-
galarin yiikseklikleri degismesine ragmen periyodikligini koruyarak ¢ok uzun mesafeler
katederek yayilmasina dispersiyon denir. Akmtilar ise diizensiz, periyodik olmayan

hareketlerle akigkan kiitlesinin tagindig1 bir su hareketidir [1].
1.2.1 Su Dalgalarimin Yapisi

Uzunlugu yiiksekligine gore fazla olan dalgalara en basit anlamda siniisoidal dalga denir. Bu

tiir dalgalarin karateristik yapist Sekil 1.1°de gosterilmigtir.

Dalga Yonii (C): Dalganin ilerledigi yondiir.
2
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Sekil 1.1  Siniisoidal bir dalganin karakteristiklerinin gosterimi [1]

Dalga Tepesi: Dalga profilinin en iist noktasidir.

Dalga Cukuru: Dalga profilinin en alt noktasidir.

Dalga Boyu (L): Ardisik iki dalga tepesi veya dalga ¢ukuru arasindaki yatay uzakhkur. Tk
olarak 1803 yilinda Thomas Young [2] tarafindan ortaya konulmus ve Einstein [3] tarafindan
ispatlanmustir.

Dalga Sayis1 (k = 27/L): Birim yatay uzunluktaki dalga boyunun 27 ile ¢arpimudir.

Dalga Yiiksekligi (H): Ardisik dalga tepesi ile dalga ¢ukuru arasindaki diigey uzakliktir.
Genlik (a): Sakin su seviyesinden dalga tepesine kadar olan diigey uzakliktir. Bu uzaklik
sinilisoidal dalgalar i¢in dalga yiiksekliginin yarisidir.

Periyot (7'): Aym kesitten ardigik iki tepe veya ¢ukurun ge¢mesi i¢in gereken siireyi ifade
eder. Zaman birimi sn’dir.

Dalga Frekansi (f = 1/T): Secilen herhangi bir noktadan birim zamanda gegen dalga
sayisidir.

Acisal Frekans (o = 27n/T): Bir noktadan birim zamanda gecen dalga sayisinin 27 ile
carpimudir.

Dalga Yayilma Hiz1 (c = L/T): llerleyen bir dalgamin hizimi ifade eder. Faz hiz1 olarak da
adlandirlir. Bir dalga periyodu siiresince dalga, bir dalga boyu kadar yol aldigi i¢in dalga
boyunun periyoda orani ile ifade edilir. Birimi m/sn’dir.

Grup Hizi(cg): Dalgalar iist iiste binerek dalga paketlerini olustururlar. Dalga paketlerinin
hiz1, grup hiz1 olarak adlandirilir. Bu hiz, faz hizindan farklidir. Enerjinin daha yogun oldugu
dalga paketleri, faz hizindan daha yavas hareket ederler.

Dalga Dikligi (H/L): Dalga yiiksekliginin dalga boyuna oran ile ifade edilir.



Sakin Su Seviyesi (SSS): Dalga hareketinin olmadig1 durumdaki su seviyesidir.
Dalga Profili (n): Dalganin su seviyesinden itibaren yaptid1 yer degistirme hareketidir.

Dalga profili

N (x,t) = asin (kx — ot ) = %Isin [2_7: (x— %)} (1.1)

L
seklinde ifade edilebilir.
1.2.2 Su Dalgalarimin Simiflandirilmasi

1.2.2.1 Dalgalarin Olusum Sebeplerine Gore Siiflandirilmasi

Dalgalar olusum sebeplerine gore sekiz baglik altinda toplanabilir. Olugum tiplerine gore dal-

galar, Tablo 1.1°de verilmistir [4].

Tablo 1.1 Dalga tipleri ve olusum sebepleri [1]

H Dalga Tipi \ Periyot \ Sebep H
Riizgar dalgas1 (agirlik dalgalarr) <15 sn Riizgar gerilmesi
Olii deniz dalgasi, solugan (swell) <30 sn Riizgar dalgasi
Surf salinimi (Surf beat) 1-5dk Dalga grubu
Seiche 2—-40dk Ani riizgar degisimi
Calkanti 2 —40 dk Tsunami, surf salinimi
Tsunami 5—-60dk Deprem
Gel-git 12 — 24 saat Giines ve ay cekimi
Firtina kabarmasi (Storm surge) 1—30giin | Riizgar gerilmesi ve atmosfer basincindaki azalma

Riizgar Dalgalari: Riizgar dalgalar1 kendini iireten riizgar yardimiyla hareket ederler ve il-

erledikge yiikseklikleri artar. Bu tiir dalgalar genelde kisa ve dik dalgalardir.

Olii Deniz (Solugan) Dalgalari: Olii deniz (solugan) dalgalar1 kendini iireten riizgar-
larin etkisi altinda bulunmayan, ilerleyerek tiretildikleri ortamin digina ¢ikan ve hareketleri
boyunca kiigiilme egilimi gosteren dalgalardir. Bu tip dalgalar genellikle uzun dalgalardir.
Ayrica, riizgar dalgalarina gore daha uzun siire 6zelliklerini korumalarina ragmen diizenli bir
yiikseklige ve periyoda sahip degildir. Riizgar enerjisinin denize ge¢mesiyle birlikte olusan
dalgalar, bir siire ilerledikten sonra iiretildikleri ortamin disinda hareket eden dalgalardir.
Genelde firtinadan sonra ortaya cikarlar. Kalinti dalgalar olarak da adlandirilirlar. Riizgar
olmamasina ragmen, firtina sonucu acik denizlerde olusan dalgalarin etkisi kiy1 kesiminde

goriilebilir. Bu dalgalar sorf i¢in en uygun dalgalar olmalarina karsin kayik ve tekneler i¢in
4



tehlike olustururlar [1].

Surf Salinimi (Surf Beat): Bir dalga grubunda, kirilma bolgesinde kirilan dalga yiiksek-
liginin degismesi ile uzun periyotlu, yavas salinimli dalgalar olusur. Bu tiir dalgalar surf

salinimi1 olarak adlandirilir [1].

Seiche: Go6l gibi kapali ortamlarda suyun ¢alkantisi ile su seviyesinde dogal periyotlu kiigiik
dalga hareketleri goriiliir. Seiche olarak adlandirilan bu dalga hareketi ilk olarak 1890’11
yillarda Francois-Alphonse Forel tarafindan Isvigre ile Fransa arasinda yer alan Cenevre

Goli’'nde gozlemlenmistir [5, 6].

Calkanti (Harbour Resonance): Goller, kapali denizler, korfezler ve limanlar gibi yar1 ka-
pal1 basenlerde hareket eden kiiciik genlikli ve periyotlu dalgalar, bir siire sonra kiyilardan
yansimalar ve girisimler sonucunda, uzun periyotlu yiiksek genlikli dalgalarin olugsmasina
neden olabilirler. Bu tiir uzun periyotlu dalgalar, basen ya da denizin serbest salinimlari
olarak bilinirler ve calkanti (rezonans) olarak adlandirilirlar. Bu durum limanlardaki bagl

gemileri etkilemektedir.

Tsunami: Tarihte yiizyillar 6ncesine ait tsunami ile ilgili kayitlara rastlanilmasina ragmen
15 Haziran 1896°da Japonya’da meydana gelen ve 21.000 kisinin can kaybina neden olan
biiylik Meiji tsunamisi sonrasi Japonya’nin diinyaya yaptig1 yardim ¢agrilart arasinda bulunan
bu kelime diinya dillerine kendiliginden yerlesmistir. Japonca’da “liman dalgas1” anlamina
gelir. Tsunami okyanus veya deniz tabaninda olusan volkanik patlamalar, depremler ve bun-
lara bagh taban ¢okmesi veya zemin kaymasi sonucu enerjinin denize ge¢mesiyle birlikte
olusan uzun periyotlu dalgalari ifade eder. A¢ik denizlerde periyodu 5-60 dakika, dalga boyu
30 < L <800 km ve yiiksekligi 1-100 cm civarindadir. Dalga boyu suyun derinliine gore
cok fazla oldugundan, okyanuslarda bile s1g suda ilerliyormus gibi hareket ederler. Deniz ta-
baninda meydana gelen tektonik olaylara baglh olarak cok kisa bir zaman dilimi i¢inde deniz
yiizeyinin altiist olmas1 ile denizin eski dengesini korumasi i¢cin meydana gelen bir seri dal-
galanmadir. Tsunamiye Pasifik Okyanusu’nda cok sik, diger okyanuslar ve denizlerde ise
ender olarak rastlanmaktadir. Tsunami dalgasinin diger deniz dalgalarindan en 6nemli farki
su ortaminin siiritklenmesi, yani akintilarla ilerlemesidir. Tsunami ilk olustugunda tek bir
dalgadir. Ancak kisa bir zaman i¢inde ii¢ ya da beg dalgaya doniisiir. Bu dalgalardan birincisi
ve sonuncusu c¢ok zayif iken, diger dalgalar kiyiya yaklastiklarinda etkilerini ¢cok siddetli bir

sekilde hissettirebilecek enerjiyle ilerler [7].



Gel-Git Dalgasi: Gel-git dalgalari ile ilgili olarak literatiirdeki ilk ¢aligmalara bakildiginda,
Galileo’nun 1632°de “Gelgit Uzerine Diyalog” (Dialogue Concerning the Two Chief World
Systems-Dialogue on the Tides) adli kitabinda gelgit i¢in “Denizdeki sularin, Diinya’nin
Giines etrafinda donmesi sonucu savrulmasidir.” diyerek yanilgiya diistiigii goriilmekte-
dir [8]. Fakat 1686’da Newton “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” adl1 eserinde
gel-gitin kiitle cekim kuvveti sonucu olustugunu agiklamistir [9]. Gel-git dalgalari ayin diinya
etrafinda donmesi sonucu yercekimi ve merkezkag etkileri ile meydana gelir. 12 ve 24 saat-
ten biraz daha uzun periyotlara sahiptirler. Gel-git dalgalarinin boyu, su derinliginden ¢ok
daha uzundur. Kuzey denizinde su derinliginin 100 m oldugu yerde dalga boyunun 1000
km oldugu tespit edilmistir (7 = 12 saat). Giinlimiizde su yliksekligi, akintilar, ve gel-gitin
olusacagi zaman hesaplanabilmektedir [1]. Ayrica her yil 18 Agustos giinii binlerce insan,
yiiksekligi 10 m’yi bulan diinyanin en biiyiik gel-git dalgalarin1 gozlemlemek iizere Cin’in

dogusundaki Kiantang nehri kiyilarina akin etmektedir.

Firtina Kabarmasi (Storm Surge): Firtina kabarmasi, deniz yiizeyinin firtina veya kasirga
gibi al¢ak basing sistemi nedeniyle kabarmasi sonucu olusur. Riizgar olmaksizin algak basing
etkisiyle de olusabilirler. Ayrica, su derinligi de firtina dalgalarinin olusmasinda etkilidir.

Kiy1 kesimindeki s1g sularda etkisini daha fazla gosterir.
1.2.2.2 Dalgalarin Goreceli Derinlige Gore Siniflandirilmasi

d /L oram goreceli derinlik olarak adlandirilmaktadir. Derin su ve s1§ su sinir sartlart ile ilgili
farkli goriigler vardir. Matematikgiler daha cok hesaplarin dogrulugunu dikkate aldiklarin-
dan derin su ve s1g su arasinda kalan ge¢is derinligi araligin1 daha genis alirken, miithendisler
hesaplama siiresini kisaltan, karmagiklig1 azaltan ve pratik olan daha dar gecis derinligi sinir-

larin1 kullanirlar. Bu nedenle bazi kaynaklarda derin su sinir sarti (1/25) olarak goriilebilir.

Tablo 1.2 Goreceli derinlie gore
dalgalar [1]

H Goreceli Derinlik \ Dalga Tipi H
d/L<1/20 S1g su dalgasi
1/20 <d/L < 1/2 | Gegis derinligi dalgasi
1/2<d/L Derin su dalgasi
H L>20d \ Uzun dalga H
I L <20d \ Kisa dalga |




1.2.2.3 Dalgalarin Frekanslarina (Periyotlarina) Gore Simiflandirilmasi

Dalgalar periyotlaria gore de Sekil 1.2°de goriildiigii gibi siniflandirilmaktadir [10]. Yiizey-
sel gerilme etkisiyle olusan ve vizkoz etkiler ile ¢abuk soniimlenen en kiigiik dalgalar kapiler
dalgalar veya dalgaciklar olarak adlandirilir. Bu dalgalarin periyotlar1 yaklagik olarak 0.1 sn
ve boylar1 1.7 cm’den daha kiiciiktiir. Riizgar etkisiyle meydana gelen ultra agirlik ve agirlik
dalgalarinin periyotlari 1 sn ile 30 sn arasinda, boylar1 da 1 m ile 600 m arasinda degisir. Infra
agirlik dalgalar1 ise uzun periyotlu agirlik dalgalaridir. En uzun periyotlu dalgalar gel-git dal-
galaridir, periyotlar1 12 ile 24 saattir. Yercekimi kuvvetine karsi riizgar etkisiyle iiretilen ve
seklin orta kisminda yer alan agirlik veya riizgar dalgalarinin periyodu 1 sn ile 30 sn arasinda
degisiklik gostermektedir. Bu dalgalarin yiikseklikleri genellikle 1m olup, nadiren 10 m’nin

tizerine ¢iktig1 bilinmektedir [10].

Infra Agirlik Ultra Agirlik
Dalgalan Dalgalart
Uzun Periyotlu “E" = .
Dalgalar ve Agirlik Kapiler
Gel-git Dalgalart Dalgalar
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Sekil 1.2 Dalgalarin frekanslarina gore siniflandirilmasi [1]

1.2.2.4 Dalgalarin Dikliklerine Gore Simflandirilmasi

Dalga yiiksekliginin dalga boyuna oranina gore dalgalar iki sinifa ayrilir.

Kiiciik Genlikli Dalgalar: H /L oraninin sifira yaklastig1 yani sonsuz derecede kiigiik oldugu
dalgalar kiiciik genlikli dalgalardir. Kiigiik genlikli dalga teorisinin H/L < 1/20 sart1 igin
genellikle dogru sonug verdigi sOylenebilir. Kiiciik genlikli dalgalar matematiksel olarak
tanimlanirken sinir sartlarindaki ikinci veya daha yiiksek mertebeden olan ifadeler ihmal edil-

erek sinir sartlart lineerlestirilmektedir.

Sonlu Genlikli (Lineer Olmayan) Dalgalar: H/L orani sonsuz derecede kii¢iikk olmayan

dalgalardir. Gercek dalga profili, bir siniis egrisine gore daha sivri bir dalga tepesine; ancak
7



daha yayvan bir dalga ¢ukuruna sahiptir. Bu nedenle H /L oraninin biiyiik oldugu zamanlar
icin gercege daha yakin sonuglar elde etmek amaci ile lineer olmayan dalga teorileri gelistir-

ilmisgtir.
1.2.2.5 Dalgalarin Yiikseklik, Boy ve Derinlige Gore Simiflandirilmasi

Periyodik dalgalar genellikle H, L ve d parametrelerine bagli olarak elde edilen Ursell

(Stokes) parametresine gore karakterize edilmektedir. Ursell parametresi

L\>/H\ HI?
v=(3) (2)-"& o

ile verilmektedir. Si1g sulardaki uzun ve yiiksek dalgalar biiylik Ursell parametresine sahip

olup, lineer olmayan dalga teorileri ile ifade edilmektedirler [1].
1.3 Dalga Teorileri

Giintimiizde de onemli bir arastirma konusu olan periyodik dalgalarin matematiksel olarak
ifade edilmeleri oldukca zordur. Matematiksel olarak lineer formda ifade edilen dalgalar
literatiirde lineer dalga veya Airy dalgasi olarak isimlendirilmektedir. Lineer dalgalar in-
celendiginde dalga yiiksekliginin, dalga boyu ve su derinligine gore oldukca kiiciik kaldigi
tespit edilmistir. Lineer dalga teorisi, uygulanabilirlik acisindan ¢ok basit olmasinin yani sira
bircok probleme cok iyi ¢oziim getirmektedir. Lineer dalga teorisi sadece kiiciik genlikli dal-
galara uygulanabilmektedir. Bu teorinin en énemli avantaji, siiperpoze edilebilme olanagini
saglamasidir. Biiyiik genlikli dalgalarda goriilen dalga tepesi ve cukuru arasindaki asimetri
ve kiitle taginimu ise lineer dalga teorisi ile aciklanamadigindan, lineer olmayan teorilerin
kullanilmasinmi gerektirmektedir. Bazi lineer olmayan dalga tipleri Sekil 1.3’de gosterilmistir.
Lineer ve lineer olmayan dalga teorilerinin gecerlilik sinirlart H /d ve d/L’ye bagh olarak

verilmistir [11].
1.3.1 Solitary Dalga Teorisine Fiziksel Bakis

Solitary dalgalar sonlu genlige sahip ve sabit hiz ve sekil ile ilerleyen lineer olmayan dal-

galardir. Solitonlar ise ¢arpistiktan sonra hizim ve seklini koruyan solitary dalgalaridir.

Iskogyali gemi insaat: miihendisi olan J. S. Russell, daha hizli ve verimli ¢aligan kanal

tekneleri dizayn etmek i¢in Union Kanal Sirketi adina deneyler yiiriitiirken, 1834 yilinda Ed-
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Soliter Dalga

Sekil 1.3 Bazi lineer ve lineer olmayan dalga tipleri [1]

rSig suda dalga kirilmasi

HI? 5
F 321/ 3

_— Limit Diklik
(Derin suda dalga kirilmast)

H/d =0.78

H/d

0.1

d/L

Sekil 1.4 Dalga teorilerinin gegerlilik sinirlart [1]

inburgh’taki Heriot-Watt Universitesi’nin Riccarton kampiisiine ¢cok yakin Hermiston’daki
Union Kanali’'nda yaptig1 bu deneylerden biri sirasinda modern soliton ¢alismalarina 1s1k
tutan solitary dalgasinin ilk gozlemini yapmis ve bu doga olayim1 kendi sozleri ile 1844
yilinda “Report on Waves” adli eserinde su sekilde ifade etmistir [12]: “Iki ¢ift at tarafin-
dan dar bir kanal boyunca hizla ¢ekilen bir botun hareketini gozlemliyordum. Bot aniden

durdugunda, botun hareketini saglayan kanaldaki su kiitlesi durmayarak siddetli bir ¢alka-



Kiiciik Genlikli Dalgalar
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Sekil 1.5 Dalga teorilerinin gegerli oldugu durumlar [1]

lanma geklinde botun u¢ kismi etrafinda toplandi ve aniden botu arkasinda birakarak, biiyiik
bir hizla harekete gecti. Biiyiik bir solitary dalga yiiksekligine sahip olarak diisiindiigiim,
dairesel ve diizgiin bir su kiitlesinin kanal boyunca sekil veya hizint bozmadan yoluna de-
vam ettigini gordiim. At iizerinde takip ettigimde yaklagsik 30 feet mesafe sonunda, bu dalga
formu ilk bastaki orijinal seklinde ve yar yiiksekliginde, 8 veya 9 mil/saat hizla ilerlerlem-
eye devam ediyordu. Daha sonra yiiksekligi kademeli olarak azaldi ve yaklasik 1 veya 2 mil
takip sonunda, kanalin kenarlarinda kayboldu. Iste 1834 yilimn Agustos ayi, ilk kez solitary
(0telenme) dalgast olarak adlandirdigim bu ilging ve giizel olayt gozleme sansint buldugum

zamandi.”

Solitary dalga etkisi ile ilgili bu gézlemin 6nemi bugiin optoelektronik ve telekomiinikasyon
alanlarinda dikkat ¢cekmesine ragmen, Russell gdzlemlerini gemi gévdelerinin yeniden insa
edilmesinde uygulamistir. Yillarca diinyanin en biiyiik buharli gemisi olma 6zelligini koruyan

Isambard Kingdom Brunel tarafindan dizayn edilen Great Eastern gemisini inga etmistir [13].

J. S. Russell bu kesfini takip eden onlarca yil boyunca, sabit sekil ve hiz ile hareket eden
bagimsiz dinamiklerin (solitary dalgalarin) varligin1 kamitlamak i¢in laboratuvarda olustur-
dugu su tanklarinda ve kanallarda ¢alismaya devam etmistir. Su tanklariin bir ucuna agirlik

birakarak solitary (6telenme) dalgalar elde edebilmek icin deneyler yapmis ve solitary dal-
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galarinin 6zellikleri ile ilgili su dort gercegi kamtlamistir [12]:

(i) Solitary dalgalari hsech? [k (x — vt)] sekline sahiptir.

(i1) Yeterince biiyiik miktardaki baslangi¢ su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz solitary

dalga tretir.

(i11)) Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar asla birlesmezler. Kiiciik genlikli bir soli-
tary dalga ile biiyiik genlikli bir solitary dalga carpistiktan sonra birbirinden ayrilarak
sekillerinde herhangi bir bozulma olmaksizin yollarina devam edebilir. Ayn1 sartlar al-
tinda, normal dalgalar carpistiktan sonra ya diizlesme ya da dikleserek sonme egilimi
gostererek hareket ederler. Solitary dalgalar kararl bir sekilde uzun mesafeler boyunca

ilerleyebilirler.

(iv) g yercekimi ivmesi olmak iizere, d derinligindeki bir kanalda hareket eden / yiiksek-

ligine sahip bir solitary dalgasinin hiz1
v=1/g(d+h) (1.3)

ile ifade edilir. Diger bir ifade ile dalganin hizi, yiiksekligine ve suyun derinligine

baghdir.

Bir solitary dalganin hizi, genligi ile orantilidir. Dolayisiyla biiyiik genlige sahip bir solitary
dalga, kiiciik genlige sahip bir solitary dalgadan daha hizli hareket edecektir. Burada solitary
dalga ile normal dalga arasindaki fark tekrar on plana ¢ikmaktadir. Soyle ki, biri al¢cak biri
yiiksek tonda iki ses olustugunda kulak her iki sesi ayn1 anda algilayacaktir. Eger bu iletim

sirasinda solitary dalgalar kullanilsaydi yiikses sesin daha 6nce algilanmasi gerekirdi [14].

19. yiizyilin sonuna kadar J. S. Russell’in calismalar1 deneysel olarak kaldi. Solitary dalga
problemi bir denklemin ¢6ziimii seklinde elde edilemedi. Bu problem yillarca aragtirmalara
konu oldu. 1895 yilinda Hollandal fizik¢i Diederick Korteweg ve doktora 6grencisi Gustav
de Vries bugiin kendi isimleri ile anilan ve

ou (x,1) n Cau (x,1) n 883u (x,1)

ou (x,t
R e oo THu) o

ox

=0 (1.4)

formunda s1g su dalgalarinin hareketini modelleyen bir diferansiyel denklem iizerinde calis-

maya bagladilar. Bu denklemde
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u (x,t) dalganin genligine,

¢ = v/gd kiiciik genlikli dalganin hizina,

— (2~ T ) das :
E=c ( 6 2pg> dagilma parametresine,

__3c1;
M = 55 lineer olmayan parametreye,

T yiizey gerilimine,

e p suyun yogunluguna,

karsilik gelmektedir. Ayrica (1.4) denkleminin tam ¢oziimii
u(x,t) = hsech? (x — ct) (1.5)

olarak elde edilmistir [15].

Bu ¢alisma ile D. J. Korteweg ve G. de Vries, (1.4) denkleminin J. S. Russell’in deneylerini
acikladigini savundular. J. S. Russell’in tanimladig1 dalgalara benzeyen solitary dalga ¢6ziim-
lerine ilave olarak periyodik ¢oziimleri buldular ve bu ¢aligmalart de Vries’in doktora tezinde
yayinladilar [15]. Fakat onlarin bu calismalar1 ve J. S. Russell’in gozlemleri, 20. yiizyilin or-
talarina kadar su dalgalari iizerinde ¢alisgan matematikgiler, fizik¢iler ve miithendisler tarafin-
dan goz ardi edildi. 1965 yilinda Norman Julius Zabusky ve Martin David Kruskal, sonlu
farklar yontemi ile KdV denkleminin sayisal ¢oziimlerini incelerken, carpisma sonrasinda
solitary dalgalarin sekillerinin degismedigini gozlemleyerek bu tip dalgalara soliton adim
verdiler [16]. Soliton teorisi i¢in kilometre tas1 niteliginde olan bu ¢alismanin ardindan, 1967
yilinda ters sacilma doniisiim metodu ile KdV denkleminin soliton ¢éziimleri analitik olarak

elde edilmistir [17].

Sayisal ve analitik olarak KdV denkleminin soliton ¢oziimleri elde edildikten sonra bu alan-
daki ¢alismalar hiz kazandi. Solitary dalga olarak ilk kez bir su kanalinda gzlenen solitonlar,
giiniimiizde akigkanlar mekanigi, temel parcaciklar fizigi, lazer fizigi, biyofizik, biyoloji ve

fiber optik alanlarinda yaygin olarak kullanilmaktadir [18].

Solitonlar yapis1 bozulmadan uzun mesafeler boyunca hareket ettiginden, teorik olarak fiber
optikte normal dalga yerine solitonlar alinarak tasinan sinyallerde herhangi bir kayip olmak-

s1zin bilgiler ¢cok uzun mesafeler boyunca taginabilecektir.
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2006 yilinda Harvard Universitesi, Elektrik Elektronik Miihendisligi Boliimii Ogretim Uyesi
Donhee Ham ile doktora 6grencileri David Ricketts ve Xiaofenh Li tarafindan elektronik bir

aygit sayesinde solitonlar elde edilmisgtir [19].

2013 yilinda Tsukuba Universitesi, Cevre Bilimleri Boliimii Ogretim Uyesi Hidekazu
Kuwayama tarafindan hiicrelerde soliton hareketleri gozlemlenmistir. Dogal amoeba’lardan
tiretilen mutant amoeba’larin dogal olanlara gore aglik halinde ¢oklu hiicresel yapiya soliton
yap1 gostererek kavustuklari ve sekillerini degistirmeden sabit bir hizla hareket ettikleri tespit
edilmigtir [20]. Mutant amoeba’lar1 ilging kilan ise benzer hareket gosteren bagka bir grupla

kargilastiklarinda yapilar1 bozulmadan hareketlerine devam ediyor olmasiydi.

Son olarak, 2016 yilinda Sydney Universitesi’nde Andrea Blanco-Redondo’nun liderligini
yaptig1 fizik¢ilerden olusan bir grup arastirmaci tarafindan optik solitonlarin hassas lazer cer-
rahisi, goriintiileme cihazlar1 ve iletisim teknolojileri gibi bir¢cok alanda gelecekteki uygula-
malara kap1 acan ve ‘“‘saf-kuartik solitonlar” olarak adlandirilan yeni bir sinift kesfedilmistir
[21]. Bu tip solitonlarin en onemli 6zelligi literatiirde yer alan diger solitonlardan giiclii ve

farkl1 bir sekle sahip olmasiydi.
1.4 Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yonteminin bulunusu ile ilgili net bir tarih vermek cok zor olmakla birlikte
modern sonlu elemanlar yonteminin izleri 20. ylizyilin baglarina kadar siiriilebilir. Yontem,
ingaat mithendisligi ve havacilik alanlarinda karmasik elastikiyet ve yapisal analiz problem-
lerini ¢ozme gereksinimi ile ortaya cikmistir. 1940’1 yillarda bu alandaki ilk c¢aligmalar,
Alexander Hrennikoff [22] ve Richard Courant [23] tarafindan gergeklestirilmistir. Bu ¢alis-
malarin ardindan 1950’1lerde Boeing Sirketi’nin yapisal analiz probleminin ¢oziimii ile ilgili
talebi iizerine Harold Clifford Martin ve arkadaglari ucak kanatlarint modellemek icin iic-
gen gerilim elemanlarini kullanarak bugiin sonlu elemanlar yontemi olarak bilinen analiz
teknigine 6nemli katkida bulunmusglardir [24]. 1960 yilinda ise Ray William Clough’un dii-
zlemdeki gerilme analizi ile ilgili makalesinde ilk kez “sonlu eleman” terimi kullanilmigtir
[25]. 1973 yilinda Gilbert Strang ve George J. Fix tarafindan sonlu elemanlar yontemine
kesin bir matematiksel temel olusturulmustur [26]. Bilgisayarlarin gelismesi ve bu konuda
calisanlarin sayisinin artmasiyla, yontem siirekli gelistirilmistir. Gliniimiizde sonlu elemanlar

yontemi neredeyse miihendisligin tiim alanlarinda kullanilmaktadir.
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1.4.1 Sonlu Elemanlar Yonteminin Uygulanisi

Sonlu elemanlar yontemi, kismi diferansiyel denklemlerle a¢iklanan problemleri ¢c6zmek i¢in
kullanilan sayisal bir yontemdir. Bu yontemde, problemin ¢oziim bolgesi baglantili, kiiciik
ve sonlu alt bolgelere ayrilir. Bu alt bolgelere “sonlu eleman (finite element)” denir. Baglanti
noktalarina “diigiim (node)” ya da “diigiim noktalar1 (nodal points)” denir. Problemin ¢6ziim
bolgesi diigiim noktalar1 yardim ile sonlu elemanlarin birlesimi olarak ifade edilir. Sonlu
elemanlardaki yaklasim fonksiyonlari, arastirilan fiziksel bolgenin diigiim noktalar: cinsin-
den belirlenir. Bu durumda siirekli bir fiziksel problem, diigiim noktalar1 yardimu ile ayrik-
lastirilmig bir sonlu eleman problemine doniisiir. Bu lineer problemin ¢oziilebilmesi i¢in

olusan lineer denklem sisteminin ¢oziilmesi gerekir.

Sonlu elemanlar yontemi uygulanirken izlenmesi gereken temel adimlar asagida verilmistir

[27].

1. Problemin Coziim Bolgesinin Ayriklastirilmasi. Ilk adim olarak, ¢oziim bolgesi
sonlu elemanlara boliiniir. Elemanlar ve diigiim noktalar1 numaralandirilir. Bir pro-

gram yardimiyla sonlu eleman ag1 olusturulur.

2. Interpolasyon Fonksiyonunun Secimi. Eleman iizerindeki degiskenleri interpole et-
mek i¢in interpolasyon fonksiyonlar1 kullanilir. Genellikle, interpolasyon fonksiyonu

olarak polinomlar secilir. Polinomun derecesi elemana atanan diigiim sayisina baghdir.

3. Eleman Ozelliklerinin Bulunmasi. Bilinmeyen fonksiyonlarin diigiim degerlerini
diger parametrelere baglayan sonlu eleman i¢in matris denklemi olusturulur. Bunun
icin farkli yaklasimlar kullanilabilir. Bu yaklasimlar icin kullanilan en yaygin yontem-

ler: Kollokasyon, Galerkin, Petrov-Galerkin ve Subdomain yontemleridir.

4. Eleman Denklemlerinin Birlestirilmesi. Tiim ¢oziim bolgesi i¢cin global denklem
sistemini elde etmek i¢in tiim eleman denklemlerinin birlestirilmesi gerekir. Bagka bir
deyisle, ayriklastirma igleminde kullanilan tiim elemanlar icin lokal eleman denklem-
leri birlestirilmelidir. Birlestirme islemi i¢in eleman baglantilar1 kullanilir. Coziimden

once, siir sartlar1 uygulanir.

5. Global Denklem Sisteminin Coziimii. Sonlu eleman global denklem sistemi ayrik,
simetrik ve pozitif tanimhdir. Coziim i¢in direkt veya iteratif yontemler kullanilabilir.

(Coziimiin bir sonucu olarak, arastirilan fonksiyonun diigiim degerleri elde edilir.
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6. Sonuclarin Degerlendirilmesi. Ilave parametreler hesaplandiktan sonra sonuglar

grafik veya tablo seklinde verilir.

Sonlu elemanlar yontemi, herhangi bir diferansiyel denkleme asagidaki gibi uygulanabilir.
Sonlu elemanlar yonteminde bir denklemin tam ¢6ziimii, her bir sonlu eleman iizerinde ken-
disi ve belirli bir mertebeye kadar tiirevleri siirekli olan interpolasyon polinomlar: ve bilin-

meyenlerin kombinasyonu olarak ifade edilir.

Sonlu elemanlar yonteminin integral formlari, varyasyonel yontemler ve agirlikli kalan yon-
temleri olmak iizere iki farkli yoldan elde edilir. Bir diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii ile
yaklagik ¢oziimii arasindaki farkin sifirdan farkli bir agirlik fonksiyonu ile ¢arpilarak toplam-
larimin minimum yapilmasi islemine agirlikli kalan yaklasimi, bu yaklasima dayanan yon-

temlere ise agirlikli kalan yontemleri denir. Yontemi ifade etmek icin €2 tanim bolgesinde

Lu(x) = f(x) (1.6)

seklinde ifade edilen diferansiyel denklemde, L bir diferansiyel operator, f(x) bilinen bir
fonksiyon ve u(x) denklemin tam ¢oziimii olsun. (1.6) diferansiyel denkleminin sayisal

¢Oziimil i¢in agirlikh rezidii yontemi kullanildiginda u (x) tam ¢oziimii yerine

N

u(x) = uy(x) = ch(])j(x) (1.7)
j=1

formundaki bir uy (x) yaklagim serisi kullanilir. Burada j = 1,2,...,N olmak iizere, ¢; (x)

interpolasyon polinomlar1 diferansiyel denklemin 2 tanim bolgesinde tanimli yaklagim
fonksiyonlar1 ve c¢;’ler ise bilinmeyen katsayilardir. Sonlu elemanlar yonteminde, ¢; (x)
fonksiyonlar1 problemin tiim sinir sartlarini saglayacak sekilde secilirler fakat genelde difer-
ansiyel denklemi saglamazlar. (1.6) diferansiyel denkleminde u (x) yerine (1.7) yaklagimi

kullanilirsa,

Luy (9 () =L Y €365 (2) = £ () = R() (1.8

J

olarak tanimlanan R (x) rezidii fonksiyonu elde edilir. W; agirlik fonksiyonlari integrasyonu

minimize edecek bicimde tanimlanmig olan 6zel fonksiyonlar olmak iizere, agirlik fonksiy-
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onu ve R (x) rezidii ifadesinin ¢arpimlari, £ tanim bolgesi tizerinde integre edilirse

N
/QWi(x)R(x)dx:/QWi(x) (Lj;c_,d)j(x)—f(x)) dx=0 , i=1,2,....N (1.9)

seklinde N bilinmeyen N denklemden olusan bir denklem sistemi elde edilir [14]. Bu den-
klem sistemi ¢oziilerek c; bilinmeyenleri (1.7) yaklagim serisinde yerine yazilirsa uy (x) yak-

lasik ¢6ziimiine ulasilir.

Agirlikli kalanlar yonteminde, agirlik fonksiyonunun secimine gore yontem farkli isimler

alir. Bunlardan bazilar1 Galerkin, Petrov-Galerkin, kollokasyon ve subdomain yontemleridir.
1.4.1.1 Galerkin Yontemi

Galerkin yonteminde (1.9) esitligindeki agirlik fonksiyonu, W; = ¢; taban fonsiyonlar1 olarak

secilir.

[a, D] konum aralig1 olmak iizere, (1.7) ¢6ziimii (1.6) denkleminde yerine yazilarak denklemin

her iki tarafi ¢; (x) ile carpildiktan sonra integrali alinirsa,

N
/bq),- (Lchq)j(x)—f(x))dx:O , i=1,2,....N (1.10)
a j=1

elde edilir.
1.4.1.2 Petrov-Galerkin Yontemi

Petrov-Galerkin yonteminde (1.9) esitligindeki agirlik fonksiyonu, ¢; taban fonsiyonlarindan

farkli olarak W; = y; secilir.

[a, D] konum aralig1 olmak iizere, (1.7) ¢oziimii (1.6) denkleminde yerine yazilarak denklemin

her iki tarafi y; (x) ile garpilarak integrali alinirsa,

N
/b%<Lch¢j<x>—f<x>>d’“:0 =12 (.10
a j=1

elde edilir.
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1.4.1.3 Kollokasyon Yontemi

Kollokasyon yonteminde (1.9) esitligindeki agirlik fonksiyonu,

00, X =X;
O0(x—x;) = (1.12)
0, x#x;

dirac delta fonksiyonu olarak secilir.

[a, D] konum aralig1 olmak iizere, (1.7) ¢oziimii (1.6) denkleminde yerine yazilarak denklemin

her iki taraft W; = 8 (x — x;) ile ¢arpilarak integrali alinirsa,

b N
/ 8 (x—x;) (LZ cj¢;(x) —f(x)) dx=0 , i=12,...,N (1.13)
a jZl
elde edilir. (1.8)-(1.13) denklemlerinden ve dirac delta fonksiyonunun 6zelliginden dolay1
b
/ 5(x—x)R(x)dx=R(x)=0 , i=12,...N (1.14)
a

olur. Bu durumda x; diigiim noktalarinda kalan sifir olarak kabul edilir.
1.4.1.4 Subdomain Yontemi
Subdomain yonteminde (1.9) esitligindeki agirlik fonksiyonu, W; = 1 olarak secilir.

[a, b] konum aralig1 olmak iizere, (1.7) ¢6ziimii (1.6) denkleminde yerine yazilarak denklemin

integrali alinirsa,

N
/b1<Lch¢j(x)—f(x)>dx:0 , i=1,2,....,N (1.15)
a ]:1

elde edilir.
1.4.2 Sonlu Elemanlar Yonteminin Avantajlar1 ve Dezavantajlari

Bircok sayisal yontemde oldugu gibi sonlu elemanlar yonteminin de diger yontemlere gore

avantajlar1 ve dezavantajlar1 vardir.
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1.4.2.1 Avantajlari

Sonlu elemanlar yontemi ile diizensiz sekilli yapilar ve karmagik bolgeler kolayca mod-

ellenebilir.

Sonlu eleman denklemleri ayri ayri olusturuldugu i¢in farkli malzemelerden olusan

yapilart modellemeye olanak saglar.

U

Farkli sinir kogullar ile uygulamaya olanak saglar. Sinir kogsullar1 degistiginde sonlu

eleman modeli degismez.
Gerektiginde sonlu eleman modelini ve biiyiikliiklerini degistirmeye olanak saglar.

Sistemin temel denklemleri kurulduktan sonra, sinir kosullar1 oldukga basit satir siitun

islemleri ile denklem sistemine dahil edilebilir.

Giintimiizde sonlu elemanlar yonteminin uygulamalar i¢in kullanilabilecek ¢ok sayida
yazilim (Fortran, Abaqus, Ansys, Nastran, FreeFEM++, GetFEM++, Autodesk Simu-

lation vb.) mevcuttur.

1.4.2.2 Dezavantajlari

Problemin ¢oziim bolgesinin alt bolgelere ayrilmasi iglemi tecriibe gerektirir.
Bazi problemlerde sinir sartlarinin uygulanmasi sirasinda zorluklarla kargilagilabilir.

Elde edilen sonucun dogrulugu bilgisayar programina girilen verilere ve yontemin

dogru uygulanisina baglidir.

Diger yaklagik yontemlerde oldugu gibi, sonlu elemanlar yonteminde de ¢oziimiin
dogrulugu i¢in fiziksel problem incelenerek ¢ikabilecek sonuglar 6nceden kestirilmeli

ve elde edilen sonuclarla kargilastirilarak yorumlanmalidir.

1.5 B-Spline Fonksiyonlar

Cok sayida veri noktasina bir tek egri ile yaklasmak ¢ogu zaman biiyiik kolayliklar saglasa

da bazi durumlarda biiyiik hatalara neden olabilmektedir. Ayrica, Lagrange ve Newton in-

terpolasyon yontemlerinde secilen veri noktalarinin sayisi arttik¢a, yaklasim polinomlarinin

derecelerinin arttig1 bilinmektedir. Bu durumda, yapilacak islemlerin yogunlugu ve zorluk
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derecesindeki artisa bagli olarak hata yapilmasi ihtimali de artmaktadir. Bu gibi durumlarla
karsilasmamak i¢in ardisik iki veri noktasi arasinda birinci, ikinci, li¢iincii veya daha yiiksek
dereceden polinomlar ile yaklasimin yapildigi spline interpolasyon yontemi Onerilmektedir.
Spline interpolasyonu, tanmim araligini birbirini 6rtmeyen alt araliklara bolerek, belirlenen
alt araliklarda daha diisiik dereceden yaklasim polinomu bulunmasi esasina dayanir [29].
Dolayisiyla spline interpolasyon yaklagimi, parcali polinom yaklagimidir. 1946 yilinda ilk
kez B-spline terimi Basis spline kelime grubunun kisaltmasi olarak Isaac Jacob Schoenberg
tarafindan ortaya atilmistir [30]. 1960’11 yillara kadar yavag gelisim gosteren spline fonksiy-

onlar teorisi giin gectikge matematiksel modellere ve fiziksel problemlere uygulanmustir.

Spline fonksiyonlar,
Aa=x0<x1 < ... <Xp_1<X,=0b (1.16)

sonlu pargalaniginin herbir [x,,X,,+1] alt araliginda k. dereceden polinomlar olup, tanimlanan
her alt aralikta (k— 1). mertebeden tiirevlenebilen siirekli fonksiyonlardir. Pargalarin bir-
lestigi noktalar diigiim noktas1 olarak bilinir. I¢ kisimdaki diigiim noktalarinin sayisi (k — 1)’e
esit veya daha biiyiiktiir. Spline fonksiyonlarin en 6nemli 6zelligi diigiim noktalarinda siirekli

olmasidir.

B-spline fonksiyonlarin olusturulacagi noktalarin bir kiimesi

e <X < X1 <Xp<xp<x2<.. ve limx;j=oco , limx_;=—o0 (1.17)
1—>00 1—>00

olmak {iizere, 0. dereceden B-spline fonksiyonu

B _ L, X < x < Xjq1

1

(1.18)

0, diger durumlar

olarak tanimlanir [31]. B?, B-spline fonksiyonunun siireksiz oldugu agik¢a goriilmektedir.

Diger taraftan her sicrama noktasinda

hmx%xj' B? (x) =1= B? (xi>

lim,_, + BY(x) =0=BY(xit1)

X*}XH_]

her i ve x;icin (1.19)
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oldugundan, BY (x) B-spline fonksiyonu sagdan siireklidir. Bu esitliklerden BY (x), B-spline
fonksiyonunun sadece [x;,x;11) arahginda deger aldig1 aciktir. Yiiksek dereceden B-spline

fonksiyonlar ise,

Bf= T H Bl ()4 ZHEELTE gl k=1,2,.. , i=0,41,42,... (120)
Xitk — Xi Xitk+1 — Xi+1

indirgeme bagintisi ile hesaplanir [32]. B{.‘ , B-spline fonksiyonu ayn1 veri noktalarinda tanimli
ve derecesi k olan spline fonksiyonlar i¢in bazdir. Derecesi k olan B-spline fonksiyonu,

—oo <j<oove

(0= Xmri) s Xmgi < x
(o= Xt ) oa= e m (1.21)
0 y Xmyi > X

olmak tizere

1A k+1
Bi(x) =) (=)™ (x = xmp), (1.22)
k=0

formilii ile elde edilebilir.

Spline fonksiyonlarin bilinen bazi1 6zellikleri asagida verilmistir:

Spline fonksiyonlar, diizgiin fonksiyonlardir.

Spline fonksiyonlar, uygun bazlara sahip sonlu lineer uzaylardir.
e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri yine bir spline fonksiyondur.
e Spline fonksiyonlarin tiirev ve integralleri kolay alinabilir.

e Spline fonksiyonlarin elle hesaplanabilmesinin yani sira gelisen teknoloji ile birlikte

bilgisayar programlari yardimi ile de hesaplanmasi oldukga kolaydir.

e Determinant 6zellikleri agisindan, spline fonksiyonlar kullanildiginda ortaya ¢ikan ma-

trisler ile kolayca hesaplama yapilabilir.

e Diisiik dereceli spline fonksiyonlar, polinomlarin aksine daha esnektirler ve polinomlar

gibi keskin salinim sergilemezler.
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1.5.1 Lineer B-Spline Fonksiyonlar

[a, D] araligmin bir diizgiin par¢alanmasi
a=xp<x1<..<xy=»b (1.23)

ve ¢, fonksiyonlar1 x,, diigiim noktasindaki lineer B-spline fonksiyonlardir. Bu yaklasim

fonksiyonlar1 kullanilarak u (x,) ¢6ziimii i¢in

N

U (X,0) =Y O (%) 8 (1) (1.24)

m=0

formundaki u,, (x,t) yaklagik ¢oziimii arastirilir.

Om lineer B-spline fonksiyonlari m = 0 (1) N i¢in & = x,, 1 — x,,, olmak {izere,

(merl —X) -2 (xm _x) ) [xmflvxm]
(Pm(x) - % (xm—i-l _x)7 [xmvxm—o—l] (1.25)

0, diger durumlar

seklinde parcali polinom fonksiyonlari olarak tanimlanir [33]. Bu durumda ¢ (x), ¢ (x),
..+, Oy (x) fonksiyonlari, [a,b] arahiginda tamiml fonksiyonlar i¢in bir baz teskil eder. @, (x)
lineer B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x;,—1, Xy 1] araligi disinda sifirdir. Herbir ¢, lineer
B-spline fonksiyonu [x,,_1,X,+1] aralifinda ardigik iki elemani ortmektedir. Sekil 1.6’da
goriildiigii gibi, tipik bir [x,,, x,,+1] elemani da @, ve ¢y, gibi iki lineer B-spline fonksiyonu

tarafindan ortiilmektedir. Diger taraftan tipik bir [x,,, X1 1] arahig
hE=x—x, , 0<E<I1 (1.26)

lokal koordinat doniigiimii ile [0, 1] araligina doniistiiriilerek, lineer B-spline fonksiyonlar &

cinsinden

‘pm(&) = 1_57
Om1(8) =& (1.27)

seklinde yazilabilir [33].
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Xm Xm+1

Sekil 1.6 Lineer B-spline fonksiyonlar
1.5.2 Kuadratik B-Spline Fonksiyonlar

[a, D] araligiin bir diizgiin par¢alanmasi
a=xg<x1<..<xy=b (1.28)

ve ¢, fonksiyonlar x,, diigtim noktasindaki kuadratik B-spline fonksiyonlardir. Bu yaklagim

fonksiyonlart kullanilarak u (x,) ¢6ziimii igin

N
Upm (x,1) = Z Om (x) O (1) (1.29)

m=—1

formundaki u,, (x,t) yaklasik ¢oztiimii arastirilir.

Om kuadratik B-spline fonksiyonlari m = —1 (1) N i¢in h = x| — x,,, olmak iizere,
(xm+2_x)2_3(xm+l _x)2+3(xm_x)27 [xm—hxm]
(Xmr2 = %)% =3 (mp1 — %), [P Xm+1]
Om(x) = 75 " ) " e (1.30)
(xm+2——x) ) hhHJaxm+2]
\ 0, diger durumlar

seklinde parcali polinom fonksiyonlar1 olarak tanimlanir [33]. Bu durumda ¢_ (x), ¢o (x),
..+, @y (x) fonksiyonlari, [a,b] araliginda taniml fonksiyonlar i¢in bir baz teskil eder. @, (x)
kuadratik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x,,—1,Xy42] aralifi disinda sifirdir. Herbir ¢,
kuadratik B-spline fonksiyonu [x,,_1,%,2] arahiginda ardigik ii¢ eleman1 drtmektedir. Sekil
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1.7°da goriildiigii gibi, tipik bir [x,;,x,+1] elemant da @,—1, @y, ve @p4 gibi lic kuadratik
B-spline fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir. ¢y, (x) ve birinci mertebeden tiirevinin diigiim

noktalarindaki degerleri Tablo 1.3’de verilmistir. Diger taraftan tipik bir [x,,,x,,+1] aralig1

Tablo 1.3 ¢, (x) ve ¢, (x)’in diigiim
noktalarindaki degerleri

X Xm—1 Xm Xm+1 Xm+2
Om 0 1 1 0
ho,, 0 -2 2 0
hE =x—x, , 0<E<I (1.31)

lokal koordinat doniisiimii ile [0, 1] aralifina doniistiiriilerek, kuadratik B-spline fonksiyonlar

& cinsinden

Om—1(E) = (1-E),
Om(E) =1+2E -2, (1.32)
Onr1(E) =&

seklinde yazilabilir [33]. Tipik [x,Xp+1] araligt (1.30) kuadratik B-spline fonksiyonlar
tarafindan ortiildiigiinden, bu aralik tizerindeki herhangi bir u (x,#) degeri i¢in x,, noktasin-

daki yaklagim fonksiyonu ve x’e gore birinci tiirevi &, eleman parametreleri cinsinden

U (X,t) = . Z O (xm) i (1) (1.33)

esitligi kullanilarak

Um (xm;t> :um:(smfl‘i‘(sma (1.34)
= 3 (=814 8), (1.35)

olarak hesaplanir [33].
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Sekil 1.7 Kuadratik B-spline fonksiyonlar
1.5.3 Kiibik B-Spline Fonksiyonlar
[a, D] araligimin bir diizgiin par¢alanmasi
a=xg<x1<..<xy=b (1.36)
ve ¢,, fonksiyonlar x,, diigiim noktasindaki kiibik B-spline fonksiyonlardir. Bu yaklasim

fonksiyonlar1 kullanilarak u (x,#) ¢6ziimii igin

N+1

U (X,0) =Y O (x) 8 (1) (1.37)

m=-—1

formundaki u,, (x,t) yaklagik ¢oziimii arastirilr.

Om kiibik B-spline fonksiyonlart m = —1 (1) N + 1 igin A = x| — X;, olmak {iizere,

(x—xm_2)3 ) [xm—vam—l]
B3 +3h% (x —Xpp_1) +3h ()c—xm_l)2 -3 (x—xm_|)3 , [Xm—15%m]
P (x) = ,%3 B3 4302 (Xpg1 — X) + 30 (Xmg 1 — %)° =3 (Xg1 —%)°, [Xms Xm+1]
(Xm42 —X)3> P41, Xm42]
0, diger durumlar
\ (1.38)

seklinde pargali polinom fonksiyonlar: olarak tanimlanir [33]. Bu durumda ¢_; (x), @ (x),

ey ON (X), @n+1 (x) fonksiyonlari, [a,b] araliginda tamimli fonksiyonlar i¢in bir baz teskil

24



eder. ¢, (x) kiibik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x,,—2, x,42] araligi disinda sifirdir. Herbir
¢ kiibik B-spline fonksiyonu [x,,—2,X;,+2] araliginda ardigik dort elemani 6rtmektedir. Sekil
1.8’de goriilduigii gibi, tipik bir [x,,, Xp+1] elemani da @, 1, @y Ops1 Ve P2 gibi dort kiibik
B-spline fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir. @, (x) ve ikinci mertebeye kadar tiirevlerinin

diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 1.4’de verilmigtir. Diger taraftan tipik bir [x,,, X;+1]

Tablo 1.4 ¢, (x), ¢, (x) ve ¢, (x)’in diigiim
noktalarindaki degerleri

X Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm+2
Om 0 1 4 1 0
ho!, 0 -3 0 3 0
n ¢! 0 6 —12 6 0
aralig1
héE =x—x, , 0<EL1 (1.39)

lokal koordinat doniigiimii ile [0, 1] araligina doniistiiriilerek, kiibik B-spline fonksiyonlar &

cinsinden

= (1_6)37
—143(1-E)+3(1-&)*=3(1-¢&)%, (1.40)
= 1 +3E +3E%2 383,

seklinde yazilabilir [33]. Tipik [x;,,X;,+1] araligr (1.38) kiibik B-spline fonksiyonlari tarafin-
dan ortiildiigiinden, bu aralik {izerindeki herhangi bir u (x,#) degeri i¢in x,, noktasindaki yak-

lagim fonksiyonu ve x’e gore ikinci mertebeye kadar tiirevleri d,, eleman parametreleri cinsin-

den
m—+2

tm (X 1) =Y @i (xm) 8 (1) (1.41)
i=m—1
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esitligi kullanilarak

U (Xmyt) = Uy = O—1 +40m + Ot 1,
3

u:n:E<_5m—l+5m+l)a (142)
6
MZ, = ﬁ (6m—1 — 26, + 6m+1)7

olarak hesaplanir [33].

Xm Xn+1X

Sekil 1.8 Kiibik B-spline fonksiyonlar

1.5.4 Kuartik B-Spline Fonksiyonlar
[a, D] araligimin bir diizgiin par¢alanmasi
a=xp<x;<..<xy=b (1.43)
ve ¢, fonksiyonlar x,, diigiim noktasindaki kuartik B-spline fonksiyonlardir. Bu yaklasim

fonksiyonlar1 kullanilarak u (x,) ¢oziimii i¢in

N+-1

Up (x,1) = Z Om (x) O (1) (1.44)

m=-—2

formundaki u,, (x,t) yaklasik ¢oztiimii arastirilir.
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O kuartik B-spline fonksiyonlari m = —2 (1) N+ 1 i¢in & = x4 1 — x,,, olmak iizere,

;

(x —xm—2)", [Xin—2,%m—1]
(x—xm_2)4 -5 (x—xm_1)4, [Xm—15Xm]
o) = h% (x—xm_z)j—5(x—xm_1)i+10(x—xm)4, (X Xm-t1] (1.45)
(Xm+3 —x)" =5 (Xmy2 — )", [om-+1,Xm4-2]
(Xm+3 —X>4> [Xm2, X +3]
0, diger durumlar

\

seklinde pargali polinom fonksiyonlari olarak tanimlanir [33]. Bu durumda ¢_; (x), ¢_1 (x),
@0 (x), ..., on (x), dn+1 (x) fonksiyonlari, [a,b] araliginda tanimli fonksiyonlar i¢in bir baz
teskil eder. @, (x) kuartik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x,,_2,x,+3] araligi disinda
sifirdir. Herbir ¢, kuartik B-spline fonksiyonu [x,,—2,x,,+3] araliginda ardigik bes elemani
ortmektedir. Sekil 1.9°’de goriildiigu gibi, tipik bir [x,,X,+1] elemant da @p—2, Op_1, s
Om-+1 Ve @2 gibi bes kuartik B-spline fonksiyonu tarafindan Srtiilmektedir. ¢y, (x) ve tigiincii

mertebeye kadar tiirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 1.5’de verilmigtir. Diger

Tablo 1.5 @, (x), 0, (x), ¢, (x) ve ¢, (x)’in diigiim
noktalarindaki degerleri

X Xm—2 Xm—1 Xm Xm+-1 Xm+2 Xm+3

Om 0 1 11 11 1 0
ho,, 0 —4 —12 12 4 0
n¢/ 0 12 —12 12 12 0
¢ 0 —24 72 ~72 24 0

taraftan tipik bir [x,,, x,,+1] araligi

hE =x—x, , 0<E<I (1.46)
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lokal koordinat doniisiimii ile [0, 1] araligina doniistiiriilerek, kuartik B-spline fonksiyonlar &

cinsinden

Om2(§) =145 +657 —45>+ &,

Om-1(§) = 11—128 — 657+ 1287 —4&%,

Om(E) = 114+ 12E —6E% — 1283 +6E4, (1.47)
Omr1(§) = 1+4& +68> +45° —48*,

Omi2(8) = &*

seklinde yazilabilir [33]. Tipik [x;,Xp+1] araligi (1.45) kuartik B-spline fonksiyonlart tarafin-
dan ortiilldiigiinden, bu aralik tizerindeki herhangi bir u(x,7) degeri igin x,, noktasindaki

yaklagim fonksiyonu ve x’e gore ii¢iincii mertebeye kadar tiirevleri 6, eleman parametreleri

cinsinden
m+2
m (X t) =Y 0i(xm) (1.48)
i=m—2

esitligi kullanilarak

Uy, (xm,t) = Uy =0p_2+118,_1+ 116m+6m+1,

4
M;n: Z(_8m72_35m71+35m+5m+1)7 (149)
12
Lt:;l = ﬁ (5m—2 - 6m—l - 6m+ 5m+1)7
no_ 24 S S S S
um—ﬁ(— m—2 1+ 30m—1—30m + m+1)7

olarak hesaplanir [33].
1.5.5 Kuintik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] araligimin bir diizgiin par¢alanmasi

a=xg<x1<..<xy=b>b (1.50)
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¢m—2 ¢m¢3

Xm Xm+1

Sekil 1.9 Kuartik B-spline fonksiyonlar

ve ¢, fonksiyonlar x,, diigiim noktasindaki kuintik B-spline fonksiyonlardir. Bu yaklasim

fonksiyonlar1 kullanilarak u (x,) ¢6ziimii icin

N+4-2

=Y 0n(x) (1) (1.51)

m=—2

formundaki u,, (x,t) yaklagik ¢oztiimii arastirilir.

Om kuintik B-spline fonksiyonlart m = —2 (1) N + 2 i¢in h = x,,,1-1 — X, olmak iizere,

(X —xm-3)", [im—35%m—2]

(x—xm_3)> =6 (x—xm_2)’, [Xm—25Xm—1]

(x — Xp— 3)5—6(x—xm_2)5+15(x—xm_1)5, [Xm—1,%m]

(x — X 3)5—6(x—xm,2)5+15(x—xm,1)5—20(x—xm)5, [Xms Xm-t1]
Om(x) = h1—5 (x—xm_3)’ =6 (x—xm_2)> +15(x — xpu_1)° — 20 (x — x0)°

15 (x—xm11)°, [Pom-+1,%m-+2]

(x—xm=3)’ =6 (x—xm_2)’ +15(x —xn_1)° —20 (x — x)°

15 (x —2m41)” — 6 (x —Xms2)° [m+2, Xm+3]

0, diger durumlar

\ (1.52)

seklinde parcali polinom fonksiyonlari olarak tanimlanir [33]. Bu durumda ¢_; (x), ¢_; (x),
@o (x), ..., On+1(x), On42(x) fonksiyonlar, [a,b] aralifinda tamimh fonksiyonlar i¢in bir

baz teskil eder. ¢, (x) kuintik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x,,—3,x,+3] aralii disinda
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sifirdir. Herbir ¢, kuintik B-spline fonksiyonu [x,,—3,X,+3] arahiginda ardisik alt1 elemani
ortmektedir. Sekil 1.10°da goriilduigii gibi, tipik bir [x,,,x,+1] elemant da ¢p—2, Pm—1, P,
Om+1> Omt2 Ve O3 gibi alt kuintik B-spline fonksiyonu tarafindan ortiillmektedir. @, (x)
ve dordiincii mertebeye kadar tiirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 1.6’da ver-

ilmigtir. Diger taraftan tipik bir [x,,,x,,+1] aralig

Tablo 1.6 ¢ (x). 9y, (x). 6, (%), 9, (x) ve @, (x)'in diigiim
noktalarindaki degerleri

X Xm—3 Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm+2 Xm+3
Om 0 1 26 66 26 1 0
ho), 0 -5 -50 0 50 5 0
n ¢! 0 20 40 ~120 40 20 0
e 0 —60 120 0 —120 60 0
h* 0 120 —480 720 —480 120 0
héE =x—x, , 0<E<1 (1.53)

lokal koordinat doniigiimii ile [0, 1] araligina doniistiiriilerek, kuintik B-spline fonksiyonlar &

cinsinden
Om—2(§) = 1-5§ +105? — 1087 +58* — £,
Om—1(E) =26 —50E +20E% +20E3 —20E* + 583,
Om(E) = 66 — 60E2 4+ 30E — 107, (1.54)
Omi1(E) =264 50E +20E% —20E3 —20E* +10&7,
Omi2(E) = 1458 +10E2 + 10E3 +5E% —5¢7,
Omi3(§) =&

seklinde yazilabilir [33]. Tipik [x;;,X+1] araligi (1.52) kuintik B-spline fonksiyonlar tarafin-
dan ortiildiigiinden, bu aralik tizerindeki herhangi bir u (x,#) degeri igin x,, noktasindaki yak-

lagim fonksiyonu ve x’e gore dordiincii mertebeye kadar tiirevleri 8, eleman parametreleri

cinsinden
m+3

tm (X 1) =Y i (xm) 6 (2) (1.55)
i=m—2
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esitligi kullanilarak

Um (xmut) = Uy = Op—2 + 268,14 668, +2668,11 + 6pi2,

5

u;n = Z (_8m72 — lO(Smf] + 106m+1 + 6Vn+2) ;
20

Lt:;z - ﬁ (Sm—2 + 26m—1 - 6(sm + 26m—i—1 + 6m+2) ) (156)
60

l/l::z/ - "3 (=0m—2+28n-1—28u11+0mi2),

w120
Uy = h4 (Sm—z - 46m—1 +66m _46m+1 + 6m+2) !

olarak hesaplanir [33].

(pm ¢m+1
66 v
26 (Pn\}—] (ng—Z
1 T uJ
Xm ¢m—2 ¢m+3 Hmt1 - x

Sekil 1.10  Kuintik B-spline fonksiyonlar

1.5.6 Sektik B-Spline Fonksiyonlar

[a, D] araligimin bir diizgiin par¢alanmasi
a=xg<x1<..<xy=b>b (1.57)

ve @, fonksiyonlar x,, diigiim noktasindaki sektik B-spline fonksiyonlardir. Bu yaklagim

fonksiyonlar1 kullanilarak u (x,¢) ¢6ziimii igin

N+2

U (X,0) =Y O (x) 8 (1) (1.58)

m=-3
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formundaki u,, (x,) yaklagik ¢6ziimii arastirilir.

Om sektik B-spline fonksiyonlari m = —3 (1) N + 2 i¢in h = x,,,41 — X;; olmak tizere,

(x—xm-3)°, Pon—3, Xm—2]

(x—xm,3)6 -7 (x—xm,2)6, [Xm—2,Xm—1]

(= xm—3)° =7 (x = X—2)® + 21 (x = x1)°, 15
() = h% (x—xm_3)6—7(x—xm_2)6+21(x—xm_1)6—35 (x—xm)6, Xy X 1]

(= 2ma)® =7 (x = xm33)° + 21 (x = xm42)°, o1, %m-+2]

(¥ = 44)® =7 (x—243)°, [ +25Xm+3]

(x —xm+4)6: [Pom-+35 Xim-4]

0, diger durumlar

(1.59)

seklinde parcali polinom fonksiyonlari olarak tanimlanir [33]. Bu durumda ¢_3 (x), ¢_» (x),
O_1(x), do(x), ..., On+1(x), @ni2(x) fonksiyonlari, [a,b] arahiginda tammh fonksiyonlar
icin bir baz teskil eder. ¢, (x) sektik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri [x,,—3,X;+4] araligt
diginda sifirdir. Herbir ¢, sektik B-spline fonksiyonu [x,,—3,X,,14] arahiginda ardisik yedi el-
emani ortmektedir. Sekil 1.11°de goriildiigii gibi, tipik bir [x,,;,x,,+1] eleman da @,,—3, @p—2,
Om—1> Oms> Omt1, Om+2 Ve Q13 gibi yedi sektik B-spline fonksiyonu tarafindan ortiilmektedir.
Om (x) ve besinci mertebeye kadar tiirevlerinin diigiim noktalarindaki degerleri Tablo 1.7°de

verilmistir. Diger taraftan tipik bir [x,,, x4 1] aralig1

Tablo 1.7 @ (x), @), (x), 0, (x), O (x), @ (x) ve ¢, (x)’in diigiim noktalarndaki

degerleri
X Xm—3 Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm4-2 Xm+-3 Xm+4
O 0 1 57 302 302 57 1 0
ho,, 0 —6 —150 —240 240 150 6 0
h2¢,',: 0 30 270 —300 —300 270 30 0
W3 ! 0 —120 —120 960 —960 120 120 0
s ,Z 0 360 —1080 720 720 —1080 360 0
I/ o 0 —720 3600 —7200 7200 —3600 720 0
hE =x—xp , 0<E<1 (1.60)
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lokal koordinat doniisiimii ile [0, 1] aralifina doniistiiriilerek, sektik B-spline fonksiyonlar &

cinsinden

Om-3(§) =1 - 6§ + 1552 —208° +156* — 657 +&°,

Om—2(E) =57 — 150 + 13562 —20E3 — 45E% 3085 — 6£9,

Om—1(&) = 302 — 240E — 150E% + 1603 +30E* — 60E° + 15E°,

Om(E) = 3024240 — 150E% — 160E3 4 30E* 4 60E° — 20E°, (1.61)
Omr1 (E) =57+ 150E + 135E2 +20E3 —45E% —30E5 4 15E9,

Omi2(E) = 1 +6E + 1562 +20E3 + 156 +6E° — 6&°,

Oms3(§) =&°

seklinde yazilabilir [33]. Tipik [x,,xp+1] aralii (1.59) sektik B-spline fonksiyonlari tarafin-
dan ortiildiigiinden, bu aralik iizerindeki herhangi bir u (x,¢) degeri i¢in x,, noktasindaki

yaklasim fonksiyonu ve x’e gore besinci mertebeye kadar tiirevleri 6,, eleman parametreleri

cinsinden
m—+3
m (Xm,1) Z O (xm) (1.62)
i=m—3

esitligi kullanilarak

U (Xmyt) = Uy = Op—3 +570m—2 + 30281 + 3028, + 57641 + Om+2,

y = g (=3 — 2582 — 4081 + 408, + 25851 + nia).

W' = 28 (83 +98m_2 — 108m_1 — 108 + 98t + Spsa), (1.63)
= 2 (B B s 881 88t B+ Bus2),
v 3}% (6n-3—38m24+28n1+281—38n11+0ns2),

= T (B 35802~ 108, 1+ 108, — 5811+ 8112),

olarak hesaplanir [33].
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Sekil 1.11  Sektik B-spline fonksiyonlar

1.5.7 Septik B-Spline Fonksiyonlar
[a, D] araligimin bir diizgiin par¢alanmasi
a=xp<x1<..<xy=b (1.64)

ve ¢, fonksiyonlart x;,, diiglim noktasindaki septik B-spline fonksiyonlardir. Bu yaklasim

fonksiyonlart kullanilarak u (x,) ¢6ziimii i¢in

N+3

Up (x,1) = Z Om (x) O (1) (1.65)

m=—3

formundaki u,, (x,) yaklagik ¢6ziimii arastirilir.
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Om septik B-spline fonksiyonlari m = —3 (1) N + 3 i¢in h = x,,,4+1 — X;, olmak tizere,

(X — X 4>7> [im—a,%m—3]
(x—xn-4)" =8(x—xn3)", [Pom—3, Xm—2]
(x—xm-4)" —8(x—xp-3)" +28 (x—xm—2)",  [m—2,Xm—1]
(x—xm—s)” —8(x—xm_3) +28(x —xpm_2)’

56 (x —xm_1)", DX 15 Xm]

Om(x) = 2 (s — 1) — 8 (mas —x)7 +28 (pyn —x)] (1.66)
—56 (Xpm+1 —x)7 , [Xms Xm41]
(mss —x)" =8 (X3 —x) +28 (X2 —%), (s 1, Xm2]
(omsa —x)" =8 (Xmy3 —x)7 [mt25 Xm-+3]
(Xim+a — x)7 ) [Xim+35 Xm-+4]

0, diger durumlar

\

seklinde parcali polinom fonksiyonlari olarak tanimlanir [33]. Bu durumda ¢_3 (x), ¢_» (x),
O_1(x), @o(x), .-y Oni1(x), dni2(x), Oni3(x) fonksiyonlari, [a,b] aralifinda tanimh
fonksiyonlar i¢in bir baz tegkil eder. ¢, (x) septik B-spline fonksiyonu ve tiirevleri
[Xm—a,Xm+a] araligl diginda sifirdir. Herbir ¢, septik B-spline fonksiyonu [x,—4,X,+4] ar-
aliginda ardigik sekiz eleman1 ortmektedir. Sekil 1.12°de goriildiigii gibi, tipik bir [x,,, X,1]
elemani da ¢,,—3, O—2, On—1, Oms Omt1s Om+2, Omt3 Ve Qpta gibi sekiz septik B-spline
fonksiyonu tarafindan ortiillmektedir. ¢y, (x) ve altinci mertebeye kadar tiirevlerinin digiim

noktalarindaki degerleri Tablo 1.8’de verilmistir. Diger taraftan tipik bir [x,,,x,+1] aralid1

Tablo 1.8 ¢ (x), 0, (x), 0. (x), B, (x), B, (x), by, (x) ve ¢, (x)’in diigiim noktalarindaki

degerleri
X Xm—4 Xm—3 Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm+2 Xm+3 Xm+4
O 0 1 120 1191 2416 1191 120 1 0
ho,, 0 =7 —-392 —1715 0 1715 392 7 0
2 0 42 1008 630 ~3360 630 1008 42 0
w e 0 —210 —1680 3990 0 —3990 1680 210 0
n* o 0 840 0 —7560 13440 —7560 0 840 0
w o 0 —2520 10080 —12600 0 12600 —10080 2520 0
hogY 0 5040 —30240 75600 —100800 75600 —30240 5040 0
héE =x—x, , 0<E<L1 (1.67)
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lokal koordinat doniisiimii ile [0, 1] aralifina doniistiiriilerek, septik B-spline fonksiyonlar &

cinsinden

=1—TE+21E%—3583 413564 —21E5 47860 — &7,
= 120 —392& +504E2 — 2803 + 84&° — 42£0 4 7E7,
= 1191 — 1715 +315E2 4+ 665E3 — 315+ — 105E° +105E6 —21&7,

= 2416 — 1680E% + 56064 — 140E6 +35¢7, (1.68)

= 1204 392& 4 504E2 + 28083 — 84E° — 4286 +21&7,

(&)
(&)
(€)
(&)
Omr1(E) = 11914 1715& +315E2 — 6658 — 31564 4+ 1058 +105E¢ — 357,
(&)
(E) = 1 +7E +21E2 43583 + 1358 4218 +7E0 — 7€,
(€)

seklinde yazilabilir [33]. Tipik [x,Xn+1] arali1 (1.66) septik B-spline fonksiyonlari tarafin-
dan ortiildiigiinden, bu aralik tizerindeki herhangi bir u(x,z) degeri igin x,, noktasindaki

yaklagim fonksiyonu ve x’e gore altinci mertebeye kadar tiirevleri 8, eleman parametreleri

cinsinden
m+4

U (X, 1) = Z O (xp) 6 (1) (1.69)
i=m—3

esitligi kullanilarak

i (X 1) = thy = Sz + 12082 + 11918, 1 + 24168, + 11918111 + 120842 + Sps3,

7
i, = (=03 — 5683 — 24581 + 24581+ 568,42 + Sns3)
42
Uy, = h2 (Om—3 +246n—2+ 1561 — 800 + 150m+1 +246n+2 + Om+3) ,
210
u:’l/’: - F (_5m73 - 85m72 + 196m71 - 195}71+1 + 86m+2 + 5m+3) ) (170)
840
v 7 (803 —98n_ 14168, — 98,11+ 8ni3),
2520
ty = =5 (=03 482 = 58n-1 45811 —48ni2+ni3).
L5040
Um = 36 (Om—3 —66n—2+ 158u—1 — 208, + 158m+1 — 6612 + 6mt3) ,

olarak hesaplanir [33].
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Sekil 1.12  Septik B-spline fonksiyonlar
1.6 Dalga Denklemleri

Bu kisimda, iizerinde ¢alisilacak olan dalga denklemleri tamtildiktan sonra bu denklemlerle

ilgili literatiirde yer alan ¢alismalardan bahsedilecektir.
1.6.1 Modifiye Edilmis Korteweg-de Vries (mKdV) Denklemi

S1g su dalga dinamikleri, akigkanlar mekanigi ve lineer olmayan olusum denklemleri alan-
larinda en popiiler arastirma alanlarindan biridir. Dalga dinamikleri ile ilgili olarak one ¢ikan
denklemlerden biri olan Korteweg-de Vries denklemi, s1g su dalga dinamiklerinin modellen-

mesinde kullanilmaktadir.

Modifiye edilmis Korteweg-de Vries denklemi
Uy 4+ €UUy + U = 0 (1.71)

seklinde ifade edilmektedir [34]. Burada, € ve u keyfi pozitif parametrelerdir. ilave olarak,
U, terimi bir yonde yayilan dalganin zaman gelisimini, U2U, lineer olmayan terimi dalga

diklesmesini ve U,y lineer terimi de dalganin yayilimini temsil etmektedir.

Literatiirde cesitli dalga modelleri ile analitik sonuglarin elde edildigi ¢ok sayida calisma

vardir. Bu ¢aligmalar soliton ¢oziimlerini, sok dalga ¢oziimlerini, asir1 biiyiik dalga ¢6ziim-

37



lerini, soliton pertiirbasyon teorisini, kararlilik analizini, yar1 kararli ¢oziimleri ve diger birkag
ozelligi kapsamaktadir. Ancak, mKdV denklemi ile ilgili sinirh sayida sayisal ¢calisma vardir.
D. Kaya Adomain decomposition metodunu kullanarak, yiiksek mertebeden mKdV denklem-
inin acik ¢oziimlerini hesaplamistir [35]. Kuadratik B-spline interpolasyon fonksiyonlari ile
Galerkin yontemi uygulanarak A. Biswas ve K. R. Raslan tarafindan denklem sayisal olarak
¢cOziilmiistiir [36]. Son olarak, K. R. Raslan ve H. A. Baghdady tarafindan denklem sonlu
farklar yontemi kullanilarak sayisal olarak ¢oziilerek, fark ¢oziimlerinin kararlilig1 ispatlan-

mustir [37].
1.6.2 Modifiye Edilmis Kawahara (mK) Denklemi

S1g su dalga dinamikleri, akigkanlar dinamigi alaninda ciddi sekilde biiyiiyen bir arastirma
alanidir. Bu arastirma alanina odaklanan modellemelerden biri olan modifiye edilmis Kawa-

hara denklemi, tek katmanl s1g su akigkanlarinin incelenmesinde kullanilmaktadir.

Modifiye edilmis Kawahara denklemi
Ut + (XUZU_X + ﬁUxxx - ’}/Uxxxxx — 0 (1.72)

seklinde ifade edilmektedir [38]. Burada, o, 8 ve ykeyfi pozitif parametrelerdir. Ilave olarak,
U; terimi bir yonde yayilan dalganin zaman gelisimini, U2U, lineer olmayan terimi dalga dik-

lesmesini, Uy, ve Uyxxxy lineer terimleri de dalganin yayilimini temsil etmektedir.

mK denklemi, yiizey geriliminin orta de8erleri i¢cin uzun dalga rejiminde su dalgalarin1 mod-
ellemek i¢in kullanilmaktadir. KdV denkleminin bu tiir su rejimleri i¢in yetersiz kaldig: tespit

edilmistir [39].

Literatiirde mK denkleminin analitik ¢oztimleri ile ilgili son yillara ait cok sayida ¢calisma bu-
lunmaktadir [40—48]. Ancak denklemin sayisal ¢oziimleri ile ilgili adomain decomposition

ve meshless metodlart tizerine oldukca sinirl sayida ¢alisma mevcuttur [49-52].
1.6.3 Rosenau-Korteweg-de Vries (R-KdV) Denklemi

Dinamik sistemlerdeki lineer olmayan kompleks olaylarin oneminden dolay1, lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemler i¢in hareketli dalga ¢oziimlerine olan ilgi son yillarda hizli
bir sekilde artis gostermektedir. Bu tip lineer olmayan dalga olaylar1 6zellikle akigskanlar

mekanigi, kati hal fizigi, plazma fizigi ve lineer olmayan optik gibi bilimin ¢esitli alanlarinda
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ortaya cikmaktadir.

Zayif lineer olmayan uzun dalgalar i¢in genel bir model olan KdV denklemi
Ui +bUyx +dUU, =0 (1.73)

seklindedir [15]. Burada U bir reel degerli fonksiyon, a ve b keyfi reel sabitlerdir. KdV
denklemi non-lineerlik ve dispersiyon arasinda denge igeren fiziksel sistemlerde ortaya ¢ik-
maktadir. Ornek olarak, uzun dalga boyuna sahip yiizey dalgalar, kiiciik genlikli s1g su ve

s1g yogunluk-tabakali akigskanlardaki i¢ dalgalar KAV denklemi ile tanimlanabilmektedir.

1988 yilinda yogun dagilimli sistemlerin dinamiklerini agiklamak i¢in Philip Rosenau tarafin-

dan
Us +aUy + cUspo +d (U?) =0 (1.74)

formundaki Rosenau denklemi onerilmistir [53].

Dogrusal olmayan dalga kavramindan yola ¢ikarak, 2009 yilinda Jin-Ming Zuo tarafindan

Rosenau denklemine Uy, viskozite terimi eklendiginde olusan
U + aUx + bUxxx + U +d (U?) . =0 (1.75)

formundaki yeni denklem, Rosena-Korteweg-de Vries (R-KdV) denklemi olarak ad-
landirilmagtir [54].

(1.75) denkleminde, bagimli degisken U (x,?) s1g su dalgasini temsil ederken, bagimsiz
degiskenler x ve ¢ sirasiyla uzaysal ve zamansal degiskenleri belirtmektedir. Ayrica, a, b,
c ve d keyfi pozitif parametrelerdir. Ilave olarak, U, terimi bir yonde yayilan dalganin zaman
gelisimini, U, lineer terimi siiriiklenme terimini, U, lineer terimi dalga yayilimint, U, li-
neer terimi zamana bagh dalga yayilimini, (U Z)X lineer olmayan terimi de dalga diklesmesini

temsil etmektedir.

Son zamanlarda bu dalga denkleminin analitik ¢oziimleri {izerine ¢ok sayida calisma
yaptlmugtir [55-58]. Ancak sayisal ¢coziimler iizerine sinirli sayida ¢alisma bulunmaktadir.
Ozellikle son yillarda, sayisal ¢coziimler iizerine yorum yapabilmek i¢in Rosenau-KdV den-

klemine sonlu fark yonteminin cesitli versiyonlar1 uygulanmistir [59-61]. Son olarak, S.
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B. G. Karako¢ ve T. Ak tarafindan sonlu elemanlar yontemi kullanilarak R-KdV denklem-
inin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. ilave olarak tek solitary dalga hareketi simiilasyon-
larla incelenerek, von-Neumann kararlilik analizi ile yontemin sartsiz kararli oldugu goster-

ilmisgtir [62,63].
1.7 Amacg ve Kapsam

Bu calismada ikinci ve iicilincii boliimde, B-spline interpolasyon fonksiyonlar: ile Galerkin
ve Petrov-Galerkin yontemleri uygulanarak sonlu eleman yaklagimina bagli yeni bir algo-
ritma kullanilarak mKdV denklemi sayisal olarak c¢oziilecektir. Von Neumann kararlilik anal-
izi uygulanarak, yontemin kararlilig1 arastirildiktan sonra tek solitary dalga dinamiklerini,
ayni yonde ilerleyen farkli biiyiikliikteki iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimini ve Gaussian
baslangi¢ kosulu ile solitonlarin olusumunu iceren dort problem sayisal olarak incelenerek,

elde edilen sonuglar simiilasyonlarla desteklenecektir.

Dordiincii boliimde, septik B-spline yaklasim fonksiyonlar1 kullanilarak kollokasyon sonlu
elemanlar yontemi ile modifiye edimis Kawahara denkleminin sayisal analizi yapilacaktir.
Von Neumann teorisi ile uygulanan yontemin kararhilik analizi yapildiktan sonra, sayisal
simiilasyonlar ile tek solitary dalga hareketi, ayn1 yonde ilerleyen farkl biiyiikliiklere sahip
iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi ve Gaussian baglangi¢ sarti ile dalgalarin olusumu gibi

dort problem iizerinde calisilacaktir.

Besinci boliimde, sektik B-spline yaklagim fonksiyonlaria bagli subdomain sonlu eleman-
lar yontemi uygulanarak R-KdV denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilecektir. Ayrica von
Neumann teorisi ile yontemin kararlilik analizi yapilarak, tek solitary dalga hareketi, aym
yonde ilerleyen farkli biiyiikliiklere sahip iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi, Gaussian
ve undular bore baslangi¢ sartlari ile solitonlarin olusumunu iceren bes problem iizerinde

calisilacaktir.
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2. BOLUM
MODIFIYE EDILMIS KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMININ GALERKIN
SONLU ELEMANLAR YONTEMI iLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile mKdV denkleminin sayisal ¢oziimleri
elde edilmigtir. Yaklasim fonksiyonu ve agirlik fonksiyonu olarak kiibik B-spline fonksiy-
onlar kullanilmigtir. Von Neumann teknigi uygulanarak sunulan yontemin kararlilik analizi
yapilmistir. Lineerlestirme islemi i¢in lumped lineerlestirme teknigi secilmistir. Sonlu el-
emanlar yaklasimi, tek solitary dalga hareketi, aym1 yonde ilerleyen farkli genliklere sahip
iki ve li¢ solitary dalganin etkilesimi ve Gaussian baglangic sart1 ile dalgalarin olusumu ve

soliton dizisinin gelisimini i¢eren problemler iizerinde ¢aligilmigtir.
2.1 mKdV Denkleminin Kiibik B-Spline Galerkin Yontemi ile Sayisal Coziimii
2.1.1 Denklemin Gelisimi ve Kiibik B-Spline Fonksiyonlar

Bu boliimde, € ve u pozitif parametreler, x ve ¢ indisleri sirasiyla konuma ve zamana gore

tiirevleri belirtmek iizere x — £oo iken U — 0 fiziksel sinir kosullari ile mKdV denklemi
U+ eUUy + WUy = 0 (2.1)

tizerinde durulacaktir.

Sayisal yontemi uygulayabilmek i¢in ¢Oziim bolgesi, a < x < b araligl iizerinde sinir-

landirilarak, x,, diiglim noktalar ile a = xp < x1--- < xy = b gibi N esit alt araliga boliin-

miistiir. m =0, 1,2,...,N i¢in bu araliklarin uzunluklar1 47 = 1% = (Xmt1 — Xp) dir.
U(a,t) =0, U(b,t) =0,
(@) (b.1) .
U.(a,t) =0, Ue(b,t)=0 , t>0
homojen sinir sartlar1 ve
Ux,0)=f(x) , a<x<b (2.3)

baglangi¢ sart1 secilerek denklem c¢oziilecektir.

[a, D] aralig1 iizerindeki x;, diigiim noktalarinda ¢y, (x) kiibik B-spline yaklasim fonksiyonlar1
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m=—1(1)N + 1 i¢in

(¥ —xm-2)°, [m—2, Xm—1]
B3 4302 (x — xpm—1) + 3h (x = Xp_1)* =3 (x = Xp_1)’, [Xim—15%m]
Om(¥) = 3 104302 (gt =) + 3k (i1 =) =3 (o1 =), o1
(Xmr2 —x)°, ot 15 Xm 2]
0, diger durumlar
\ (2.4)

olarak verilmistir [33]. Bu yaklagim fonksiyonlarinin {¢_;(x), @o(x),...,@dn1(x)} kiimesi
[a,b] aralig1 tizerinde tanimlanacak olan yaklagik ¢6ziim icin bir baz olusturur. U (x,) tam

¢oziimiine yaklasan Uy/(x,7) yaklagik ¢6ziimii

N+1

x,0)=Y 0;(x)8(t) (2.5)

j=1

ile verilir. Burada 0;(¢), agirlikli rezidii ve sinir sartlarindan belirlenen zamana bagli parame-

tredir. Her eleman i¢in
hE=x—xpn , 0<E<]1 (2.6)

lokal koordinat doniisiimii kullanilarak, [x,,,x,1] arali§i iizerinde daha kolay bir sekilde
caligilabilen [0, 1] aralifina doniistiiriili. Bu durumda kiibik B-spline fonksiyonlar, [0, 1]

aralig1 iizerinde & degiskenine bagh olarak asagidaki formda tanimlanabilir.

om-1(§) = (1-8)°,

Om(E) =1+3(1-8)+3(1-&)*-3(1-¢)’, (2.7)
Omr1(§) = 1438 +38% 387,

Omi2(§) =&

[Xm, Xm-t1] aralig1 tizerinde @p,—1(X), O (X), Prt1(x) Ve Ppi2(x) digindaki tiim spline fonksiy-
onlar sifirdir. Ayrica, herbir kiibik B-spline dort elemani orter 6yle ki her [x,;,x;,+1] ele-
mani da dort spline tarafindan ortiiliir. 8,1, Opm, Opmr1, Omt2 €leman parametreleri ve ¢, 1,

Oms> Om+1, Om+2 eleman sekil fonksiyonlart olmak iizere, [xp,,Xx,+1] arahi@gt tizerinde U (x,1)
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fonksiyonuna

m+2

UN(Xmst) =Y. 0 (xm) 85 (1) (2.8)

Jj=m—1
ile yaklagilir. x,, digiim noktalarindaki ¢, (x) kiibik B-spline fonksiyonlar ve tiirev degerleri
Tablo 2.1°deki gibi verilebilir.

" ve " sembolleri sirasiyla x’e gore birinci ve ikinci tiirevleri belirtmek iizere, (2.4) kiibik

Tablo 2.1 Kiibik B-spline fonksiyonlar ve tiirevlerinin x;,, diiglim
noktalarindaki degerleri

X Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm+42
O (%) 0 1 4 1 0
he!, (x) 0 3 0 3 0
2! (x) 0 6 -12 6 0

B-spline fonksiyonlari ve (2.5) yaklasik ¢6ziimii kullamlarak, U, U’ ve U”’nun diigiim nok-

talarindaki degerleri 6, eleman parametreleri cinsinden

Un= U(xm) = 5m—l +45m il 6m+l;

3
I _ g1/ - —_(—

6
U =U" () = 35 (Bt — 280+ Bs1)

St + S, (2.9)

olarak bulunur.
2.1.2 Galerkin Sonlu Elemanlar Yontemi

W (x) agirlik fonksiyonu ile Galerkin sonlu elemanlar yontemi (2.1) denklemine uygulanarak,
b
/ W (U, + €Uy + U )dx = 0 (2.10)
a

agirlikli integrali bulunur. Bir tek [x,,,x,,+1] elemant i¢in, (2.6) doniisiimii (2.10) denklemine

uygulanarak

1 U2
/() w [Ut-l-é‘ (7> U& —l—,LLUéég] dE =0 (2.11)
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integrali elde edilir. (2.11) denkleminin terimlerinin integrali alinarak, (2.1) denkleminin

zay1f formu
1
/O (W (U, +€AUg) — (Wi Ugg ) |dE +uWUge |y =0 (2.12)

olarak elde edilir. Burada A = UTZ ifadesi lokal olarak sabit alindiktan sonra, (Uy, + Uy y1)? /4

ifadesi yardimiyla A icin bir lumped degeri

1
A= (Bt + 58 + 58 + 8ni2)? (2.13)

seklinde hesaplanir ve lineerlestirme islemi yapilir.

Agirlik fonksiyonu olarak (2.7) ile verilen kiibik B-spline fonksiyonlar1 alinarak ve (2.8)

yaklagimi (2.12) integral denkleminde yerine yazilarak, eleman katkilari

Wiz { /Ol@%di] 5 + nfz [(8/1 /01¢i¢,’-d€> - (u /0 1¢,~’¢}’d§> + (u¢i¢;’\5)] 5=0

i,j=m—1 i,j=m—1

(2.14)

formunda ifade edilir.

8¢ = (8m_1,0m,Omr1,0m12)" eleman parametreleri olmak iizere (2.14) denklemi matris no-

tasyonunda
[A°)8¢ + [eAB¢ — u (C¢ — D) 8¢ =0 (2.15)

olarak yazilir.

[Xm,Xm+1] tipik elemani igin i, j indisleri sadece m — 1,m,m + 1,m + 2 degerlerini almak

tizere, karesel A¢, B¢,C¢ ve D¢ eleman matrisleri asagidaki integraller ile hesaplanmisgtir:

20 129 60 1

129 1188 933 60
60 933 1188 129
1 60 129 20

1 1
¢ — -0 .
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-10 -9 18 1
—71 —150 183 38

1 1
By = [ g0jdt = 5
ToJo Y 20| 38 —183 150 71

1 1
c= | olofag =3

-6 12 -6 0
o | 2454 36 6
Di; = 9i¢;lo =

—6 36 —54 24

0 6 —-12 6

8 =(6_1,08...6v,0v+1)T global eleman parametreleri olmak iizere, tiim elemanlar birlestir-

ilerek (2.15) denkleminden asagidaki matris denklemi elde edilir.
[A] + [eEAB—u (C—D)]8 =0. (2.16)
A,AB,C ve D septadiagonal matrislerinin herbir satirt

A 1,120,1191,2416,1191,120,1),

=120

1
22—0(—2‘1,—183‘1 — 382,941 — 1831, — 713,104 + 1504, — 15013 — 1074,

AB
7125 + 18343 — 94,3843 + 184, A4), 2.17)
1

3 (3,24,-57,0,57,—24,-3),

C
D =(0,0,0,0,0,0,0)

45



formunda olup, burada A4, A, A3 ve A4 degerleri

-

4h(6m—2+55m—1 +56m+5m+1>27
1
A = 4h(5m 1458045814 Oni2)?, (2.18)
1
13 = E(Sm +55m+1 +56m+2 + 6m+3)27
1
Ay = E(6m+l + 5842 + 580134 Opra)?

seklindedir. (2.16) denkleminde S Ve S parametreleri yerine sirasiyla
Sn =2 (811 —681) | Su=1 (5" +87) (2.19)

ileri fark yaklagimi ve Crank-Nicolson formiilasyonu kullanilirsa,

{A-i—[S?LB u(C—D)] Azt}é’l“:{ — [eAB—u(C—D)] = }5" (2.20)

(N +3) x (N+3) tipinde matris sistemi elde edilir. Burada At zaman adimin1 gostermektedir.
(2.20) matris sistemine (2.2) sinir sartlar1 uygulanirsa, bu sistem (N + 1) x (N + 1) tipinde
bir matris sistemine doniisiir. Bu denklem sistemi Thomas algoritmasi ile ¢oziiliir. Coziim
stirecinde non-lineerlik etkisini minimize etmek i¢in herbir zaman adiminda iki kez 6™ =

8"+ 3 (8" — 8" 1) ig iterasyon islemi uygulanmustur.

(2.20) matris sisteminin tipik bir iiyesi icin n ve n+ 1 gibi iki zaman adim1 arasindaki iligki

8" ve 8"t! parametreleri cinsinden

YDA TAE R LR RS LN DAt D R L (221)

=¥10r 5+ Y0, + 150+ O+ 130+l + 10,
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olarak yazilabilir. Burada J parametlerinin katsayilart

1 eAAr 3uAt

"= 40 a4
120 seerar 24
140 a0 a M4
1191 245eAAr STuAr
B=Ta0 a0 a1
2416
Ya = 140’ (2.22)
1191 245eAAr STuAt
=0T a0 4
120 56eAAr 24
%=1a0t a0 AL
1 eAAr  3uAt
=100 T2

seklindedir. (2.20) matris sisteminde iterasyona baglayabilmek icin, baglangi¢ ve sinir sartlar
kullanilarak 8% = (8°,..., 89 1) baslangi¢ vektorii belirlenmelidir. Bunun igin ¢ = 0 aninda

[a, D] aralig1 iizerindeki
N+1
Un(x,0)="Y ¢u(x)5y (2.23)

m=—1

yaklagimi ile

Un(xm,0) =U(x,,0) , m=0,1,...,N

Uy (x0,0) = U'(xn,0) =0 (2.24)

sartlar1 kullamlirsa, asagidaki iiclii bant matris sistemine Thomas algoritmasi uygulanarak 80

baslangi¢ vektorii kolayca hesaplanir.

-3 0 3 8%, U’ (x0,0)
1 41 & U (x0,0)
1 41 5y U (xy,0)

I =30 3| |8y, | [Uw0) |
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2.1.3 Kararhlk Analizi

Kararhlik analizi von Neumann teorisine bagl olarak incelenmistir. k£ dalga sayisi ve h ele-

man biiyiikligli olmak iizere, genlikteki p biiyiime faktorii
8t = pleimkh (2.25)

say1sal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (2.25) esitligi ile verilen Fourier mod

(2.21) lineer sisteminde yerine yazilarak,

ylpn+lei(m—3)kh + ,},2pn+lei(m—2)kh + },spnﬁ-lei(m—l)kh + ,},4pn+leimkh

+,},5pn+lei(m+l)kh + ,},6pn+lei(m+2)kh + wpn+lei(m+3)kh

(2.26)
— wpnei(m—S)kh . Y6pnei(m—2)kh + ,yspnei(m—l)kh + ,)/4pneimkh
+,},3pnei(m+1)kh + sznei(m+2)kh + ylpnei(m-i-?))kh
esitligi elde edilir. Eger, (2.26) ile verilen esitlikte
¢ = cos (kh) + isin (kh) (2.27)
Euler formiilii kullanilarak, bu denklem sadelestirilirse p biiyiime faktorii
a—ib
= 2.28
P=atib (228)

olarak bulunur. Burada

a =14496 + 8292 cos (kh) 4 1440 cos (2kh) + 12 cos (3kh) ,
b =—[6000 — (171564 —239404) Ar] sin (kh) + [(392€A + 10080) Ar]sin (2kh)  (2.29)
+[(7€A 4+ 1260u) At] sin (3kh)

ve |p| = 1’dir. Bu da lineerlestirilmis semanin sartsiz kararl oldugunu gosterir.
2.1.4 Sayisal Ornekler ve Sonuclar

Tek solitary dalga hareketi, ayn1 yonde ilerleyen iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi ve soli-

tonlarin olusumu gibi dort problem icin mKdV denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmisgtir.
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Secilen bazi1 zamanlarda analitik ¢6ziim ve sayisal ¢oziim arasindaki fark: hesaplamak icin

N 2
Ly = [[u" ~Ux[l, =\ [n ¥ |Uim = W), (2.30)
j=1
hata normu ve
L. = |[U"" — Uy]|_ ~ max U]t.am_(UN)j) . j=1.2,..N (2.31)
J

hata normu kullamlmigtir. mKdV denklemi (2.1) sirasiyla kiitle, momentum ve enerjiye

kargilik gelen

b N
I =/ Udx~h) U},
a j:]
b N
b= [ Udx=nY (U7, (232)
a j:1

€ J

L= /ab [U“—%(Ux)z} dx ~ hﬁi [(U;)4_6_“(Ux)n]

seklinde ii¢c korunum sabitine sahiptir [34, 64]. Uygulanan yontemin dogrulugunu kontrol

etmek icin /1, I ve Iz korunum sabitlerindeki degisim incelenmistir.
2.1.4.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

Ilk olarak x — oo iken U — O sinir sart1 ve ¢ = 0 alinarak elde edilen
U (x,0) = Asech [k (x — xp)] (2.33)

baslangi¢ kosulu ile mKdV denkleminin (2.1) solitary dalga ¢6ziimleri elde edilmistir. €, U,

¢ ve xp keyfi sabitler olmak tizere mKdV denkleminin (2.1) analitik ¢6ziimii
U(x,t) = Asech [k (x — ct — xp)] (2.34)

seklindedir [36]. Burada A = /7 ve k = \/% ifadeleri sirasiyla dalga genligi ve dalga

say1isin1 temsil etmektedir. Ilave olarak, korunum sabitleri analitik olarak

6 12 64c¢?
11:7:,/?“ A VA e N (2.35)

€ e \ ¢
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esitlikleri ile elde edilmistir [36].

Solitary dalga ¢coziimiinden elde edilen sonuglar ile daha Once yapilan ¢alismaya ait sonuglari
kargilagtirabilmek i¢in, [0,80] aralig1 iizerinde € =3, u =1, ¢ = 0.845, h = 0.1 ve = 0.01
parametreleri secilmistir. Bu parametreler ile elde edilen solitary dalga 1.3 genlige sahip-
tir. Diger taraftan t+ = 20’ye kadar secilen zaman adimlarinda korunum sabitleri, Ly ve Lo
hata normlar1 hesaplanarak, elde edilen sonuglar Tablo 2.2°de verilmigtir. Bu tablo aym za-
manda uygulanan yontem yardimiyla hesaplanan sayisal sonuglar ile daha once elde edilen
sonuclarin karsilagtirmasini icermektedir. Tablodan da goriilebilecegi gibi, programin ¢alis-
mas1 esnasinda hesaplanan L, ve L. hata normlarina ait degerler diger ¢calismada elde edilen
degerlerden daha kiiciik, korunum sabitleri ise neredeyse sabit kalmaktadir. t =0,1,2,...,20
icin tek solitary dalga hareketi Sekil 2.1’de gosterilmistir. Ayrica € =3, u = 1, ¢ = 0.845,
h=0.1 ve At = 0.01 parametreleri icin, t = 0’dan r = 20’ye kadar se¢ilen zaman adimlarinda
tek solitary dalganin sekli ve konumu Sekil 2.2°de verilmistir. Problemin ¢oziim bolgesi iiz-
erinde r = 20 aninda analitik ve sayisal sonuglar arasindaki hatayi tespit edebilmek icin, 1.3

genlige sahip tek solitary dalga tizerinde hata dagilimi Sekil 2.3°de gosterilmistir.

Tablo 2.2 Tek solitary dalga i¢in korunum sabitleri ve hata normlarinin

karsilastirilmasi
t 1 5 10 15 20

L 4.442866 4.442866 4.442866 4.442866 4.442866
[36] 4.443000 4.443138 4.444142 4.443420 4.443171

L 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941
[36] 3.677069 3.677535 3.678094 3.678642 3.679192

I 2.072792 2.073533 2.073695 2.073772 2.073841
[36] 2.073575 2.074357 2.075303 2.076232 2.077161

L 6.279015e-04  1.252048e-03 2.138787e-03  2.960441e-03  3.656694e-03
[36] - - - - -

Lo 3.624348e-04 8.415234e-04 1.403498e-03 1.887116e-03 2.294197e-03

[36] 1.206756e-03  3.621519e-03 5.942047e-03  7.626772e-03  8.642137e-03

2.1.4.2 1IKki Solitary Dalgammn Etkilesimi

Ikinci problem olarak, farkl1 genliklere sahip ayrik iki solitary dalganin lineer toplami olarak

verilen

2
U(x,0) = ; a;sech [B; (x — x;)] (2.36)
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Sekil 2.1 Tek solitary dalga hareketi

baslangic sartin1 kullanarak, aym yonde ilerleyen farkli biiyiikliikteki iki solitary dalganin

etkilesimi iizerinde calisgilmistir. Burada i = 1,2 icin, a; = bei Bi = \/%, ¢; ve x; keyfi

£ 9

sabitlerdir.

Hesaplanan sonuglar ile daha once elde edilen sonuglar kargilastirabilmek i¢in 0 < x < 80
araliiiizerinde e =3, u=1,h=0.1,At =0.01,c1 =2, ¢ = 1, x; = 15 ve x, = 25 parame-
treleri se¢ilmigtir. #+ = 0’dan + = 20’ye kadar uygulanan yontem ile elde edilen /7,1 ve I3
korunum sabitlerinin degerleri ile daha once elde edilen degerler karsilagtirmali olarak Tablo
2.3’de verilmigtir. Tablodan da goriildiigii gibi, programin ¢alismasi sirasinda hesaplanan ko-
runum sabitlerinin degerleri hemen hemen sabit kalmaktadir. t =0, 1,2, ..., 20 icin iki solitary

dalganin etkilesimi Sekil 2.4’de gosterilmistir.

Secilen parametreler ile 1 = 0 aninda biiyiik solitonun baglangi¢ noktast x; = 15, hizi ¢; =2
ve genlii o = 2 iken, kiigiik solitonun baglangi¢ noktast x, = 25, hizi ¢; = 1 ve genligi
o = 1.41°dir. Sekil 2.5, ayn1 yonde ilerleyen farkli genliklere sahip iki solitary dalganin
etkilesiminin zamana gore gelisimini gostermektedir. Sekilden acik¢a goriildiigii gibi, r =0
aninda simiilasyonun baslangicinda biiyiik soliton kii¢iik solitonun sol tarafinda yer almak-

tadir. Zaman ilerledikce, yaklasik olarak ¢+ = 7 anina kadar biiyiik soliton kii¢iik solitonu
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1.5, 1.5,
a) b)
1.2 1.2
0.9 0.9
= <
x x
< 06 Z o6l
o} o)
0.3 0.3
0.0 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
15, 15-
c) d)
1.2 1.2
0.9 0.9
= -2
x x
< 06 Z o6l
o) o)
034 034
0.0+ 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
15, 15-
e) f)
1.2 1.2
0.94 0.94
ks <
x x
< 06 Z o6
o) o)
034 034
0.0 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
Sekil 2.2 a) t=0, b) t=4, c) t=8, d) t=12, e) t=16, f) t=20 zamanlarinda tek solitary dalga

hareketi

yakalamakta ve kiigiik soliton absorbe edilmektedir. Bu Ortiigme siireci # = 8 anina kadar
devam etmektedir. Sonra biiyiik soliton kii¢iik solitonu ge¢cmekte ve ayrilma siireci basla-
maktadir. # = 16 aninda etkilesim tamamlandiktan sonra biiyiik soliton tamamen kiiciik soli-
tondan ayrilmaktadir. Bu siirecten sonra her iki soliton da ilk yapisini1 ve hizin1 koruyarak

yoluna devam etmektedir.
2.1.4.3 Uc Solitary Dalganin Etkilesimi

Uciincii problem olarak, ayn1 yonde ilerleyen ve farkli genliklere sahip ii¢ solitary dalganin

etkilesimi tizerinde durulacaktir. Farkli genliklere sahip ayrik ii¢ solitary dalganin lineer
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0.003

0.002

0.001

0.000 -

Hata

-0.001

-0.002

Sekil 2.3 ¢ = 20’de hata dagilimi

Tablo 2.3  Iki solitary dalganm etkilesimi i¢in korunum sabitlerinin

karsilagtirilmasi
t 1 5 10 15 20
I 8.885732 8.885732 8.885732 8.885732 8.885732
[36] 8.886014 8.886776 8.889742 8.885983 8.884880
L 9.659345 9.659345 9.659345 9.659345 9.659345
[36] 9.659527 9.663714 9.662547 9.661071 9.661224
I 10.270822 10.857214 10.954278 10.307099 10.338321
[36] 10.239870 10.249000 10.246790 10.242580 10.242030

toplami olarak verilen

3
U(x,0) = ) aisech [B; (x —x;)]
i=1

(2.37)

baglangi¢ sartin1 kullanarak, aym yonde ilerleyen farkli biiyiikliikteki ii¢ solitary dalganin

6¢i Ci
= Bi= \/; ci ve x; keyfi

etkilesimi tizerinde ¢aligtlmigtir. Burada, i = 1,2,3 icin g;

sabitlerdir.

Hesaplanan sonuglar ile daha 6nce elde edilen sonuglar1 karsilagtirabilmek i¢in 0 < x < 80

araligilizerinde e =3, u=1,h=0.1,Atr=0.01,c;1 =2,c0=1,c3=0.5,x1 =15, x0 =25 ve
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Sekil 2.4  Iki solitary dalganin etkilesimi

= 35 parametreleri se¢ilmistir. # = 0’dan r = 20’ye kadar uygulanan yontem ile elde edilen
I, I, ve I; korunum sabitlerinin degerleri ile daha 6nce elde edilen degerler karsilagtirmali
olarak Tablo 2.4°de verilmistir. Tablodan da goriildiigii gibi, programin calismasi esnasinda
hesaplanan korunum sabitlerinin degerleri hemen hemen sabit kalmaktadir. r =0,1,2,...,20

i¢in ii¢ solitary dalganin etkilesimi Sekil 2.6’da gosterilmigtir.

Secilen parametreler ile # = 0 aninda biiyiik solitonun baslangi¢ noktas1 x; = 15, hiz1 ¢; =2
ve genligi a; = 2; ortadaki solitonun baglangi¢ noktasi x, = 25, hiz1 ¢; = 1 ve genligi
op = 1.41; kiiciik solitonun baslangic noktasi x3 = 35, hizi c3 = 0.5 ve genligi az = 1°dir.
Sekil 2.7, aym yonde ilerleyen farkli genliklere sahip ii¢ solitary dalganin etkilesiminin za-
mana gore gelisimini gostermektedir. Sekilden acik¢a goriildiigii gibi, = 0 aninda simiilasy-
onun baglangicinda biiyiik soliton solda, kii¢iik soliton sagda diger soliton da bu iki solitonun
arasinda yer almaktadir. Zaman ilerledikce, yaklagik olarak + = 6 aninda etkilesim bagla-
makta, Ortiisme siireci = 6 ve t = 20 zaman aralifinda meydana gelmektedir. + = 20 aninda
etkilesim tamamlandiktan sonra solitonlar tamamen birbirinden ayrilmaktadir. Bu siirecten

sonra her {i¢ soliton da ilk yapisini ve hizim1 koruyarak yoluna devam etmektedir.
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a) 50] b) 20/
1.6 1.6
= 124 = 124
x x
> 084 > 08
0.4 0.4
0.04 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 20 30 40 80
X X
) 20 d) 204
1.6 1.6
= 124 = 124
x x
> 084 S 08
0.4 0.4
0.04 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 20 30 40 80
X X
e) 20/ f) 20
1.6 164
- 121 - 121
x x
S 084 S 08
041 0.4
0.0 0.0-
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 0 30 40 80
X X
g) 2.0 h) 2.0
1.6 1.6
= 124 = 124
x x
O 0.8 O 0.8
0.4 0.4
0.04 0.0-
0 10 20 30 40 50 60 70 8 0 0 30 40 80
X X
Sekil 2.5 a) t=0, b) t=4, ¢) t=6, d) t=7, e) t=8, ) t=12, g) t=16, h) t=20 zamanlarinda iki

solitary dalganin etkilesimi
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Tablo 2.4 Ug solitary dalganin etkilesimi icin korunum sabitlerinin

kargsilastirilmasi
t 1 5 10 15 20
I 13.328677 13.328677 13.328677 13.328677 13.328677
[36] 13.329060 13.330630 13.338780 13.332640 13.332060
) 12.519943 12.519943 12.519943 12.519943 12.519943
[36] 12.520280 12.526260 12.540860 12.526660 12.524900
I 11.321178 13.483073 12.415348 12.413743 11.499146

[36] 11.249790 11.261270 11.288040 11.259970 11.256730

2.0 H

1.6 S

1.2 5

U(xp

0.8

0.4

0.0

Sekil 2.6  Ug solitary dalganin etkilesimi
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Sekil 2.7 a) t=0, b) t=6, c) t=7, d) t=8, e) t=10, f) t=12, g) t=16, h) t=20 zamanlarinda ii¢
solitary dalganin etkilesimi
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2.1.44 Solitonlarin Olusumu

Son problem olarak, p’niin farkli degerleri i¢in
U(x,0) =exp [— (x —xo)z} (2.38)

Gaussian baslangi¢c kosulu kullanilarak, bir soliton dizisinin olusumu iizerinde caligilmistir.
Bu problemde, ¢oziimiin davranisi ¢’ niin degerlerine baghdir. Bundan dolay1i, —50 < x <
50 aralig1 tizerinde € = 1, xo =0, h = 0.1, At = 0.01 parametreleri i¢in 4 = 0.1 ve u =
0.04 degerleri secilmistir. Sayisal hesaplamalar ¢+ = 10 anina kadar yapilmigtir. ('’ niin farkl
degerleri i¢in hareketin ii¢ korunum sabitinin degerleri Tablo 2.5’te sunulmustur. Ayrica,

Gaussian baglangi¢ sartina gore solitonlarin olusumu Sekil 2.8 ve Sekil 2.9°da gosterilmistir.

Tablo 2.5 Gaussian baglangic sarti icin korunum sabitleri

t u=0.1 u=0.04
I b I I b I

0 1.772454 1.253314 2453184 1.772454 1.253314 .1859635
2 1.772454 1.253314 2455421 1.772454 1.253314 .1829387
4 1.772454 1.253314 2098375 1.772454 1.253314 .1900922
6 1.772454 1.253314 2065022 1.772454 1.253314 2083623
8 1.772454 1.253314 2010116 1.772454 1.253314 2204479
10 1.772454 1.253314 .1748934 1.772454 1.253314 2350400
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a) b)
1.24 1.2
0.9 0.9
= =
2 o6/ % 069
=) =)
0.3 031
0.0 W
0.0
40 20 0 20 40 40 20 0 20 40
X X
c) d)
1.24 1.2
0.9 0.94
% 08/ E
=) =)
0.3 0.3
0.0 N 0.04
40 20 0 20 40 40 20 0 20 40
X X
Sekil 2.8 u = 0.1 i¢in Gaussian baglangic sart1 ile a) t=0, b) t=2, c¢) t=6, d) t=10
zamanlarinda solitonlarin olusumu
a) 1.54 b) 1.54
1.2 1.2
0.9 0.9
=< =<
z z
5 064 5 064
0.3 0.3
0.0 0.0 Y
40 20 0 20 40 40 20 0 20 40
X X
c) 1.54 d) 1.5
1.24 1.24
0.9 0.9
=< =
z z
5 064 S5 064
0.3 0.3
0.0 0.0
40 20 0 20 40 40 20 0 20 40
X X
Sekil 2.9 u = 0.04 icin Gaussian baglangi¢ sarti ile a) t=0, b) t=2, ¢) t=6, d) t=10

zamanlarinda solitonlarin olusumu

59




3. BOLUM
MODIFIYE EDILMIS KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMININ
PETROV-GALERKIN SONLU ELEMANLAR YONTEMI ILE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, Petrov-Galerkin sonlu elemanlar yontemi ile mKdV denkleminin sayisal
¢oziimleri elde edilmistir. Yaklasim fonksiyonu olarak kiibik B-spline, agirlik fonksiyonu
olarak kuadratik B-spline fonksiyonlar kullanilmistir. Von Neumann teknigi uygulanarak
sunulan yontemin kararlilik analizi yapilmistir. Lineerlestirme islemi i¢in lumped lineer-
lestirme teknigi secilmigtir. Sonlu elemanlar yaklasimi, tek solitary dalga hareketi, aym
yonde ilerleyen farkli genliklere sahip iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi ve Gaussian
baglangi¢ sart1 ile dalgalarin olusumu ve soliton dizisinin gelisimini iceren problemler {iz-

erinde ¢alisilmistir.

3.1 mKdV Denkleminin Kiibik B-Spline Petrov-Galerkin Yontemi ile Sayisal

Coziimii
3.1.1 Denklemin Gelisimi, Kuadratik ve Kiibik B-Spline Fonksiyonlar

Bu boliimde, € ve u pozitif parametreler, x ve ¢ indisleri sirasiyla konuma ve zamana gore

tiirevleri belirtmek iizere x — 4o iken U — 0 fiziksel sinir kogullar1 ile mKdV denklemi
Uy + eUUy + WU = 0 (3.1)

tizerinde durulacaktir.

Sayisal yontemi uygulayabilmek icin ¢oziim bolgesi, a < x < b aralig1 lizerinde sinir-

landirlarak, x, diigiim noktalar1 ile a = xo < x1--- < xy = b gibi N esit alt aralifa boliin-

miistiir. m =0,1,2,...,N i¢in bu araliklarin uzunluklar1 2 = l% = (X1 — Xpp) dir.
U(a,t) =0, U(b,t) =0,
(@) o .
U(a,t) =0, Ui(byt)=0 , t>0
homojen sinir sartlari ve
U(x,0)=f(x) , a<x<b (3.3)

baslangic sarti secgilerek denklem c¢oziilecektir.
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[a, D] aralig1 iizerindeki x,, diigiim noktalarinda ¢,,(x) kiibik B-spline yaklagim fonksiyonlari

m=—1(1)N + 1 i¢in

(x_xm—Z)Sa [xm—Zyxm—l]
B3 4302 (x — X, 1) + 3 (x—xm,l)z -3 (x—xm,1)3, [Xm—15%m]
Om(x) = h]_g B3 4+ 302 (Xpg1 — X) + 3h (g1 — %)° =3 (g1 —x)°, [Xms Xmt1]
(Xm+2 _x>3a X1, Xm2]
\ 0, diger durumlar
(3.4)

olarak verilmistir [33]. Bu yaklagim fonksiyonlarinin {¢_;(x), do(x),...,dn+1(x)} kiimesi
[a,b] aralig1 tizerinde tanimlanacak olan yaklagik ¢oziim i¢in bir baz olusturur. U (x,¢) tam

¢oziimiine yaklagan Uy (x,7) yaklasik ¢6ziimii

N+1

Un(xt) =), ¢;(x);(1) (3.5)

=1

ile verilir. Burada 8;(¢), agirlikli rezidii ve sinir sartlarindan belirlenen zamana bagli parame-

tredir. Her eleman i¢in
hE=x—xn , 0<E<I (3.6)

lokal koordinat doniisiimii kullanilarak, [x,,,x,+1] aralig1 iizerinde daha kolay bir sekilde
caligilabilen [0, 1] aralifina doniistiiriilir. Bu durumda kiibik B-spline sekil fonksiyonlar,

[0, 1] aralig1 iizerinde & degiskenine bagh olarak asagidaki formda tanimlanabilir.

= (l _6)37
=143(1-&)4+3(1—E&)>=3(1-¢&), (3.7)
=1+3E+36% -3,

[Xms Xm-1] araligt iizerinde @p,—1(X), O (X), Prt1(x) Ve @pi2(x) disindaki tiim spline fonksiy-
onlar sifirdir. Ayrica, herbir kiibik B-spline dort elemani orter 6yle ki her [x,;,x;,+1] ele-
mani da dort spline tarafindan ortiiliir. 8,1, Op» Opr1, Omi2 €leman parametreleri ve ¢, 1,

Om> Om+1, Om+2 eleman sekil fonksiyonlart olmak iizere, [x,,X,+1] arahi@gt tizerinde U (x, 1)

61



fonksiyonuna

m+2

NG ) =Y 05 (xm) (3.8)

j=m—1
ile yaklagilir. x,, digiim noktalarindaki ¢, (x) kiibik B-spline fonksiyonlar ve tiirev degerleri
Tablo 3.1°deki gibi verilebilir.

" ve " sembolleri x’e gore sirasiyla birinci ve ikinci tiirevleri belirtmek iizere, (3.4) kiibik

Tablo 3.1 Kiibik B-spline fonksiyonlar ve tiirevlerinin x;,, diiglim
noktalarindaki degerleri

X Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm+2
Om (x) 0 1 4 1 0
he!, (x) 0 3 0 3 0
2! (x) 0 6 -12 6 0

B-spline fonksiyonlari ve (3.5) yaklasik ¢6ziimii kullamlarak, U, U’ ve U”’nun diigiim nok-

talarindaki degerleri 6, eleman parametreleri cinsinden

Un= U(xm) = 5m—l +45m il 6m+l;

3
I 1! —
6
U =U" () = 35 (Bt — 280+ Bs1)

8t + 1), (3.9)

olarak bulunur.

W (x) agirhik fonksiyonu olarak kuadratik B-spline fonksiyonlar secilmistir. [a,b] araligi

tizerindeki x,, diigiim noktalarinda v, (x) kuadratik B-spline fonksiyonlar

[ (2 =37 =3 (et =0 43 (0= 2%, 1,30
(¥my2 = %)* =3 (omp1 — %), [ms Xm11]
Yin () = 7 9 ) (3.10)
(Ximt2 —x)°, Xomt1, Xm2]
\ 0, diger durumlar

seklinde tanimlanmigtir [33].

[Xm,Xm+1] sonlu araligi i¢in (3.6) lokal koordinat doniisiimii kullanilarak, y;, kuadratik B-
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spline fonksiyonlar & cinsinden

Yn—1(§) = (1-&)?,
Yn(E) =1+2& —28&2, 3.11)
Yni1(E) = &2

seklinde tanimlanabilir.
3.1.2 Petrov-Galerkin Sonlu Elemanlar Yontemi

y(x) agirlik fonksiyonu ile Petrov-Galerkin sonlu elemanlar yontemi (3.1) denklemine uygu-

lanarak,
b 2
/ Y(U; +eUUy + PUyy)dx =0 (3.12)
a

agirlikli integrali bulunur. Bir tek [x,,, X,,+1] i¢in, (3.6) doniisiimii (3.12) denklemine uygula-

narak

1 U2
/0 v {Uﬂre (7> Ug +,uU5§4 dE =0 (3.13)

integrali elde edilir. (3.13) denkleminin terimlerinin integrali alinarak, (3.1) denkleminin

zayif formu

1
/0 W (Us + AUz ) + ByeUse ) dE — ByUs | =0 (3.14)

olarak elde edilir. Burada A = UTZ ifadesi lokal olarak sabit alindiktan sonra, (U, +U,,+1)?/4

ifadesi yardimiyla A i¢in bir lumped degeri

1
A= (On1 +58 + 5841 + 8nsa)? (3.15)

seklinde hesaplanir ve lineerlestirme islemi yapilir.

Vv, agirlik fonksiyonu olarak (3.11) ile verilen kuadratik B-spline fonksiyonlar1 alinarak ve
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(3.8) yaklagimi (3.14) integral denkleminde yerine yazilarak, eleman katkilari

S ([ woe|s S [ (er [ viogag) - ([ viogas )+ (wwiogh)| 55 =0

i,j=m—1 i,j=m—1

(3.16)

formunda ifade edilir.

8¢ = (8u—1,6m, Oms1,0ms2)" eleman parametreleri olmak iizere (3.16) denklemi matris no-

tasyonunda
[A°)8¢ + [eAB¢ — u (C¢ —D?)] 8¢ =0 (3.17)

olarak yazilir.

[Xm,Xm+1] tipik elemant igin i, j indisleri sadece m — 1,m,m + 1,m + 2 degerlerini almak
tizere, 3x4 tipindeki dikdortgensel A¢,B¢,C¢ ve D¢ eleman matrisleri asagidaki integraller

ile hesaplanmustir:

10 71 38 1

1 1
A”:/o VigjdE = =5 | 19 221 221 19
1 38 71 10

6 -7 12 1

ijz/ole’-dé:% —13 —41 41 13

-1 -12 7 6

—4 6 0 -2

ijz/oll/f{cb}’dé: 2 -6 6 -2
2 0 -6 4
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—6 12 —6 0
D{i=vwiollo=| —6 18 —18 6
0 6 —12 6

8 =1(6_1,8...6v,8y+1)" global eleman parametreleri olmak iizere, tiim elemanlar birlestir-

ilerek (3.17) denkleminden asagidaki matris denklemi elde edilir.
[A]8 + [EAB—u(C—D)]8=0
3x4 tipindeki A, AB, C ve D dikdortgensel matrislerinin herbir satirt

1
A= —(1,57,302,302,57,1
60( ) ) Y Y Y )7

1
=
C=2(1,1,-8,8,—1,—1),

AB

D =(0,0,0,0,0,0,0)

formunda olup, burada A4;, A, ve A3 degerleri

1

A= E(Sm—Z‘i‘SSm—l + 58+ Gnr1),
1

A= E<6m71 + 56, + 5611+ 6m+2>27
1

A3 = E(5m+55m+1 + 5812 + 8ni3)*

seklindedir. (3.18) denkleminde &, ve 5, parametreleri yerine sirasiyla
S =4 (67— 61) . 8L (817 +80)

ileri fark yaklasimi ve Crank-Nicolson formiilasyonu kullanilirsa

{A+[SAB—M(C—D)]%}6”“ = {A—[elB—u(C—D)]%}y’

—M,— 1241 — 134,741 — 4143 — 643,611 + 414> —TA3, 134, + 12%3,;1,3),

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

matris sistemi elde edilir. Burada Az zaman adimim gostermektedir. (3.22) matris sistemine

(3.2) siir sartlar1 uygulanirsa, bu sistem bir karesel matris sistemine doniisiir. Bu denklem
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sistemi Thomas algoritmasi ile ¢oziiliir. Coziim siirecinde non-lineerlik etkisini minimize

etmek icin herbir zaman adiminda iki kez 6™ = 6" + % (6" — 6"1) ig iterasyon iglemi uygu-

lanmugtir.

(3.22) matris sisteminin tipik bir {iyesi i¢in n ve n+ 1 gibi iki zaman adimi arasindaki iligki

8" ve 8"*! parametreleri cinsinden

NS+ 18 + Bt + i + 8 + 1600

(3.23)

=Y%0y o+ V50 |+ 10y + 130, |+ 120 o+ 10 3

olarak yazilabilir. Burada 0 parametlerinin katsayilart

B i B EAATL -—yy

Y1 A 60 20 .u’ bl
_57_25eAAr

%2_-60 20 Hu )
_ 302 d0edar oo

V3= 60 20 HAL,
_ 302 40erdr

Y4 = 60 20 HAL,
_ 57 25edar

Y5 = 60 20 HAL,
= i + erar + UAt

=620 H

(3.24)

seklindedir. (3.22) matris sisteminde iterasyona baglayabilmek i¢in, baglangi¢ ve sinir sartlart

kullanilarak 89 = (8°,...,8Y 1) baslangi¢ vektorii belirlenmelidir. Bunun igin # = 0 aninda

[a, D] aralig1 iizerindeki

N+1
Un(x,0)="Y ¢u(x)5n

m=—1

yaklagimu ile

Uy(x0,0) =U'(xy,0)=0 , m=0,1,---

(3.25)

(3.26)
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sartlar1 kullanilirsa,

-3
1

I 41

-3 0 3

30

U’ (x9,0)
U (xo)

U(xy)

| “N+1

U/ (XN,O)

liclii bant matris sistemine Thomas algoritmas1 uygulanarak 8 baslangic vektorii kolayca

hesaplanir.

3.1.3 Kararhhk Analizi

Kararlilik analizi von Neumann teorisine bagl olarak incelenmistir. k£ dalga sayis1 ve / ele-

man biiyiikliigli olmak iizere, genlikteki p biiyiime faktorii

n n ijkh
o, = p"e'’

(3.27)

sayisal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (3.27) esitligi ile verilen Fourier mod

(3.23) lineer sisteminde yerine yazilarak,

NP m=Dkh | g g+l gilm—1)kh gy o1 ik

el DR e gnt i)k g g gt gi(me3)kh

— ,},6pnei(m72)kh + ,yspnei(mfl)kh +ppe

imkh

+,},3pnei(m+l)kh + sznei(m-l—Z)kh + Ylpnei(m+3)kh

esitligi elde edilir. Eger, (3.28) ile verilen esitlikte

¢ = cos (kh) + isin (kh)

Euler formiilii kullanilarak, bu denklem sadelestirilirse p biiyiime faktorii

_a—ib
=k
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olarak bulunur. Burada

a =14496 + 8292 cos (kh) 4 1440 cos (2kh) + 12cos (3kh) ,
b=—[6000— (1715 — 23940 ) At]sin (ki) + [(392€A + 10080u) Af]sin (2kh) ~ (3.31)
+[(7eA +1260u) At] sin (3kh)

ve |p| = I’dir. Bu da lineerlestirilmis semanin sartsiz kararl oldugunu gosterir.
3.1.4 Sayisal Ornekler ve Sonuclar

Tek solitary dalga hareketi, ayn1 yonde ilerleyen iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi ve soli-
tonlarin olusumu gibi dort problem i¢in mKdV denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir.

Secilen baz1 zamanlarda analitik ¢oziim ve sayisal ¢oziim arasindaki farki hesaplamak i¢in

N 2
Ly = [[u" ~ Ux[l, = \[n ¥ |Uie— W) (3.32)
=1
hata normu ve
Lo = [|U" — Un]|, = max U3 = (UN) |, j=1,2,..N (3.33)
J

hata normu kullanilmigtir. mKdV denklemi (3.1) sirasiyla kiitle, momentum ve enerjiye

karsilik gelen

b N
I :/ Udx~h) U},
a j:1

b N
L= [ Uldx~hY (U}, (3.34)
a j=1
b 6 Al 6
L= / {u‘* ?“(UX)Z} dx~hYy {(UJ”)“—?“(UX)?}
a j:1

seklinde iic korunum sabitine sahiptir [34, 64]. Uygulanan yontemin dogrulugunu kontrol

etmek i¢in /1, > ve I3 korunum sabitlerindeki degisim incelenmistir.
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3.1.4.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

IIk olarak x — oo iken U — 0 sinir sart1 ve ¢ = 0 alinarak elde edilen
U (x,0) = Asech [k (x — x9)] (3.35)

baglangi¢ kosulu ile mKdV denkleminin (3.1) solitary dalga ¢oziimleri elde edilmistir. €, u,

¢ ve xp keyfi sabitler olmak tizere mKdV denkleminin (3.1) analitik ¢6ziimii
U(x,t) = Asech [k (x — ct — xp)] (3.36)

. . o 6 . . . oy
seklindedir [36]. Burada A = /7% ve k = \/E ifadeleri sirasiyla dalga genligi ve dalga

sayisin1 temsil etmektedir. Ilave olarak, korunum sabitleri analitik olarak

6 12, /1ic 64c?
Ilzm/?“ N A 2 i AR ot (3.37)

€ e Ve
esitlikleri ile elde edilmistir [36].

Solitary dalga ¢coziimiinden elde edilen sonuclar ile daha Once yapilan ¢alismaya ait sonuglari
karsilagtirabilmek icin, [0,80] arali1 tizerinde € =3, u =1, ¢ = 0.845, h = 0.1 ve = 0.01
parametreleri se¢ilmistir. Bu parametreler ile elde edilen solitary dalga 1.3 genlige sahip-
tir. Diger taraftan + = 20’ye kadar secilen zaman adimlarinda korunum sabitleri, L ve Lo
hata normlar1 hesaplanarak, elde edilen sonuclar Tablo 3.2°de verilmistir. Bu tablo ayn1 za-
manda uygulanan yontem yardimiyla hesaplanan sayisal sonuclar ile daha once elde edilen
sonuglarin karsilagtirmasini icermektedir. Tablodan da goriilebilecegi gibi, programin calig-
mas1 esnasinda hesaplanan L, ve L. hata normlarina ait degerler diger calismada elde edilen
degerlerden daha kii¢iik, korunum sabitleri ise neredeyse sabit kalmaktadir. r =0,1,2,...,20
icin tek solitary dalga hareketi Sekil 3.1°de gosterilmistir. Ayrica € =3, 4 =1, ¢ = 0.845,
h=0.1 ve At = 0.01 parametreleri icin, t = 0’dan t = 20’ye kadar se¢ilen zaman adimlarinda
tek solitary dalganin sekli ve konumu Sekil 3.2°de verilmistir. Problemin ¢6ziim bolgesi {iz-
erinde ¢ = 20 aninda analitik ve sayisal sonuclar arasindaki hatayi tespit edebilmek icin, 1.3

genlige sahip tek solitary dalga lizerinde hata dagilimi Sekil 3.3’de gosterilmistir.
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Tablo 3.2

Tek solitary dalga icin korunum sabitleri ve hata normlarinin

karsilastirilmasi
t 1 5 10 15 20
I 4.442866 4.442866 4.442866 4.442866 4.442866
[36] 4.443000 4.443138 4.444142 4.443420 4.443171
b 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941 3.676941
[36] 3.677069 3.677535 3.678094 3.678642 3.679192
I 2.072795 2.073537 2.073699 2.073776 2.073846
[36]  2.073575 2.074357 2.075303 2.076232 2.077161
L 6.286951e-04 1.249516e-03  2.131860e-03  2.949376e-03  3.641638¢-03
[36] - - - - -
Lo 3.630992e-04 8.397466e-04 1.399503e-03  1.880855e-03  2.285638e-03
[36] 1.206756e-03 3.621519e-03  5.942047e-03 7.626772e-03  8.642137e-03
1.5 4
I il
x
(i
i
i
00 i\
I I I I I I [ 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80
X

Sekil 3.1 Tek solitary dalga hareketi

3.1.4.2 Iki Solitary Dalgammn Etkilesimi

Ikinci problem olarak, farkli genliklere sahip ayrik iki solitary dalganin lineer toplami olarak

verilen

2
U(x,0) = Z o;sech [B; (x — x;)]

i=1

(3.38)
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1.5 15
a) b)
1.2 1.2
0.9 0.9
> =
x x
< 06 Z o6l
o) o)
0.3 034
0.0 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
15, 15
c) d)
1.2 1.2
0.9 0.9
= -2
x x
< 06 Z o6l
o) o)
034 034
0.0+ 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
1.5 15
e) f)
1.2 1.2
0.94 0.94
ks <
x x
< 06 < 06
o) o)
034 034
0.0 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X

Sekil 3.2 a) t=0, b) t=4, c) t=8, d) t=12, e) t=16, f) t=20 zamanlarinda tek solitary dalga
hareketi

baglangi¢ sartin1 kullanarak, ayn1 yonde ilerleyen farkli biiyiikliikteki iki solitary dalganin

etkilesimi iizerinde ¢alisilmistir. Burada i = 1,2 i¢in, a; = %, Bi = \/% c; ve x; keyfi

sabitlerdir.

Hesaplanan sonuclar ile daha once elde edilen sonuglar1 karsilastirabilmek icin 0 < x < 80
aralifiiizerinde e =3, u=1,h=0.1,At =0.01,c1 =2, ¢ = 1, x; = 15 ve xo = 25 parame-
treleri se¢ilmigtir. #+ = 0’dan + = 20’ye kadar uygulanan yontem ile elde edilen /1,1 ve I3
korunum sabitlerinin degerleri ile daha Once elde edilen degerler karsilagtirmali olarak Tablo
3.3’de verilmigtir. Tablodan da goriildiigii gibi, programin ¢alismasi sirasinda hesaplanan ko-

runum sabitlerinin degerleri hemen hemen sabit kalmaktadir. t =0, 1,2, ..., 20 icin iki solitary
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0.003

0.002

0.001

Hata

0.000 -

-0.001

-0.002

Sekil 3.3 ¢t = 20’de hata dagilimi
dalganin etkilesimi Sekil 3.4’de gosterilmistir.

Secilen parametreler ile # = 0 aninda biiyiik solitonun baslangi¢ noktas1 x; = 15, hiz1 ¢y =2
ve genligi oy = 2 iken kiigiik solitonun baglangi¢ noktas1 x, = 25, hiz1 ¢; = 1 ve genligi
o = 1.41°dir. Sekil 3.5, ayn1 yonde ilerleyen farkli genliklere sahip iki solitary dalganin
etkilesiminin zamana gore gelisimini gostermektedir. Sekilden agikc¢a goriildiigii gibi, t = 0
aninda simiilasyonun baslangicinda biiyiik soliton kii¢iik solitonun sol tarafinda yer almak-
tadir. Zaman ilerledikce, yaklagik olarak ¢+ = 7 anina kadar biiyiik soliton kii¢iik solitonu
yakalamakta ve kiiciik soliton absorbe edilmektedir. Bu ortiisme siireci + = 8 anina kadar
devam etmektedir. Sonra biiyiik soliton kiigiik solitonu ge¢cmekte ve ayrilma siireci basla-
maktadir. # = 16 aninda etkilesim tamamlandiktan sonra biiyiik soliton tamamen kiiciik soli-
tondan ayrilmaktadir. Bu siirecten sonra her iki soliton da ilk yapisin1 ve hizin1 koruyarak

yoluna devam etmektedir.
3.1.4.3 Uc Solitary Dalganin Etkilesimi

Uciincii problem olarak, ayni1 yonde ilerleyen ve farkli genliklere sahip ii¢ solitary dalganin
etkilesimi iizerinde durulacaktir. Farkli genliklere sahip ayrik ii¢ solitary dalganin lineer
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Tablo 3.3 iki solitary dalganin etkilesimi i¢in korunum sabitlerinin

kargsilastirilmasi
t 1 5 10 15 20
I 8.885732 8.885732 8.885732 8.885732 8.885732
[36] 8.886014 8.886776 8.889742 8.885983 8.884880
) 9.659345 9.659345 9.659345 9.659345 9.659345
[36] 9.659527 9.663714 9.662547 9.661071 9.661224
I 10.270908 10.853235 10.954396 10.307195 10.338415

[36] 10.239870 10.249000 10.246790 10.242580 10.242030

j: i) “‘ \

1.2 4 . “‘
0.4 1 / ‘; ,"
/) ._.!.f_f_!s:.fv&\ Wi

X

Sekil 3.4  Iki solitary dalganin etkilesimi

toplami olarak verilen
3
0) = Z a;sech [ﬁ, (X — x,-)] (3.39)
i=1

baslangic sartin1 kullanarak, ayni yonde ilerleyen farkli biiytikliikteki ii¢ solitary dalganin
etkilesimi lizerinde ¢alistlmistir. Burada, i = 1,2,3 i¢in aq; = 6C’ , Bi= [ c¢; ve x; keyfi

sabitlerdir.

Hesaplanan sonuglar ile daha 6nce elde edilen sonuglar1 karsilagtirabilmek i¢in 0 < x < 80

araligilizerinde e =3, u=1,h=0.1,Atr=0.01,c;1 =2,c0=1,c3=0.5,x1 =15, x0 =25 ve
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a) 204 b) 20,
1.6 1.6
= 124 = 124
x x
> 084 > 08
0.4 0.4
0.04 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
) 20 d) 204
1.6 1.6
o 121 - 121
x x
> 084 S 08
0.4 0.4
0.04 0.0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
e) 20/ f) 20
1.6 164
- 121 - 121
x x
S 084 S 08
041 0.4
0.0 0.0-
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
9) 20] h) 20
1.6 1.6
= 124 = 124
x x
O 0.8 O 0.8
0.4 0.4
0.04 0.0-
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X
Sekil 3.5 a) t=0, b) t=4, ¢) t=6, d) t=7, e) t=8, ) t=12, g) t=16, h) t=20 zamanlarinda iki

solitary dalganin etkilesimi

x3 = 35 parametreleri sec¢ilmistir. £ = 0’dan r = 20’ye kadar uygulanan yontem ile elde edilen

I, I, ve I; korunum sabitlerinin degerleri ile daha dnce elde edilen degerler karsilagtirmali



olarak Tablo 3.4’de verilmistir. Tablodan da goriildiigii gibi, programin caligmasi esnasinda
hesaplanan korunum sabitlerinin degerleri neredeyse sabit kalmaktadir. r = 0,1,2,...,20 i¢in

tic solitary dalganin etkilesimi Sekil 3.6’da gosterilmistir.

Secilen parametreler ile + = 0 aninda biiyiik solitonun baglangi¢ noktast x; = 15, hizi ¢; =2
ve genlifi o = 2; ortadaki solitonun baglangic noktas1 xp = 25, hiz1 ¢; = 1 ve genligi
o = 1.41; kiigiik solitonun baglangi¢ noktas1 x3 = 35, hiz1 c3 = 0.5 ve genligi oz = 1’dir.
Sekil 3.7, aym yonde ilerleyen farkli genliklere sahip ii¢ solitary dalganin etkilesiminin za-
mana gore gelisimini gostermektedir. Sekilden agikca goriildiigii gibi, # = 0 aninda simiilasy-
onun baglangicinda biiyiik soliton solda, kii¢iik soliton sagda diger soliton da bu iki solitonun
arasinda yer almaktadir. Zaman ilerledikce, yaklasik olarak + = 6 aninda etkilesim bagla-
makta, Ortiisme siireci = 6 ve ¢ = 20 zaman aralifinda meydana gelmektedir. + = 20 aninda
etkilesim tamamlandiktan sonra solitonlar tamamen birbirinden ayrilmaktadir. Bu siirecten

sonra her ii¢ soliton da ilk yapisini ve hizin1 koruyarak yoluna devam etmektedir.

Tablo 3.4 Ug solitary dalganin etkilesimi icin korunum sabitlerinin

karsilagtiriimasi
t 1 5 10 15 20
I 13.328677 13.328677 13.328677 13.328677 13.328677
[36] 13.329060 13.330630 13.338780 13.332640 13.332060
L 12.519943 12.519943 12.519943 12.519943 12.519943
[36] 12.520280 12.526260 12.540860 12.526660 12.524900
I 11.321264 12.452085 12.476293 12.413843 11.499239

[36] 11.249790 11.261270 11.288040 11.259970 11.256730

3.1.4.4 Solitonlarin Olusumu

Son problem olarak, ('’ niin ¢esitli degerleri i¢in
U(x,0) = exp [— (x— xo)z} (3.40)

Gaussian baslangi¢ kosulu kullanilarak, bir soliton dizisinin olusumu iizerinde ¢alisilmustir.
Bu problemde, ¢Oziimiin davranigt ¢’ niin degerlerine baghdir. Bundan dolayi, —50 < x <
50 aralig1 tizerinde € = 1, xo = 0, h = 0.1, At = 0.01 parametreleri i¢in © = 0.1 ve u =
0.04 degerleri secilmistir. Sayisal hesaplamalar ¢+ = 10 anina kadar yapilmistir. ('’ niin farkl
degerleri i¢in hareketin ti¢ korunum sabitinin degerleri Tablo 3.5’te sunulmustur. Ayrica,

Gaussian baglangi¢ sartina gore solitonlarin olusumu Sekil 3.8 ve Sekil 3.9°da gosterilmistir.
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Sekil 3.6  Ug solitary dalganin etkilesimi

Tablo 3.5 Gaussian baglangi¢ sarti icin korunum sabitleri

u=0.1 u=0.04
I b I I o) L
0 1.772454 1.253314 2355683 1.772454 1.253314 .1958645
2 1.772454 1.253314 2456447 1.772454 1.253314 1845277
4 1.772454 1.253314 2099601 1.772454 1.253314 .1912904
6 1.772454 1.253314 2066328 1.772454 1.253314 2079808
8 1.772454 1.253314 2010120 1.772454 1.253314 2229795
10 1.772454 1.253314 1747070 1.772454 1.253314 2363841
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Sekil 3.7 a) t=0, b) t=6, ¢) t=7, d) t=8, e) t=10, ) t=12, g) t=16, h) t=20 zamanlarinda {i¢
solitary dalganin etkilesimi
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a) b)
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Sekil 3.8 u = 0.1 i¢in Gaussian baglangi¢ sart1 i¢in a) t=0, b) t=2, ¢) t=6, d) t=10
zamanlarinda solitonlarin olugumu
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Sekil 3.9 u = 0.04 icin Gaussian baglangi¢ sarti ile a) t=0, b) t=2, ¢) t=6, d) t=10

zamanlarinda solitonlarin olugumu
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4. BOLUM
MODIFIYE EDILMIS KAWAHARA DENKLEMININ KOLLOKASYON SONLU
ELEMANLAR YONTEMI iLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, kollokasyon sonlu elemanlar yontemi ile mK denkleminin sayisal ¢oziimleri
elde edilmigtir. Yaklasim fonksiyonu olarak septik B-spline fonksiyonlar kullanilmigtir. Von
Neumann teknigi uygulanarak sunulan yontemin kararlilik analizi yapilmigtir. Lineerlestirme
islemi i¢in normal lineerlestirme teknigi secilmistir. Sonlu elemanlar yaklagimi, tek solitary
dalga hareketi, aym1 yonde ilerleyen farkli genliklere sahip iki ve ii¢ solitary dalganin etk-
ilesimi ve Gaussian baglangi¢ sarti ile solitonlarin olusumunu igeren problemler iizerinde

calisilmagtir.
4.1 mK Denkleminin Septik B-Spline Kollokasyon Yontemi ile Sayisal Coziimii
4.1.1 Denklemin Gelisimi, Septik B-Spline Fonksiyonlar

Bu boliimde, a, B ve y pozitif parametreler, x ve ¢ indisleri sirasiyla konuma ve zamana gore

tiirevleri belirtmek iizere, x — +oo iken U — 0 fiziksel sinir kosullar1 ile mK denklemi
Ut + aUZUx + BUxxx - }/Uxxxxx =0 (41)

tizerinde durulacaktir.

Sayisal yontemi uygulayabilmek i¢in ¢Oziim bolgesi, a < x < b araligl iizerinde sinir-

landirilarak, x,, diiglim noktalar ile a = xp < x1--- < xy = b gibi N esit alt araliga boliin-

miigtiir. m =0, 1,2,...,N i¢in bu araliklarin uzunluklar1 7 = 1% = (Xmt1 — Xp) dir.
U(a,t) =0, U(b,t) =0,
U.(a,t) =0, U(b,t) =0, 4.2)

Uxxc(a,t) =0, Ugx(byt) =0 , t>0

homojen sinir sartlar1 ve

Ux,0)=f(x) , a<x<b 4.3)

baslangi¢ sart1 secilerek denklem c¢oziilecektir.
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[a, D] aralig1 iizerindeki x,, diigiim noktalarinda ¢,,(x) septik B-spline yaklagim fonksiyonlari

m= —3(1)N + 3 i¢in

;

(x _xm—4)7 ) [Xim—a, Xm—3]
(x—xm_4)7 -8 (x—xm_3)7, [Xm—35Xm—2]
(x —xm,4)7 —8(x —xm,3)7 +28 (x —xm,2)7 o [om—2,Xm—1]
(x—xm—a) —8(x—xm_3) +28(x—xp_2)

—-56 (x—xm_1)7 , [Xm—1,%m]

O (x) = h% (tmid — %) — 8 (Xmas —x) | +28 (X —x)’ 4.4)
=56 (Xm+1 —x)7 , [Xms Xm+1]
(tmia—=x)" =8 (tms3—=2)" +28(Xm2—%)",  Domt1,Xm2]
(m+s —x)7 — 8 (Xms3 —x)7, [im25 Xm-+3]
(Xim-+4 —X)7a X435 Xm-+4]

0, diger durumlar

\

olarak verilmistir [33]. Bu yaklagim fonksiyonlarinin ¢_3(x), ¢_»(x), ¢_1(x), @o(x), ...,
On+1(x), On+2(x), Py+3(x) kiimesi [a,b] aralig1 iizerinde tanimlanacak olan yaklagik ¢oziim

i¢in bir baz olugturur. U (x,7) tam ¢6ziimiine yaklagan Uy (x,t) yaklagik ¢oziimii

N+3

Un(x,t) =Y 0;(x)8;(t) (4.5)

=3

ile verilir. Burada §(¢), agirlikli rezidii ve sinir sartlarindan belirlenen zamana bagli parame-

tredir. Her eleman i¢in
hE =x—x, , 0<&E<I (4.6)

lokal koordinat doniisiimii kullanilarak, [x,,,x,1] aralig1 iizerinde daha kolay bir sekilde

caligilabilen [0, 1] arahigmna doniistiiriilir. Bu durumda septik B-spline fonksiyonlar, [0, 1]
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aralig1 iizerinde £ degiskenine bagh olarak asagidaki formda tanimlanabilir.

Om—3(E) =1—TE +21E% —35E3 4356 2185 4760 - &7,
Om-—2(E) = 120 — 392 +504E2 — 2803 + 845 —42E0 4-7¢7,
Om—1(E) = 1191 — 1715 4+ 315E2 +665E° — 315E* — 1058 + 10566 —21&7,
O (&) = 2416 — 1680 + 560" — 140£° +35¢7, (4.7)
Omy1(E) = 1191+ 1715 +315E2 — 665E° — 315E* + 1058 +105E6 —35¢7,
Omi2(E) = 120+ 392E +504E2 + 2803 — 84E> —42E0 4+ 21E7,
Omi3(E) = 14+7E +21E2 43583 43564 42185 4760 - &7,
Om+4(E) =&, (4.8)

[Xim, Xm+1] aralig tizerinde @p—3(x), Om—2(x), Om—1(x), P (), Ouy1(x)s Pnr2(X), Prn3(x) ve
Om-+4(x) digindaki tiim spline fonksiyonlar sifirdir. Herbir septik B-spline sekiz elemani 6rter
oyle ki her [x,,,x,+1] eleman1 da sekiz spline tarafindan ortiiliir. 6,3, 6p—2, Om—15 Oms Omt-15
Om+2> Om+3, Omra eleman parametreleri ve @3, 02, Om—1, Qs Ot 1> Oms2s Ot3> s

eleman sekil fonksiyonlari olmak iizere, [x;,,x,+1] arali1 tizerinde U (x,¢) fonksiyonuna

m+4

UN(Xmst) =Y. 0 (xm) 85 (2) (4.9)

j=m-3

ile yaklagilir. x,, diigiim noktalarindaki ¢, (x) septik B-spline fonksiyonlar ve tiirev degerleri

Tablo 4.1°deki gibi verilebilir.

Tablo4.1 Septik B-spline fonksiyonlar ve tiirevlerinin x,,, diigiim noktalarindaki

degerleri
X Xm—4 Xm—3 Xm—2 Xm—1 Xm Xm+1 Xm+2 Xm+3  Xm+4
Om (x) 0 1 120 1191 2416 1191 120 1 0
he,, (x) 0 -7 -392 -1715 0 1715 392 7 0
Re'(x) 0 42 1008 630 3360 630 1008 42 0
o (x) 0 -210  -1680 3990 0 -3990 1680 210 0
Kor(x) 0 840 0 7560 13440  -7560 0 840 0
e (x) 0 -2520 10080  -12600 0 12600 -100800 2520 0
RS ¢ (x) 0 5040 -30240 75600 -100800 75600 -30240 5040 0

LY Y ye VEsembolleri sirastyla x’e gore altinct mertebeye kadar tiirevleri belirtmek iizere,

(4.4) septik B-spline fonksiyonlar1 ve (4.5) deneme fonksiyonu kullanilarak, U, U’, U”, U"",
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U", U ve U"’nun diigiim noktalarindaki degerleri &,, eleman parametreleri cinsinden

U, = U(xm) = 6u—3 — 60,2+ 156,,—1 — 206, + 155m+1 — 65,,,.,.2 + 5m+37

7
Ur/n = U/<xm) = E(_Sm—3 - 565m—2 - 2456m—1 + 2455m—|—1 +565m+2 + 8m+3)7
42
U’;; = U”(xm) = ﬁ(5m_3 + 24682+ 156,—1 — 808, + 150p+1 +240m+2 + Om+3),
210
Uy/,;l — UI//(xm) = F(—ém,_g — 86m72 + 198m71 — 195m+1 + 85m+2 + 5m+3), (410)
; 840
U,;r = Ulv(xm) F((sm—3_95m—l +166m_95m+1 +6m—0—3)7
N 2520
Um =U (xm) = T(_Sm—?é +45m—2 - 55m—1 + 56m—i—1 _46m+2 + 6m+3);

olarak bulunur.
4.1.2 Kollokasyon Sonlu Elemanlar Yontemi

(4.10) denklemindeki ifadeler (4.1) denkleminde yerlerine yazilarak,

Sm_3+ 1208, 2+ 11918, 1 + 24168, + 1191841 + 120812 + b3

AT (G, 3 — 5682 — 24581 + 245841 + 56812 + Sns3)

+2;1_2ﬁ(_6m—3 - 86m—2 + 195"1—] - 196’"'” + 85m+2 + 5m+3)

— Y (83 + 482 — 581 + 581 — 482+ Sui3) =0

.11

denklemi elde edilir. Lineerlestirme teknigi icin, (4.1) denkleminde lineer olmayan U2U,

teriminde U2 terimi

Zon = U2 = (83 + 1208, 2+ 11918, 1 + 24168, 4+ 1191811 + 120812 + G i3)”
(4.12)

seklinde lokal sabit olarak alinmistir. (4.11) denkleminde S ve 8, parametreleri yerine

sirastyla

S = A (821 —81) . 8 =1 (8nt 487 (4.13)
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ileri fark yaklagimi ve Crank-Nicolson formiilasyonu kullanilirsa, n ve n+ 1 gibi iki zaman

adimi arasindaki iliski 8" ve §"*! parametreleri cinsinden

N+ 18+ & St s 4 80T+ 8t

(4.14)
= V10,3 T Y60 2 T V50, T O 10 H 10+ 10
olarak yazilabilir. Burada
7 105 840
E = —oAt M= —pAt K =vy—FAt 4.15
ve At zaman adimini gostermek tizere, 6 parametrelerinin katsayilar
n=[1—-EZ,—M+K],
1 = [120 — 56EZ,, — 8M — 4K],
13 =[1191 —245EZ,, + 19M + 5K],
Ta = [2416], (4.16)

¥s = [1191 +245EZ,, — 19M — 5K],
Y6 = [120+ 56EZ,, + 8M + 4K],
v=[1+EZ,+M—K],

m=0,1,....N

seklindedir.

(4.14) sistemi 6_3, 6_2, ..., ON+1, On+2, On+3 seklinde N + 7 bilinmeyene sahip N + 1 lineer
denklemden olugur. Bu sistemin ¢oziilebilmesi igin (4.2) sinir sartlarindan elde edilebilecek
alt1 ek sarta ihtiya¢ vardir. Bu sartlar yardimiyla (4.14) sistemindeki 6_3, 0_2, 6_1, Oy, On+1,
On+2 ve Oy3 parametreleri yok edilerek, 6 = (8, di,...,0y) seklinde N + 1 bilinmeyene
sahip

A5n+1 — BS" “4.17)

(N+1) x (N+1) tipinde septadiagonal matris sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi
Thomas algoritmasi ile ¢oziiliir. Coziim siirecinde non-lineerlik etkisini minimize etmek i¢in

herbir zaman adiminda iki kez 8™ = 6" + % (6" —8""1) i¢ iterasyon iglemi uygulanmustir.
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(4.14) denklem sisteminde iterasyona baslayabilmek igin, baslangi¢ ve siir gartlart kul-

lanilarak §° = (&, ..., 87) baslangic vektorii belirlenmelidir. Bunun icin # = 0 aninda [a, b]

aralig1 lizerindeki

N+3

Un(x,0)=Y 9u(x)3,

m=-3

yaklagimi ile

Un (x,0) = U (3,0
(Un)'(a,0
(Un)"(a,
(Un)" (a,

~—

I
© o o

)
)
)

0
0
sartlar1 kullanilirsa,

wésl =cC

m=0,1,2,..,N
(Un)'(£,0) =0,
(Un)"(b,0) =0,
(Un)"(b,0) =0

(4.18)

(4.19)

(4.20)

matris sistemine Thomas algoritmasi uygulanarak 30 baslangic vektorii hesaplanir. Burada

1536 2712 768 24
82731  210568.5 104796  10063.5 1
81 81 81 81
9600 96597 195768 96474
81 81 81 81 120 1
1 120 1191 2416 1191 120 1
1 120 1191 2416 1191 120 1
W =
1 120 1191 2416 1191 120 1
96474 195768 96597 9600
1 120 81 81 81 81
1 10063.5 104796  210568.5 82731
81 81 81 81
24 768 2712 1536_

\

C = [U(x0,0),U(x1,0),...,U (xny—1,0),U (xy,0)]”

8°=180,80,89,....,89 5,80 1,89
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dir.

4.1.3 Kararhhk Analizi

Kararhilik analizi von Neumann teorisine bagli olarak incelenmistir. k£ dalga sayisi1 ve h ele-

man biiyiikliigii olmak iizere, genlikteki p biiyiime faktorii

n __ ~n_imkh
o, =pe

(4.21)

say1sal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (4.21) esitligi ile verilen Fourier mod

(4.14) lineer sisteminde yerine yazilarak,

N el gy gntl im0k gy st gilm—1)kh iy b1 gimkh

_}_%_pn—Hei(m—H)kh + ,},6pn+lei(m+2)kh B ,},7pn+1ei(m+3)kh

— anei(m—’j)kh + y6pnei(m—2)kh + Y5pn€i(m_])kh + ,)/4pneimkh

esitligi elde edilir. Eger, (4.22) ile verilen esitlikte
ikh __ .
e"™" = cos (kh) 4 isin (kh)

Euler formiilii kullanilarak, bu denklem sadelestirilirse p biiyiime faktorii

a—ib

p= a-+ib

olarak bulunur. Burada

a= (3 +7vs)cos[hk| + (Vo + V) cos[2hk] + (71 + ¥7) cos[3hk] + V4,
b= (1 —1)sin[hk] + (Y — 12) sin[2hk] + (5 — 13) cos[3hk]

ve |p| = I’dir. Bu da lineerlestirilmis semanin sartsiz kararl oldugunu gosterir.

4.1.4 Sayisal Ornekler ve Sonuclar

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Tek solitary dalga hareketi, ayn1 yonde ilerleyen iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi ve

solitonlarin olusumu gibi dort problem i¢in mKawahara denkleminin sayisal ¢oziimleri elde

edilmistir. Secilen baz1 zamanlarda analitik ¢6ziim ve sayisal ¢6ziim arasindaki farki hesapla-
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mak i¢in

_ tam __ ~ y tam __ 2
Ly = || U — Uyl ~ | R Y |U™ — (Un), (4.26)
j=1

hata normu ve

Lo, = ||U"" — Uy||,, ~ max
J

U;“m—(UN)j) . j=12,..N 4.27)

hata normu kullanilmistir. mKawahara denklemi (4.1) sirastyla kiitle ve momentuma karsilik

gelen
b N
I / Udx~h) U, (4.28)
a j:1
b N
b= [ Udx=nY U}
a j:1

seklinde iki korunum sabitine sahiptir. Uygulanan yontemin dogrulugunu kontrol etmek i¢in

I ve I, korunum sabitlerindeki degisim incelenmistir.
4.1.4.1 Tek Solitary Dalga Hareketi

x — oo iken U — O sinir sart1 ve = 0 alinarak elde edilen
U(x,0) = Asech? [k (x — xo)] (4.29)

baglangi¢ kosulu ile mKawahara denkleminin (4.1) solitary dalga ¢oztimleri elde edilmisgtir.

o, B3, v ve xo keyfi sabitler olmak iizere mKawahara denkleminin (4.1) analitik ¢6ziimii
U(x,t) = Asech? [k (x — ct — xp)] (4.30)

seklindedir. Burada A = \/ir()\ / g—j,, k= ,/%% ve ¢ = 24_513'_; ifadeleri sirasiyla dalga genligi,

dalga sayis1 ve dalga hizin1 temsil etmektedir.

Solitary dalga ¢oziimii igin, [—50,50] aralig1 iizerinde « = =y =1, h=0.1 ve At =0.05
parametreleri secilmigtir. Bu parametreler ile elde edilen solitary dalga 0.94868 genlige
sahiptir. Diger taraftan + = 100’e kadar secilen zaman adimlarinda korunum sabitleri, L,

ve L. hata normlar1 hesaplanarak, elde edilen sonuglar Tablo 4.2°de verilmistir. Tablo-
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dan da goriilebilecegi gibi, programin ¢alismasi esnasinda hesaplanan L, ve L. hata norm-
lart oldukca kiiciik, korunum sabitleri ise neredeyse sabit kalmaktadir. Burada I; ve I
korunum sabitlerinin bagil degisim yiizdeleri sirasiyla 1.164 x 107* % ve 6.854 x 1010
9’dir. t = 0,20,40,...,100 icin tek solitary dalga hareketi Sekil 4.1°de gosterilmigtir. Ayrica
oa=B=y=1,h=0.1 ve At = 0.05 parametreleri i¢in, = 0’dan r = 100’e kadar secilen
zaman adimlarinda tek solitary dalganin sekli ve konumu Sekil 4.2°de verilmistir. Problemin
¢Oziim bolgesi iizerinde + = 100 aninda analitik ve sayisal sonuglar arasindaki hatayi tespit
edebilmek i¢in, 0.94868 genlige sahip tek solitary dalga iizerinde hata dagilimi Sekil 4.3°de

gosterilmigtir.

Tablo 4.2 Tek solitary dalga icin korunum sabitleri ve hata normlari

t L I Lr Lo
8.4852829335 5.3665642087 .0000000000 .0000000000
20 8.4852829848 5.3665642087 2.747538e-6 1.260529¢-6
40 8.4852830757 5.3665642086 4.045791e-6 1.620782e-6
60 8.4852821848 5.3665642087 5.629183e-6 2.617156e-6
80 8.4852800315 5.3665642087 6.811939¢-6 2.680477e-6
100 8.4852730550 5.3665642087 8.275389¢-6 2.909858e-6
1.0
0.8 4
0.6 4
=
x -
-]
0.4 4
0.2 4
0.0
! [ ' I ' I ! I T I ! I ! I T [ T [ ! 1
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
X

Sekil 4.1 Tek solitary dalga hareketi
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U (x9

c)

U (x9

1.0 b)
0.8
06 -
%
0.4 >
024
0.04
40 20 0 20 40
X
1.0 d)
0.8
06 -
-
0.4 >
024
0.04
40 20 0 20 40
X

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0+

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0+

40 20 0

40 20 0

Sekil 4.2 a) t=0, b) t=30, c) t=70, d) t=100 zamanlarinda tek solitary dalga hareketi

3.0x10° 4

2.0x10°

1.0x10°

Hata

-1.0x10°

2.0x10°

50

Sekil 4.3
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4.1.4.2 1IKki Solitary Dalgammn Etkilesimi

Ikinci problem olarak, farkli genliklere sahip ayrik iki solitary dalganin lineer toplami olarak

verilen
2
U(x,0) = Z a;sech? [b; (x — x;)] (4.31)
i=1

baglangic sartim1 kullanarak, aym: yonde ilerleyen farkli biiyiikliikteki iki solitary dalganin
8 a’

etkilesimi iizerinde calistimistir. Burada i = 1,2 icin a; = /24, b; = A /%%, c; ve x; keyfi

sabitlerdir.

Iki solitary dalganin etkilesimi igin, —50 < x < 100 aralig1 iizerinde ¢ = 8 =y=1, h = 0.1,
At = 0.05, ¢1 = 0.85, ¢ = 0.35, x; =0 ve x, = 20 parametreleri sec¢ilmistir. ¢ = 0’dan
t = 100’e kadar uygulanan yontem ile elde edilen korunum sabitlerinin degerleri Tablo 4.3 te
verilmigtir. Tablodan da goriildiigii gibi, programin ¢alismasi sirasinda hesaplanan korunum

sabitlerinin degerleri hemen hemen sabit kalmaktadir.

Secilen parametreler ile # = 0 aninda biiyiik solitary dalganin baglangi¢c noktast x; = 0, hizi
c1 = 0.85 ve genligi a; = 2.19 iken kii¢iik solitary dalganin baglangi¢ noktas1 x, = 20, hiz1
¢y = 0.35 ve genligi ap = 1.40°dwr.  Sekil 4.4, ayn1 yonde ilerleyen farkli genliklere sahip
iki solitary dalganin etkilesiminin zamana gore gelisimini gostermektedir. Sekilden acik¢a
goriildiigii gibi, r = 0 aninda simiilasyonun baslangicinda biiyiik solitary dalga kiiciik solitary
dalganin sol tarafinda yer almaktadir. Zaman ilerledikce, yaklasik olarak + = 30 anina kadar
biiylik solitary dalga kiiciik solitary dalgay1 yakalamakta ve kiiciik solitary dalga absorbe
edilmektedir. Bu Ortiisme siireci + = 60 anina kadar devam etmektedir. Sonra biiyiik soli-
tary dalga kiiciik solitary dalgay1 gecmekte ve ayrilma siireci baglamaktadir. + = 100 aninda
etkilesim tamamlandiktan sonra biiyiik solitary dalga tamamen kiic¢iik solitary dalgadan ayril-
maktadir. Bu siirecten sonra her iki solitary dalga da ilk yapisim1 ve hizin1 koruyarak yoluna

devam etmektedir.
4.1.4.3 Uc Solitary Dalganin Etkilesimi

Ugiincii problem olarak, ayn1 yonde ilerleyen ve farkli genliklere sahip ii¢ solitary dalganin

etkilesimi tizerinde durulacaktir. Farkli genliklere sahip ayrik ii¢ solitary dalganin lineer
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Tablo 4.3  Iki solitary dalganin etkilesimi icin korunum

sabitleri
t L L
16.9705316311 20.3069218846
20 16.8465452348 20.1187647065
40 16.9748060046 20.0565572215
60 16.8992214653 19.9988890134
80 17.2676453891 19.9762119420
100 17.0413144553 19.9424422093
2.4 4 2.4
a) b)
2.0 2.0
1.64 1.6
T 124 2 1.2
> o8] > osl
0.4 0.4
00 T T T T T T T 1 OO T T T T T T T 1
40 20 0 20 40 60 80 100 40 20 0 20 40 60 80 100
X X
2.4- 24-
c) d)
2.0 2.0
1.64 164
2 42 T o124
> o8] 2 sl
0.4 0.4
00 T T T T T T T 1 OO T T T T T T T 1
40 20 0 20 40 60 80 100 40 20 0 20 40 60 80 100
X X
2.4- 24-
e) f)
2.0 2.0
1.64 1.64
? 1.24 ? 1.24
o) o)
0.8 0.8
0.4 0.4
0.01-4 : ; . ; ; ; ; 0.0+, ; ; . ‘ 4 ; ‘
40 20 0 20 40 60 80 100 40 20 0 20 40 60 80 100
X X

Sekil 4.4 a) t=0, b) t=30, c) t=40, d) t=50,
dalganin etkilesimi

toplami olarak verilen

3
U(x,0) = Z ajsech? [b; (x — x;)]
i=1
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baglangi¢ sartin1 kullanarak, aym yonde ilerleyen farkli biiyiikliikteki ii¢ solitary dalganin

etkilesimi iizerinde ¢alisilmigtir. Burada, i = 1,2,3 icin a; = \/%%, b =, /l%ﬁ, Ci Ve X;
keyfi sabitlerdir.

Ug solitary dalganin etkilesimi i¢in, —50 < x < 100 aralig1 iizerinde ¢ = 8 =y=1, h = 0.1,
At = 0.05, ¢ = 0.85, ¢ = 0.50, c3 = 0.25, x; = =25, xp = 0 ve x3 = 20 parametreleri
secilmistir. # = 0’dan t = 150’ye kadar uygulanan yontem ile elde edilen korunum sabitlerinin
degerleri Tablo 4.4 te verilmistir. Tablodan da goriildiigii gibi, programin caligsmasi esnasinda

hesaplanan korunum sabitlerinin degerleri neredeyse sabit kalmaktadir.

Secilen parametreler ile + = 0 aninda biiyiik solitary dalganin baglangi¢ noktas1 x; = —25,
hiz1 ¢; = 0.85 ve genligi a; = 2.19; ortadaki solitary dalganin baslangi¢ noktast x, = 0,
hizi ¢ = 0.5 ve genligi a, = 1.68; kii¢giik solitary dalganin baglangi¢ noktasi x3 = 20, hiz1
c3 = 0.25 ve genligi a3 = 1.19°dur. Sekil 4.5, aym yonde ilerleyen farkli genliklere sahip
ic solitary dalganin etkilesiminin zamana gore gelisimini gostermektedir. Sekilden acikca
goriildiigii gibi, ¢+ = 0 aninda simiilasyonun baslangicinda biiyiik solitary dalga solda, kiiciik
solitary dalga sagda diger solitary dalga da bu iki solitary dalganin arasinda yer almaktadir.
Zaman ilerledikce, yaklasik olarak # = 40 aninda etkilesim baglamakta, ortiisme siireci ¢ = 40
ve t = 110 zaman araliginda meydana gelmektedir. # = 150 aninda etkilesim tamamlandiktan
sonra solitary dalgalar tamamen birbirinden ayrilmaktadir. Bu siirecten sonra her ii¢ solitary

dalga da ilk yapisini ve hizin1 koruyarak yoluna devam etmektedir.

Tablo 4.4 Ug solitary dalganin etkilesimi i¢in korunum

sabitleri
t I b
0 25.4557818426 28.5673455186
25 25.6820777780 28.2475921308
50 25.7935768834 28.2118286972
75 25.1357840031 28.0967148921
100 24.9519313985 28.0933900647
125 24.9751678109 28.0875884719
150 25.0303969354 28.0810761856

4.1.4.4 Solitonlarin Olusumu

Son problem olarak,

U(x,0) =exp [— (x —xo)z}
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2.4- 2.4-
a) b)
2.0 20
16 1.6
T 1.2 T 1.2
o) o)
0.8 0.8
0.4 0.4/
0.04+— : : . ; : ; , 0.0+ . : : ; ; ; ‘
40 20 0 20 40 60 80 100 40 20 0 20 40 60 80 100
X X
2.4- 2.4-
c) d)
2.0 2.0
1.64 1.6
T 1.2 T 1.2
o)
0.8 0.8
0.4 0.4/
0.0, . : . : : ; ; 0.0+ . : : ‘ ; : ‘
40 20 0 20 40 60 80 100 40 20 0 20 40 60 80 100
X X
2.4- 2.4-
e) f)
2.0 20
1.64 1.6
T 1.2 T 1.2
o) o)
0.8 0.8
0.4 0.4
0.0+ . r ! : > . ; 0.0+— . r : : ; ; :
40 20 0 20 40 60 80 100 40 20 0 20 40 60 80 100
X X

Sekil 4.5 a) t=0, b) t=40, c¢) t=60, d) t=90, e) t=110, f) t=150 zamanlarinda {i¢ solitary
dalganin etkilesimi

Gaussian baslangi¢c kosulu kullanilarak, bir soliton dizisinin olusumu iizerinde caligilmistir.
—100 < x < 100 aralhig: iizerinde ¢ = B =y =1, xg = 40, h = 0.25 ve At = 0.25 parame-
treleri secgilmigtir. Sayisal hesaplamalar # = 5 anina kadar yapilarak, hareketin iki korunum
sabitinin degerleri Tablo 4.5’te sunulmugtur. /; ve I, korunum sabitlerinin bagil degisim
yiizdeleri sirastyla 1.782 x 1078 ve %, 4.048 x 10~% % olarak bulunmustur. Sekil 4.6’dan da
goriildiigi gibi, Gaussian baglangic sarti ile herhangi bir soliton olusumu gerceklesmemekte,

ancak zaman ilerledikce dalgalarin artan sayida, diizensiz salinim yaptig1 gézlemlenmektedir.
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Tablo 4.5

Gaussian baglangi¢ sart1 icin korunum sabitleri

I

J4)

DN A W= O~

1.7724538509
1.7724538507
1.7724538506
1.7724538506
1.7724538506
1.7724538506

1.2533141373
1.2533141369
1.2533141369
1.2533141368
1.2533141368
1.2533141368

U (x9

c)

U (xb

-0.4 r ,
-100 -75 -50 -25

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.6

0.4+

0.2

0.0

-0.2

100 75 -50 -25

25

50

75 100

25

50

75 100

U (x9

U (xb

-0.24

-0.4 : T T
-100 -75 -50 -26 0 256 50 75

-0.24

-0.4 , T T T T
-100 -75 -50 -256 0 26 50 75

0.6

0.4

0.2

0.0

100

0.6

0.44

0.2

0.0

100

Sekil 4.6  Gaussian baslangig sarti ile a) t=0, b) t=1, ¢) t=3, d) t=5 zamanlarinda solitonlarin

olusumu
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5. BOLUM
ROSENAU-KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMININ SUBDOMAIN SONLU
ELEMANLAR YONTEMI iLE SAYISAL COZUMU

Bu boliimde, subdomain sonlu elemanlar yontemi ile R-KdV denkleminin sayisal ¢éziimleri
elde edilmigtir. Yaklasim fonksiyonu olarak sektik B-spline fonksiyonlar kullanilmigtir. Von
Neumann teknigi uygulanarak sunulan yontemin kararlilik analizi yapilmigtir. Lineerlestirme
islemi i¢in lumped lineerlestirme teknigi secilmistir. Sonlu elemanlar yaklagim, tek solitary
dalga hareketi, aynm1 yonde ilerleyen farkli genliklere sahip iki ve ii¢ solitary dalganin etk-
ilesimi, Gaussian ve undular bore baslangi¢ sartlari ile dalgalarin olusumu ve soliton dizisinin

gelisimini iceren problemler tizerinde calisilmistir.
5.1 R-KdV Denkleminin Sektik B-Spline Subdomain Yontemi ile Sayisal Coziimii
5.1.1 Denklemin Gelisimi ve Sektik B-Spline Fonksiyonlar

Bu boliimde, a, b, ¢ ve d pozitif parametreler, x ve ¢ indisleri sirastyla konuma ve zamana gore

tiirevleri belirtmek iizere, x — t-oo iken U — 0 fiziksel sinir kosullar1 ile R-KdV denklemi
Us + aUy + bUx + Uit +d (U?) =0 (5.1)

tizerinde durulacaktir.

Sayisal yontemi uygulayabilmek i¢in ¢Oziim bolgesi, a < x < b araligl iizerinde sinir-

landirilarak, x,, diigiim noktalar ile a = xp < x1--- < xy = b gibi N esit alt araliga boliin-

miistiir. m =0, 1,2,...,N i¢in bu araliklarin uzunluklar1 4 = 1% = (Xmt1 — Xp) dir.
U(a,t) =0, U(b,t) =0,
Uy(a,t) =0, Uy(b,t) =0, (5.2)
U (a,t) =0, w(bt)=0 , t>0

homojen sinir sartlar1 ve

Ux,0)=f(x) , a<x<b (5.3)

baslangi¢ sart1 secilerek denklem c¢oziilecektir.
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[a, D] aralig1 iizerindeki x,, diigiim noktalarinda ¢,,(x) sektik B-spline yaklagim fonksiyonlari

m= —3(1)N 42 i¢in

(x_xm—3)6a [Ptm—3,%m—2]

(x—xm,3)6 -7 (x—xm,2)6, [Xm—2,Xm—1]

(x—xm_3)6—7(x—xm_2)6+21 (x—xm_1)6, [Xm—15%m)
) = h% (x—xm_3):—7(x—xm_2):—|-21(x—xm_1)6—35 (x—xm)6, [, Ximt1]

(X —xm+a)” =T (x —xm43)” + 21 (x —xmp2)” [om-+1,%m-42]

(06— X 14)® = 7 (x = x33)°, X425 Xm3]

(x —xm+4)6a [om-+3, Xm-+4]

0, diger durumlar

(5.4)

olarak verilmistir [33]. Bu yaklagim fonksiyonlarinin ¢_3(x), ¢_2(x), ¢_1(x), @o(x), ...,
On+1(x), Onr2(x) kiimesi [a,b] aralig: iizerinde tanimlanacak olan yaklagik ¢oziim igin bir

baz olusturur. U (x,¢) tam ¢oziimiine yaklasan Uy (x,?) yaklagik ¢oziimii

N+2

Un(x,) =Y 0;(x)8;(1) (5.5)

=3

ile verilir. Burada 6;(t), agirlikli rezidii ve sinir sartlarindan elde edilen zamana bagh parame-

tredir. Her eleman i¢in
hE =x—xn, 0<E<I (5.6)

lokal koordinat doniigiimii kullanilarak, [x,,,x,+1] aralig1 iizerinde daha kolay bir sekilde

caligilabilen [0, 1] arahigina doniistiiriilir. Bu durumda [0, 1] aralig1 iizerinde & degiskenine
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bagh olarak asagidaki formda tanimlanabilir.

On-3(8) =168 +158% —208° +158* — 657+ £°,

Om—2(E) = 57— 150 + 13567 — 20&3 — 456+ + 308 — 6E°,

Om—1(E) =302 — 240 — 150E% 4+ 160E% +30E — 60E° + 15E°,

O (&) = 302 +240& — 1502 — 160& 4 30&* 4 60> — 20&°, (5.7)
Omr1(E) = 574 150E 4 135E2 +20E3 —45E* —30E° 4 156&°,

Om2(E) = 1+6E + 156 42083 + 15E* 4+ 6E° — 6£°,

Om+3(§) = &°

X, Xim+1] araligl tizerinde @p—3(x), Pm—2(X)s Pm—1(x), O (X), Out1(X), Py2(x) Ve Py 3(x)
disindaki tiim spline fonksiyonlar sifirdir. Herbir sektik B-spline yedi elemani Orter dyle
ki her [x;;,Xn+1] elemant da yedi spline tarafindan ortiiliir. &,—3, 8u—2, Om—1> Om» Omt1s
Om+2, O3 eleman parametreleri ve @3, 02, Om—1, Oy Oms1s Omr2, O3 eleman sekil

fonksiyonlar1 olmak tizere, [x,,,X;,+1] arahig1 iizerinde U (x,¢) fonksiyonuna

m+3

N (X, ) Z ¢, Xm)O (5.8)

]m3

ile yaklagilir. x,, diigiim noktalarindaki ¢, (x) sektik B-spline fonksiyonlar ve tiirev degerleri

Tablo 5.1°deki gibi verilebilir.

Tablo 5.1 Sektik B-spline fonksiyonlar ve tiirevlerinin x;,
diigiim noktalarindaki degerleri

X Xm—3  Xm—-2 Xm—1 Xm Xm+1  Xm4+2  Xm43
Om (x) 1 57 302 302 57 1
/’l(P,; x) -6 -150 -240 240 150 6

0

0

K2/ (x) 30 270 =300 -300 270 30 0
Ko/ (x) -120 -120 960 -960 120 120 0
KoY (x) 360 -1080 720 720 -1080 360 0
KoY (x) =720 3600 -7200 7200 -3600 720 O

11 ye V sembolleri sirasiyla x’e gore besinci mertebeye kadar tiirevleri belirtmek iizere,

(5.4) sektik B-spline fonksiyonlar1 ve (5.5) deneme fonksiyonu kullanilarak, U, U’, U”, U"",
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U" ve U"’nun diigiim noktalarindaki degerleri §,, eleman parametreleri cinsinden

U, = U(xm) = 6,3 +576,,—2 +30268,,_1 +3026,, + 575,,,.,.1 + 6m+2,

6
Up = U' () = (=83 = 2582 = 4081 +405m+ 258,11 + 8p2),
30

Upt = U"(m) = 3 (834982~ 108, 1~ 108, 498,51+ By12),
Upt = U () = 3 (B3 — B2 4881~ 88+ Bt + By12), (5.9)
U = U (1) = 1@(6,%_3 382+ 2801 + 28— 3811 + Bupa),

UY = U” () = %(—5,"3 582 — 1081+ 108, — 58s1 + i)

olarak bulunur.

5.1.2 Subdomain Sonlu Elemanlar Yontemi

1 nsyvm
Wp(x) =14 %€ b Tl (5.10)

0, diger durumlar

agirlik fonksiyonu ile subdomain sonlu elemanlar yontemi (5.1) denklemine uygulanarak,
Xm+1 2
[ U+ QU+ U+ U +d (U%), ] dx = 0 (5.11)
Xm

agirlikli integrali bulunur. (5.9) denklemindeki ifadeler (5.11) zayif formunda yerlerine

yazilarak, (5.11) denkleminin terim terime integrali alinirsa

b(8n-3+ 12002+ 11918,_1 + 24168, + 11918141 + 120812 + Ony3)

Fa(—8p_3 —568y_2 — 2458,_1 + 245841 + 56812 + pi3)

+3% (=813 — 882+ 1981 — 198,41 + 842 + Si3) (5.12)
120 (813 — 98,-1 + 168 — 901 + Ons3)

+2dZy (=83 — 568, 2 — 2458, 1 + 245811 + 568,124 Sni3) =0

denklemi elde edilir. Lineerlestirme teknigi igin, (5.1) denkleminde lineer olmayan UU,

teriminde U terimi

Zn =Up = Sp_3+ 5782 +3028_1 + 3028, + 5781 + Spio (5.13)
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seklinde lokal sabit olarak alindiktan sonra, U,, + Uy, /2 ifadesi yardimiyla Z,, igin bir

lumped degeri

1
Zy = 5(8 3+ 588}, +3598,-1 + 6048, + 3598, | +585],,2+6,.5)

olarak hesaplanir.

(5.12) denkleminde §,, ve &, parametreleri yerine sirastyla

Sn=a; (On' =) dn=7(53""+0)

(5.14)

(5.15)

ileri fark yaklagimi ve Crank-Nicolson formiilasyonu kullanilirsa, n ve n+ 1 gibi iki zaman

adimu arasindaki iliski 6" ve §"! parametreleri cinsinden

NOL L+ 18+ 1t + 1t + 8 + 1680t + 1 ST
=110 3+ Y0 o+ %50 |+ 10, + 10+ 1o+,
olarak yazilabilir. Burada

At 105bAr - 840c

E—"'2" M=
2h’ h h*

ve At zaman adimini gostermek iizere, § parametrelerinin katsayilart

n=1-E(a+dZ,)—M+K,

1o = 120 — S6E(a+dZy) — 8M,

3 = 1191 —245E(a+dZ,,) + 19M — 9K,
¥ = 2416 + 16K,

¥s = 11914 245E (a + dZ,,) — 19M — 9K,
Y6 = 120+ 56E(a+dZ,,) +8M,

¥ =1+E(a+dZ,)+M+K,

m=0,1,....N—1

seklindedir.
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(5.16) sistemi 6_3, 0_2, ..., On+1, On+2 seklinde N + 6 bilinmeyene sahip N lineer denklem-
den olugur. Bu sistemin ¢oziilebilmesi igin (5.2) sinir sartlarindan elde edilebilecek alti ek
sarta ihtiyag vardir. Bu sartlar yardimiyla (5.16) sistemindeki 6_3, 8_2, 6_1, Oy, On+1, On+2

ve Oy+3 parametreleri yok edilerek, 6 = (8o, 01, ...,0y—1) seklinde N bilinmeyene sahip
A8"t! = B§" (5.19)

N x N tipinde matris sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi Thomas algoritmasi ile ¢oziiliir.
(Coziim siirecinde non-lineerlik etkisini minimize etmek i¢in herbir zaman adiminda iki kez

8" = 8"+ % (8" — 8"!) ig iterasyon islemi uygulanmustir.

(5.16) denklem sisteminde iterasyona baglayabilmek igin, baglangi¢ ve sinir sartlar1 kul-
lanilarak §° = (5(()), 6{), e 5](\),_1) baslangi¢ vektorii belirlenmelidir. Bunun i¢in, = 0 aninda

[a,b] aralig1 lizerindeki

N+3
0)=Y 05, (5.20)

m=-3

yaklagimi ile

Un(x,0) = U(x,,0) m=0,1,2,....N

(Un)'(a,0)=0 , (Uy)'(b,0)=0, (521)
(UN)”<a70) =0 ) (UN>,/<b 0)
(U )///(aa()) =0 ) (UN), ( )
sartlar1 kullanilirsa,
ws=c (5.22)

matris sistemine Thomas algoritmasi uygulanarak 5,2 baslangi¢ vektorii kolayca hesaplanir.

Burada
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384 312 24
281 358 B ]

9 9
512 2719
512303 210 57
157 302 302 57 1
W =

2719 512
157 219 303 312
568 2681
1 38 358 2681
24 312 384

80=18),80,...,80 4"

Ve

C= [U(xo,O),U(xl,O),...,U(xN_l,O)]T
dir.
5.1.3 Kararhhk Analizi

Kararlilik analizi von Neumann teorisine bagl olarak incelenmistir. k£ dalga sayis1 ve & ele-

man biiyiikliigii olmak iizere, genlikteki p biiyiime faktorii
8" = p"eimkh (5.23)

sayisal semanin lineerlestirilmis formundan belirlenir. (5.23) esitligi ile verilen Fourier mod

(5.16) lineer sisteminde yerine yazilarak,

ylpn+lei(m73)kh + ,}/an‘f’lei(M*Z)kh + ,},3pn+lei(m71)kh + ,},4pn+leimkh

s p L imt Dk e pnet it 2)kh | gy gt gim3)kh

24
esitligi elde edilir. Eger, (5.24) ile verilen esitlikte
¢ = cos (kh) + isin (kh) (5.25)
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Euler formiilii kullanilarak, bu denklem sadelestirilirse p biiyiime faktorii

_ 00 (5.26)
W—+10
olarak bulunur. Bu durumda
B=E(a+dZ,) , A=M , u=K , m=0,1,....N—1 5.27
olmak tiizere,
® = (1208 4+ 8u) + (1191 —9u) cos(kh) + 120 cos(2kh) + (1 + ) cos(3kh),
O = (245B — 191) sin(kh) + (56 + 81) sin(2kh) + (B + A ) sin(3kh) (5.28)

ve |p| = I’dir. Bu da lineerlestirilmis semanin sartsiz kararli oldugunu gosterir.
5.1.4 Sayisal Ornekler ve Sonuclar

Tek solitary dalga hareketi, ayn1 yonde ilerleyen iki ve {i¢ solitary dalganin etkilesimi ve
solitonlarin olusumu gibi dort problem i¢in R-KdV denkleminin sayisal ¢oziimleri elde
edilmistir. Secilen bazi zamanlarda analitik ¢oziim ve sayisal ¢oziim arasindaki farki hesapla-

mak icin

N
Ly = ||U"" — Uy]|, ~ hZ‘U,’-“’”—(UN)j‘z (5.29)
J=1
hata normu ve
L= U — Uy = max [ = W), | =128 (5.30)
J

hata normu kullanilmigtir. R-KdV denklemi (5.1) sirasiyla momentum ve enerjiye karsilik

gelen
b N
h=[ vix=hY ;. (531)
a j:1

b 2 2 Al n\2 n
b= / U2+ c(Us) ]dx:h;[(Uj) e (U]
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seklinde iki korunum sabitine sahiptir [55]. Uygulanan yontemin dogrulugunu kontrol etmek

icin /7 ve I, korunum sabitlerindeki degisim incelenmistir.
5.1.4.1 Tek Solitary Dalganmin Hareketi

x — oo iken U — O sinir sart1 ve ¢t = 0 alinarak elde edilen
U(x,0) = Asech* [B (x — xo)] (5.32)

baglangi¢ kosulu ile R-KdV denkleminin (5.1) solitary dalga ¢dztimleri elde edilmigtir. A
dalga genligi, B dalga sayisi, v dalga hiz1 ve xo baslangi¢ noktasi olmak iizere R-KdV den-

kleminin (5.1) analitik ¢6ztimii
U(x,t) = Asech® [B (x — vt — xo)] (5.33)
seklindedir. Burada

1

_2100B> 1| —13ac+ V169427 + 144p%c |* b

(5.34)

By 3 32bc VT 50eB?
ve a, b, ¢, d keyfi sabitlerdir.

Solitary dalga ¢coziimiinden elde edilen sonuglar ile daha 6nce yapilan ¢alismaya ait sonuglari
karsilagtirabilmek igin, (k) ve (At) nin farkli degerleri ile [—70, 100] aralig1 iizerinde a = 1,
b=1,c=1,d=0.5 vev=1.18 parametreleri secilmistir. Bu parametreler ile elde edilen
solitary dalga 0.52632 genlige sahiptir. Diger taraftan ¢+ = 40’ye kadar secilen zaman adim-
larinda korunum sabitleri, L, ve L., hata normlar1 hesaplanarak, elde edilen sonuglar Tablo 5.2
ve Tablo 5.3°de verilmigtir. Bu tablo ayn1 zamanda uygulanan yontem yardimiyla hesaplanan
sayisal sonuglar ile daha 6nce elde edilen sonuglarin karsilastirmasini icermektedir. Tablolar-
dan da goriilebilecegi gibi, programin ¢alismasi esnasinda hesaplanan L, ve L. hata norm-
lar1 diger calismalarda elde edilen degerlerden daha kiiciik, korunum sabitleri ise neredeyse
sabit kalmaktadir. Burada I; ve I, korunum sabitlerinin bagil degisim yiizdeleri sirasiyla
h = At = 0.1 icin 2.221 x 107 ve 6.000 x 10710, h = Ar = 0.05 icin 9.171 x 1077 ve
1.400 x 107, h = At = 0.025 igin 3.838 x 107 ve 3.700 x 10~ ""dir. = 0, 10, ..., 40 icin tek
solitary dalga hareketi Sekil 5.1°te gosterilmistir. Burada beklenildigi gibi, zaman ilerledikge

solitonun genligini ve seklini koruyarak sabit hizla saga dogru hareket ettigi gdzlemlenmistir.
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Problemin ¢6ziim bolgesi tizerinde ¢ = 40 aninda analitik ve sayisal sonuglar arasindaki hatay1
tespit edebilmek icin, 0.52632 genlige sahip tek solitary dalga iizerinde hata dagilimi Sekil

5.2’de gosterilmistir.

Tablo 5.2 h ve At’nin farkli degerleri ve tek solitary dalga i¢cin korunum sabitlerinin

karsilastirilmasi
h=At=0.1 I 43
1 [59] [63] [59] [63]
0 54981750556  5.4977225480  5.4981750556 9807841614  1.0845533653  1.9897841615
10 54981749939  5.4977249365 54981750556 1.9897841614  1.9845950759  1.9897841624
20 54981749598  5.4977287449 54981750556 1.9897841614  1.9846459641  1.9897841629
30 54981749423  5.4977319638 54981750555 19897841614 19846798272 1.9897841633
40 54981749335  5.4977342352 54981750621 1.9897841614  1.9847015013  1.9897841635
h=At=0.05 I b
i [59] [63] [59] [63]
0 54981692134  5.4980606845 54981692134 19897831853  1.9843901753  1.9897831853
10 54981691962  5.4980608372 54981692136 1.9897831854  1.9844010295  1.9897831855
20 54981691829  5.4980610805  5.4981692136 1.9897831852  1.9844143675  1.9897831855
30 54981691736 5.4980612870 54981692134 1.9897831856  1.9844232703  1.9897831854
40 54981691629  5.4980613985 54981692116 19897831853 19844289740  1.9897831852
h=Ar=0.025 I b
: [59] [63] [59] [63]
0 54981698357 5.4981454184  5.4981698357 1.9897809061  1.9849493353  1.9897809062
10 54981697751  5.4981454791  5.4981698365 1.9897809063  1.9843521098  1.9897809077
20 54981697199  5.4981455454  5.4981698322 1.9897809028  1.9843555206  1.9897809038
30 54981696708  5.4981456095  5.4981698290 1.9897808998  1.9843578113  1.9897809019
40 54981696247  5.4981456591  5.4981698203 1.9897808987  1.9843592922  1.9897808975

Tablo 5.3 & ve At’nin farkli degerleri ve tek solitary dalga i¢in hata
normlarinin karsilagtirilmasi

h=Ar=0.1 Ly x 103 Lo x 10°
7 [59] [63] 591 [63]
0 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000  0.000000 _ 0.000000
10 0.356724  1.641934  0.370348 0.141639  0.631419  0.149073
20 0.646705  3.045414  0.665684 0.244374  1.131442  0.253418
30 0.902514  4.241827  0.924741 0.326169  1.533771  0.336342
40 1.162489  5.297873  1.187411 0411492  1.878952  0.422656
h=At=0.05 L x 107 Lo, x 10%
1 [59] [63] [59] [63]
0 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000  0.000000  0.000000
10 0.854386  4.113510  0.888297 0.343706  1.582641  0.362314
20 1.779040  7.631169  1.823510 0.627075  2.835874  0.649564
30 2.810186  10.62971  2.862236 0.975412  3.843906  1.000742
40 3.783328 1327645  3.842086 1293116 4709118  1.320897
h=Ar=0.025 L, x 10* Lo x 10°
1 [59] [63] [59] [63]
0 0.000000  0.000000  0.000000 0.000000  0.000000  0.000000
10 0.351702  1.028173  0.357060 1.420544  3.965867  1.421479
20 0.916735 1905450  0.925408 3258903  7.097948  3.264848
30 1.043479  2.650990  1.057023 4681364 9.610332  4.742297
40 1.183139  3.306738  1.183710 4.847163 11.76011  4.846861
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Sekil 5.1 Tek solitary dalga hareketi
5.1.4.2 ki Solitary Dalgammn Etkilesimi

Ikinci problem olarak, farkli genliklere sahip ayrik iki solitary dalganin lineer toplami olarak

verilen
2

U(x,0) = ¥ Assech* [B; (x — x;)] (5.35)
i=1

baslangic sartin1 kullanarak, aym1 yonde ilerleyen farkli biiyiikliikteki iki solitary dalganin

e . .. 210bB?
etkilesimi tizerinde caligilmistir. Burada i = 1,2 i¢in, A; = %, B, = ‘, /% , Vi Ve X;

keyfi sabitlerdir.

ki solitary dalganin etkilesimi i¢in, —100 < x < 400 aralig1 izerinde a =1, b =1, c =1,
d=0.5,h=0.1,At=0.1,v; =0.3, v, = 0.5, x; = =70 ve x, = —35 parametreleri secilmistir.
t = 0’dan t = 250’e kadar uygulanan yontem ile elde edilen korunum sabitlerinin degerleri
Tablo 5.4’te verilmistir. Tablodan da goriildiigii gibi, programin ¢alismasi sirasinda hesa-

planan korunum sabitlerinin degerleri hemen hemen sabit kalmaktadir.

Secilen parametreler ile # = 0 aninda biiyiik solitary dalganin baglangi¢ noktast x; = —70,
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Sekil5.2 a)h=At=0.1,b) h=At =0.05,c) h = At = 0.025 i¢in t = 40’da hata dagilim

hiz1 vi = 0.3 ve genligi A; = 2.07 iken kiiciik solitary dalganin baslangic noktas1 x, = —35,
hizi v, = 0.5 ve genligi A, = 1.24’dir. Sekil 5.3, aynm1 yonde ilerleyen farkli genliklere sahip
iki solitary dalganin etkilesiminin zamana gore gelisimini gostermektedir. Sekilden agikca
goriildiigii gibi, ¥ = 0 aninda simiilasyonun baslangicinda biiyiik solitary dalga kiiciik solitary
dalganin sol tarafinda yer almaktadir. Zaman ilerledikge, yaklagik olarak + = 80 anina kadar
biiylik solitary dalga kiiciik solitary dalgay1 yakalamakta ve kiiciik solitary dalga absorbe
edilmektedir. Bu ortiisme siireci + = 150 anina kadar devam etmektedir. Sonra biiyiik soli-
tary dalga kiiciik solitary dalgayr gecmekte ve ayrilma siireci baglamaktadir. = 250 aninda
etkilesim tamamlandiktan sonra biiyiik solitary dalga tamamen kii¢iik solitary dalgadan ayril-
maktadir. Bu siirecten sonra her iki solitary dalga da ilk yapisim1 ve hizin1 koruyarak yoluna

devam etmektedir.
5.1.4.3 Uc Solitary Dalganin Etkilesimi

Uciincii problem olarak, aymi yonde ilerleyen ve farkli genliklere sahip ii¢ solitary dalganin

etkilesimi tizerinde durulacaktir. Farkli genliklere sahip ayrik ii¢ solitary dalganin lineer
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Tablo 5.4

Iki solitary dalganin etkilesimi icin
korunum sabitleri

50
100
150
200
250

I

19.3547763167
18.6976052814
18.6524580290
18.6849314916
18.6798456059
18.6670839625

L

23.4555195111
23.4623857679
23.4627919923
23.4648227878
23.4658462283
23.4662281908

toplami olarak verilen

3
U(x,0) = ZA,-sech4 [Bi (x —x;)]

i=1

baglangi¢ sartin1 kullanarak, ayn1 yonde ilerleyen farkli biiyiikliikteki ii¢ solitary dalganin
2
etkilesimi tizerinde calisilmistir. Burada, i = 1,2,3 icin A; = %, B, = ‘, / %cw

keyfi sabitlerdir.
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Sekil 5.3 a) t=0, b) t=80, c) t=100, d) t=110, e) t=120, f) t=130, g) t=150, h) =250

zamanlarinda iki solitary dalganin etkilesimi
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Ug solitary dalgamn etkilesimi icin, —100 < x < 400 arahig1 iizerinde a =1, b =1, c = 1,
d=05h=0.1,At=0.1,vi =03,v,=0.5,v3 =0.8, x; = =70, x = —40 ve x3 = —15
parametreleri secilmistir. # = 0’dan ¢ = 250’ye kadar uygulanan yontem ile elde edilen ko-
runum sabitlerinin degerleri Tablo 5.5’te verilmistir. Tablodan da goriildiigii gibi, programin

calismas1 esnasinda hesaplanan korunum sabitlerinin degerleri neredeyse sabit kalmaktadir.

Secilen parametreler ile + = 0 aninda biiyiik solitary dalganin baglangi¢ noktasi x; = —70,
hiz1 vi = 0.3 ve genligi A; = 2.07; ortadaki solitary dalganin baglangi¢c noktasi x; = —40,
hiz1 vy = 0.5 ve genligi A, = 1.24; kiiciik solitary dalganin baslangi¢ noktasi x3 = —15, hizi
vz = 0.8 ve genligi A3 = 0.78dir. Sekil 5.4, ayn1 yonde ilerleyen farkli genliklere sahip
tic solitary dalganin etkilesiminin zamana gore gelisimini gostermektedir. Sekilden acgikca
goriildiigii gibi, r = 0 aninda simiilasyonun baslangicinda biiyiik solitary dalga solda, kiiciik
solitary dalga sagda diger solitary dalga da bu iki solitary dalganin arasinda yer almaktadir.
Zaman ilerledikge, yaklasik olarak r = 50 aninda etkilesim baslamakta, ortiisme siireci ¢ = 50
ve t = 170 zaman araliginda meydana gelmektedir. # = 250 aninda etkilesim tamamlandiktan
sonra solitary dalgalar tamamen birbirinden ayrilmaktadir. Bu siirecten sonra her ii¢ solitary

dalga da ilk yapisin1 ve hizini koruyarak yoluna devam etmektedir.

Tablo 5.5 Ug solitary dalganin etkilesimi icin
korunum sabitleri

t I L

0 26.0335670001 27.0338255158
50 25.3912010200 27.0410243545
100 25.1890637167 27.0421570504
150 25.1729836835 27.0438944266
200 25.1975503011 27.0448261554
250 25.1823024487 27.0452250712
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Sekil 5.4 a) t=0, b) t=50, c) t=80, d) t=100, e) t=120, f) t=140, g) t=170, h) t=250
zamanlarinda ii¢ solitary dalganin etkilesimi
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5.1.4.4 Solitonlarin Olusumu

Gaussian Baslangi¢ Sarti  Bu boliimde, R-KdV denklemi yardimiyla

U(x,0) =exp [— (x —xo)z} (5.37)
Gaussian baglangic sart1 ve

U(-50,¢) =U(200,t)=0 , t>0 (5.38)

siir sart kullanilarak, ¢’nin ¢esitli degerleri icin solitonlarin olusumu iizerinde ¢aligiimigtr.
Bu durumda, ¢oziimiin davranisi ¢’nin degerlerine baglidir. Bundan dolayi, 0 <7 < 10 ar-

alifinda ¢ = 0.5, ¢ = 0.1 ve ¢ = 0.05 degerleri secilmistir.

Bu problemde, —50 < x < 200 aralig1 tizerinde parametrelera =1, b=1,d = 0.5, xo = 40,
h=0.1ve At =0.1 olarak alinmigstir. Sayisal hesaplamalar = 10’a kadar gerceklestirilmisgtir.
¢’nin farkli degerleri i¢in hareketin iki korunum sabitinin degerleri Tablo 5.6’da sunulmus-
tur. Zaman ilerledik¢e korunum sabitlerinin neredeyse sabit kaldig1 tablodan goriilmektedir.
Ayrica, Sekil 5.5’de ¢’nin farkli degerleri icin r = 10°da dalgalarin davraniglar1 gosterilmistir.
Sekil 5.5’ten de goriildiigii gibi herhangi bir soliton olusumu gerceklesmemektedir. Fakat, ¢

degeri azaldik¢a dalgalarin artan sayida, diizensiz salinim yaptig1 gozlemlenmektedir.

Tablo 5.6 ¢’nin farkli de8erleri ve Gaussian baglangi¢ sart1 icin korunum sabitleri

c=0.5 c=0.1 c=0.05

t I b I b I b

0 1.7724808968 3.1332182119 1.7724808968 1.6293102517 1.7724808968 1.4413217567
2 1.7724808968 3.1332186282 1.7724808968 1.6293106040 1.7724808968 1.4413219747
4 1.7724808968 3.1332190741 1.7724808968 1.6293106594 1.7724808968 1.4413219158
6 1.7724808968 3.1332193712 1.7724808968 1.6293106739 1.7724808968 1.4413218732
8 1.7724808968 3.1332196926 1.7724808968 1.6293107034 1.7724808968 1.4413218681
10 1.7724808968 31332197526 1.7724808968 1.6293107402 1.7724808968 1.4413218931

Undular Bore Baslangi¢c Sarti  Son olarak, R-KdV denklemi yardimiyla

U(x,0) = %Uo [1 ~tanh (‘x‘ ;x‘))} (5.39)

undular bore baglangic sart1 ve

U(—-50,t) =U(350,t) =0 , t>0 (5.40)
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Sekil 5.5 a)c=0.5, b) c=0.1, ¢) ¢=0.05 i¢in Gaussian baglangi¢ sart1 ile solitonlarin olusumu

siir sart1 kullanilarak, ¢’nin cesitli degerleri icin solitonlarin olusumu tizerinde ¢aligilmstr.
Bu durumda, ¢oziimiin davranisi ¢’nin degerlerine baglidir. Undular bore ¢ = 0 aninda denge
yiizeyi iizerindeki yiiksekligini yansitir. Genligin su seviyesindeki degisimin merkezi ise
x = xo’dir. d parametresi degisimin dikligini dlcer. d’nin kiigiik degerleri daha dik olmaya

egimlidir.

Sayisal hesaplamalar i¢in, parametreler a =1, b=1,c=1,d =0.5, v=1.18, h =0.1,
At=0.1,Uy =1, x9 =25 ve d = 5 olarak alinmustir. Program ¢ = 150’ye kadar ¢aligtirilmis ve
hesaplanan korunum sabitleri Tablo 5.7°de listelenmigtir. Tablodan hesaplama sirasinda ko-
runum sabitlerinin degerlerini korudugu goriilmektedir. Sekil 5.6, secilen zamanlarda soliton
dizisinin olusumunu gostermektedir. Zaman ilerledikce, alt1 solitonun olusarak saga dogru

hareket ettigi gozlemlenmektedir.

112



Tablo 5.7 Undular bore baglangic sart1 icin

korunum sabitleri

t I L
0.0 50.0000031022 45.0046240676
25 49.9962032980 45.0046392765
50 49.9953438219 45.0046467879
75 49.9926519881 45.0046494681
100 49.9947407323 45.0046572374
125 49.9933952569 45.0046645828
150 49.9916251623 45.0046688213
2 46l ®) 6.
1.2 1.2
X o8l X o8l
o] o}
0.4 0.4
0.0+ : : : 0.04—/. : : :
0 100 200 300 0 100 200 300
X
) 46l el
1.2 1.2
X o8l X o8l
o] o}
0.4 0.4
0.0 : 0.0- :
: 100 200 300 0 100 200 300
X
e) 1.6 f) 1.6
1.2 1.2
X o8l X sl
D o}
0.4 0.4
0.0 0.0-
0 100 200 300 0 100 200 300

X

Sekil 5.6  Undular bore basglangic sarti ile a) t=0, b) t=25, c) t=50, d) t=75, e) t=100, f) t=150

zamanlarinda solitonlarin olusumu
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6. BOLUM
SONUC VE ONERILER

Bu boliimde, modifiye edilmis Korteweg-de Vries (mKdV) ve modifiye edilmis Kawahara
(mK) s1g su dalga denklemleri ve Rosenau-Korteweg-de Vries (R-KdV) dagilimli s1g su
dalga denkleminin fiziksel davraniglarini incelemek i¢in uygulanan yontemler ve elde edilen

sonuglarla ilgili tartismalara yer verilecektir.

Ikinci ve iigiincii bolimde, mKdV denklemi B-spline yaklasim fonsiyonlarina bagh
olarak sirasiyla Galerkin ve Petrov-Galerkin sonlu elemanlar yontemleri ile sayisal olarak
coziilmiustiir. Tek solitary dalga hareketi, iki ve ii¢ solitary dalganin etkilesimi ve Gaussian
baglangic sart1 ile solitonlarin olusumunu iceren problemler ile elde edilen sonuglarin, lit-
eratiirde yer alan bazi sayisal sonuglardan daha iyi oldugu tespit edilmistir. Bu durumda,
uygulanan yontemin mKdV denklemi i¢in kargilastirilan yontemlerden daha pratik, dogru ve

etkili bir sayisal yaklagim teknigi oldugu sdylenebilir.

Dordiincii boliimde, septik B-spline yaklasim fonsiyonlar: ile kollokasyon sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak mK denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir. Literatiirde yer alan
calismalara ilave olarak, tek solitary dalga hareketinin yani sira ilk kez iki ve ii¢ solitary dal-
ganin etkilesimi ve Gaussian baglangi¢ sart1 ile solitonlarin olusumu incelendiginde, soliton-
larin olusumu disinda uygulanan yontemin bu fiziksel olaylar1 basarili bir sekilde modelledigi

gozlemlenmistir.

Besinci boliimde, subdomain sonlu elemanlar yontemi ile R-KdV denklemi sayisal olarak
coziilmistiir. Yaklasim fonksiyonu olarak sektik B-spline fonksiyonlar kullanmilmistir. Tek
solitary dalga hareketi incelenerek, elde edilen sonuclarin diger caligmalardaki sayisal
sonu¢lardan daha iyi oldugu gozlemlenmstir. Ayrica, literatiirdeki ¢alismalardan farkli olarak
ilk kez iki ve li¢ solitary dalganin etkilesimi ile Gaussian ve undular bore baslangic sart-
lar1 kullanilarak soliton dizisinin olusumu gosterilmistir. Gaussian baglangi¢ sarti ile soliton

olusumu disinda diger fiziksel problemler simiilasyonlarla etkili bir sekilde gosterilmistir.

Bu tez calismasinda, mKdV, mK ve R-KdV dalga denklemleri ile dagilimli ve dagilimli ol-
mayan s1§ su dalgalarimin bazi fiziksel 6zellikleri basarili bir sekilde gosterilerek, sayisal
simiilasyonlarla desteklenmistir. Sonug olarak, uygulanan sonlu elemanlar yontemleri benzer

tipteki lineer olmayan olusum denklemlerinin ¢oziimiinde giivenilir bir sekilde kullanilabilir.

114



10.

11.

12.

13.

14.

15.

KAYNAKLAR

Yiiksel, Y., Ozkan Cevik, E., “Kiy1 Miihendisligi”, Beta Basim Yayim Dagitim, S.
732, Istanbul, 20009.

Young, T., “Bakerian Lecture: Experiments and calculations relative to physical
optics”, Philosophical Transactions of the Royal Society, 94, 1-16, 1804.

Einstein, A., “Uber einen die Erzeugung und Verwandlung des Lichtes betreffenden
heuristischen Gesichtspunkt”, Annalen der Physik, 322 (6), 132-148, 1905.
Gourley, M. R., Apelt, C. J., “Coastal Hydraulics and Sediment Transport in a
Coastal System”, Department of Civil Engineering, University of Queensland Press,
s. 249, Brisbane, 1985.

Forel, F. A., “Le-Léman-Monographie Limnologique, Tome I”, Editions Rogue, s.
543, Lausanne, 1892.

Forel, F. A., “Le-Léman-Monographie Limnologique, Tome 117, Editions Rogue, s.
651, Lausanne, 1895.

Yalginer, A. C., “Denizin kiyiya tagidigi felaket: Tsunami”, Tubitak Bilim ve Teknik
Dergisi, 322, 48-57, 1994.

Galileo, G., “Dialogue Concerning the Two Chief World Systems”, 1632.

Newton, 1., “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, 1686.

Kamphuis, J. W., “Introduction to Coastal Engineering and Management”, World
Scientific Publishing, s. 472, Singapore, 2000.

Komar, P. D., “Beach Processes and Sedimentation”, Prentice-Hall, s. 479, New
Jersey, 1976.

Russell, J. S., “Report on waves”, Report of the Fourteenth Meeting of the British
Association for the Advancement of Science, s. 311-390, York, 1844.

Hobhouse, H., “The building of the Great Eastern”, Southern Millwall: Drunken
Dock and the Land of Promise, 43-44, 466-480, 1994.

Irk, D., “Baz1 kismi tiirevli diferensiyel denklem sistemlerinin B-spline sonlu
elemanlar ¢oztmleri”, Eskisehir Osmangazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii,
Doktora Tezi, s. 4, Eskisehir, 2007.

Korteweg, D. J., de Vries, G., “On the change of form of long waves advancing in a
rectangular canal, and on a new type of long stationary wave”, Philosophical
Magazine, 39, 422-443, 1895.

115



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

Zabusky, N. J., Kruskal, M. D., “Interaction of solitons in a collisionless plasma and
recurrence of initial states”, Physical Review Letters, 15, 240-243, 1965.

Gardner, C. S., Greene, J. M., Kruskal, M. D., Miura, R. M., “Method for solving the
Korteweg-de Vries equation”, Physical Review Letters, 19, 1095-1097, 1967.

Gu, C., “Soliton Theory and Its Applications”, Springer-Verlag, s. 403, Berlin, 1995.
Rickets, D. S., Li, X., Ham, D., “Taming electrical solitons-A new direction in
picosecond electronics”, IEEE Radio Frequency Integrated Circuits Symposium, s.
33-36, San Francisco, 2006.

Kuwayama, H., Ishida, S., “Biological soliton in multicellular movement”, Scientific
Reports, 3:2272, 1-5, 2013.

Blanco-Redondo, A., Martijn, S. C., Sipe, J. E., Krauss, T. F., Eggleton, B. J., Husko,
C., “Pure-quartic solitons”, Nature Communications, 7:10427, 1-8, 2016.
Hrennikoff, A., “Solution of problems of elasticity by the frame-work method”,
ASME Journal of Applied Mechanics, 8, 619-715, 1941.

Courant, R., “Variational methods for the solution of problems of equilibrium and
vibrations”, Bulletin of the American Mathematical Society, 49, 1-23, 1943.

Turner, M., Clough, R. W., Martin, H. C., Topp, L. J., “Stiffness and deflection
analysis of complex structures”, Journal of the Aeronautical Sciences, 23 (9), 805-
823, 1956.

Clough, R. W., “The finite element method in plane stress analysis”, Proceedings of
the 2nd ASCE Conference on Electronic Computation, Pittsburg, 1960.

Strang, G., Fix, G. J., “An Analysis of the Finite Element Method”, Prentice-Hall, s.
306, New Jersey, 1973.

Karakog, S. B. G., “Sonlu elemanlar yontemi ile modifiye edilmis esit genislikli
dalga denkleminin sayisal ¢oziimleri”, /nénii Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii,
Doktora Tezi, s. 10-12, Malatya, 2011.

Reddy, J. N., “An Introduction to the Finite Element Method 2nd ed.”, McGraw-Hill
Education, s. 684, New York, 1993.

Davies, A. J., “The Finite Element Method: A First Approach”, Oxford University
Press, s. 300, Oxford, 1980.

Schoenberg, 1. J., “Contributions to the problem of approximation of equidistant data

by analytic functions, Part B: On the problem of osculatory interpolation, a second

116



31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

class of analytic approximation formulae”, Quarterly of Applied Mathematics, 4 (2),
112-141, 1946.

de Boor, C., “A Practical Guide to Splines”, Springer-Verlag, s. 392, New York
1978.

Hollig, K., “Finite Element Methods with B-Splines”, Society for Industrial &
Applied Mathematics, s. 145, Philadelphia, 2003.

Prenter, P. M., “Splines and Variational Methods”, John Wiley, s. 487, New York,
1975.

Miura, R. M., Gardner, C. S., Kruskal, M. D., “Korteweg—de Vries equation and
generalizations. Il. Existence of conservation laws and constants of motion”, Journal
of Mathematical Physics, 9, 1204-1209, 1968.

Kaya, D., “An application for the higher order modified KdV equation by
decomposition method”, Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, 10 (6), 693-702, 2005.

Biswas, A., Raslan, K. R., “Numerical simulation of the modified Korteweg-de Vries
equation”, Physics of Wave Phenomena, 19 (2), 142-147, 2011.

Raslan, K. R., Baghdady, H. A., “A finite difference scheme for the modified
Korteweg-de Vries equation”, General Mathematical Notes, 27 (1), 101-103, 2015.

Kawahara, T., “Oscillatory solitary waves in dispersive media”, Journal of the
Physical Society of Japan, 33 (1), 260-264, 1972.

Haragus, M., Lombardini, E., Scheel, A., “Spectral stability of wave trains in the
Kawahara equation”, Journal of Mathematical Fluid Mechanics, 8, 482-509, 2006.

Wazwaz, A.-M., “New solitary wave solutions to the modified Kawahara equation”,
Physics Letters A, 360 (4-5), 588-592, 2007.

Biswas, A., “Soliton perturbation theory for the modified Kawahara equation”,
Applications and Applied Mathematics: An International Journal, 3 (6), 218-223,
2008.

Biswas, A., Zerrad, E., “Soliton perturbation theory for the generalized Kawahara
equation”, Advanced Studies in Theoretical and Applied Mechanics, 1 (1), 39-44,
2008.

Biswas, A., “Solitary wave solution for the generalized Kawahara equation”, Applied
Mathematics Letters, 22 (2), 208-210, 20009.

117



44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Kurulay, M., “Approximate analytic solutions of the modified Kawahara equation
with homotopy analysis method”, Advances in Difference Equations, 2012:178, 1-6,
2012,

Elgarayhi, A., “Exact traveling wave solutions for the modified Kawahara equation”,
Zeitschrift fur Naturforschung A, 60 (3), 139-144, 2014.

Ullah, H., Nawaz, R., Islam, S., Idrees, M., Fiza, M., “The optimal homotopy
asymptotic method with application to modified Kawahara equation”, Journal of the
Association of Arab Universities for Basic and Applied Sciences, 18, 82-88, 2015.
Bekir, A., Guner, O., Bilgil, H., “Optical soliton solutions for the variable coefficient
modified Kawahara equation”, Optik, 126, 2518-2522, 2015.

Safavi, M., Khajehnasiri, A. A., “Solutions of the modified Kawahara equation with
time-and space-fractional derivatives”, Journal of Modern Methods in Numerical
Mathematics, 7 (1), 10-18, 2016.

Polat, N., Kaya, D., Tutalar, H. 1., “A analytic and numerical solution to a modified
Kawahara equation and a convergence analysis of the method”, Applied Mathematics
and Computation, 181 (1), 193-199, 2006.

Bibi, N., Tirmizi, S. I. A., Haq, S., “Meshless method of lines for numerical solution
of Kawahara type equations”, Applied Mathematics, 2, 608-618, 2011.

Bakodah, H. O., “New approach for numerical solution of Kawahara and modified
Kawahara equations by adomian decomposition method”, International Journal of
Conceptions on Computing and Information Technology, 3 (2), 40-43, 2015.
Zarebnia, M., Aghili, M., “A new approach for numerical solution of the modified
Kawahara equation”, Journal of Nonlinear Analysis and Application, 2, 48-59, 2016.
Rosenau, P., “Dynamics of dense discrete systems”, Progress of Theoretical Physics,
79, 1028-1042, 1988.

Zuo, J.-M., “Solitons and periodic solutions for the Rosenau-KdV and Rosenau-
Kawahara equations”, Applied Mathematics and Computation, 2015 (2), 835-840,
2009.

Esfahani, A., “Solitary wave solutions for generalized Rosenau-KdV equation”,
Communications in Theoretical Physics, 55 (3), 396-398, 2011.

Razborova. P., Triki, H., Biswas, A., “Perturbation of dispersive shallow water

waves”, Ocean Engineering, 63, 1-7, 2013.

118



S7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

Ebadi, G., Mojaver, A., Triki, H., Yildirim, A., Biswas, A., “Topological solitons and
other solutions of the Rosenau-KdV equation with power law nonlinearity”,
Romanian Journal of Physics, 58 (1-2), 1-10, 2013.

Saha, A., “Topological 1-soliton solutions for the generalized Rosenau-KdV
equation”, Fundamental Journal of Mathematical Physics, 2 (1), 19-23, 2012.

Hu, J., Hu, B., “Conservative linear difference scheme for Rosenau-KdV equation”,
Advances in Mathematical Physics, Article ID 423718, 7 pages, 2013.

Wongsaijai, B., Poochinapan, K., “A three-level average implicit finite difference
scheme to solve equation obtained by coupling the Rosenau-KdV equation and the
Rosenau-RLW equation”, Applied Mathematics and Computation, 245, 289-304,
2014,

Zheng, M., Zhou, J., “An average linear difference scheme for the generalized
Rosenau-KdV equation”, Journal of Applied Mathematics, Article ID 202793, 9
pages, 2014.

Karakoc, S. B. G., Ak, T., “Numerical solution of Rosenau-KdV equation using
subdomain finite element method”, New Trends in Mathematical Sciences, 4 (1),
223-235, 2016.

Karakoc, S. B. G., Ak, T., “Numerical simulation of dispersive shallow water waves
with Rosenau-KdV equation”, International Journal of Advances in Applied
Mathematics and Mechanics, 3 (3), 32-40, 2016.

Miura, R. M., “The Korteweg—de Vries equation: a survey of results”, SIAM
Review}, 18, 412-459, 1976.

119



OZGECMIS

1987 yilinda Giresun’da dogdu. Ilk ve orta 6grenimini Giresun’da tamamladi. 2005
yilinda kazandi§i Gazi Universitesi, Kirsehir Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik
Boliimii’nden 2009 yilinda mezun oldu. Hemen ardindan Nigde Universitesi’nde
memur olarak goreve basladi. 2009 yilinda Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri En-
stitiisii, Matematik Anabilim Dali’nda baglamis oldugu yiiksek lisans egitimini ve 2011
yilinda Nevsehir Universitesi'nde baglamis oldugu pedagojik formasyon egitimini
2012 yilinda tamamladi. Ayn1 y1l Nevsehir Hac1 Bektas Veli Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali’nda doktora yapmaya hak kazandi. Yiiksek lisans
ve doktora egitimi boyunca TUBITAK tarafindan desteklendi. 2014 yil1 Subat ayinda
goreve basladigi Yalova Universitesi, Miihendislik Fakiiltesi’nde ogretim gorevlisi

olarak akademik calismalarina devam etmektedir.

Adres:  Yalova Universitesi
Miihendislik Fakiiltesi
Ulagtirma Miihendisligi Boliimii
Merkez Yerleske, P.K: 77200
Merkez/YALOVA

E-Posta: akturgut@yahoo.com

120






