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Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde girig, amag-kapsam Ve literatiir taramasi verilmistir.
Ikinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili genel tanimlar ve teoremler verilmistir.

p
Xn

Uciincii boliimde, 4,p,r € (0,0) ve x_;, xo € (0, ) olmak iizere x,,,; = A +

T )
Xn-1

n € N, fark denkleminin pozitif ¢6ziimlerin sinirlilik karakteri incelenmistir.

Dordiincti boliimde, A,p,r € (0,0) ve x_;, xo € (0,0) olmak iizere x,,; = A4 +

ST

*n—1
q
n

, n € Ny, fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin siirliligi, direngliligi, cekimliligi

b2

ve kararliligi incelenmistir. Dahast bu denklemin asal 2-periyotlu ¢dziimlerin varligi da

incelenmistir.
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ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.

In the first part, introduction, aim-scope and literature review are given.

In the second part, the general definitions and theorems related to difference equations
are given.

In the third section, the boundedness character of positive solutions of difference

P
Xn

equation x,.; = A + , n € Ny, where A4,p,r € (0,0) and x_;, xo € (0,), is

Xp_1
investigated.

In the fourth chapter, the boundedness, the persistence, the attractivity and the stabilitiy

P
of the positive solutions of the nonlinear difference equation x,,; =4 + 21, ne€
X

n

Ny, where 4,p,q € (0,) and x_;, x, € (0, ), are examined. Moreover the existence

of a prime two periodic solution of this equation is studied.
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BOLUM 1

GIRIS

Dogada canli ya da cansiz her zerre zamanin igerisinde bir dongii halinde, kusursuz
isleyen bu miikemmel dongiinlin planlayicis1 muhakkak ki belirli kurallar ve olgiiler
koymustur. Insanoglu bu déngiide yasadig1 cevreyi tanimak, yasanan olaylar1 anlamak,
kendisini ve dogay1 korumak i¢in en ilkel ¢aglardan beri matematigi hep bir ara¢ olarak
kullanmigtir. Dogasinda merak etme arzusu olan insan, bilmek ve O0grenmek igin
gecmisten giinlimiize kadar fen bilimleri, miihendislik bilimi ve sosyal bilimleri gibi
bir¢ok alanda matematik bilimini yardimei bilim olarak kullanmistir.

Matematik biliminin, uygulamali matematik alaninin 6nemli konularindan biri olan
diferansiyel denklemler ve fark denklemlerinin arastirillmasinda zamanla yogun bir ilgi
olusmustur. Dinamik sistemlerin iki ana ¢esidi olan diferansiyel denklemler ile fark
denklemleri ¢ok biiyiikk benzerlik gostermekle birlikte ayrigtigi durumlar da vardir. X
bagimsiz degiskeninin siirekli oldugu durumlarda y(x) bagimli degiskenin degisimi
y'(x), y"(x), y"'(x) ... tirevleri yardimiyla agiklanabilir. Ancak X’ in siirekli
olmadig1 kesikli degerler olmas1 durumunda degisim, tiirevler yardim ile agiklanamaz.
Bundan dolay1 X’ in tam say1 degerleri aldig1 durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu
farklarin  bulundugu fark denklemleri tizerinde durulmustur [19]. Diferansiyel
denklemlerde karsilagilan siireksizlik durumlarini, fark denklemleri ile kaldirmak
miimkiindiir [21]. Fark denklemleri, diferansiyel denklemlerden daha sonra ortaya
atilmistir. Fark denklemleri miihendislik, fizik, kimya, biyoloji, ekonomi, genetik ve
popiilasyon dinamigi gibi bir ¢ok uygulama alaninda kullanilmaktadir. Bu da fark
denklemlerine olan ilgiyi son zamanlarda artirmis ve fark denklemlerini ilgi odagi

haline getirmistir. Bunlardan bir kagina deginecek olursak 6rnegin;

Fibonacci ismiyle de anilan Italyan matematik¢i Leonardo da Pisa, 1202 yilinda yazdig
“Liber Abaci” adli kitabinda, biyolojide ilk matematiksel model olan tavsan niifus artis
modelini ortaya koymustur. Bu problemin ifadesi su sekilde ifade edilebilir; bir ¢ift
olgun tavsan her aym sonunda bir ¢ift yavrulamakta ve bu yavrular iki ayda

olgunlagmakta ve hicbir tavsanin 6lmedigi var sayilmaktadir. Bu var sayimin altinda bir



¢ift olgun tavsan ile baslanacak olursa olusacak tavsan niifusu, baslangi¢c kosullari
Xo = 1 ve x; = 1 olmak iizere denklemi;

Xn+2 = Xp41 + Xn, n € Ny,

seklinde olup, bu denklem tavsan problemi olarakta bilinmektedir [26].

Malthus Popiilasyon Modeli; Malthus’ tan beri popiilasyon dinamikleri kapsamli bir
sekilde incelenmektedir. Caligmalarin amaci, temel ve 6nemli yasam olaylarini (dogum,
olgunlagma, ¢ogalma ve 6liim) takip eden bir grup canlinin zaman i¢indeki evrimlerini
incelemektir. Bu canli grubu, bakteriler, hayvanlar ya da insanlar olabilir. Kolaylik
olmasi i¢in, popiilasyon modellerinde genellikle niifusun sadece disi kism1 géz Oniine
almir. n aninda, bir popiilasyondaki disi sayisi y, olsun. En basit popiilasyon modeli,
Malthus modeli, y, baslangi¢ kosulu ile beraber asagidaki gibi
Vsl =T.Yn, 7>0, n€N,,
tanimlanir. Burada r parametresi, popiilasyonda ki dogum ve 6liim oranlar1 arasindaki
fark olup biiylime orani olarak adlandirilir. Denklemin ¢6ziimii
Yn =1"Yo, n €Ny,
seklindedir. Eger |r| < 1 ise, n — o igin y,, — 0 olur, yani popiilasyon eninde sonunda
yok olur. |r] > 1 ise de, n —» o igin y;,, — oo olur ki bu da dogada ki kaynaklar sinirl

oldugundan miimkiin degildir [23].

Lojistik Biiyiime Modeli; Robert May, 1976 yilinda Nature dergisinde yayinlanan
Simple mathematical models with very complicated Dynamics adli makalesinde birinci
mertebeden bir fark denklemi ile tanimlanan biyolojik modellerin dinamigini
incelemistir. Lojistik denklem (Verhulst modeli, lojistik biiyiime modeli) asagidaki
sekilde tanimlanir;

Yn+1 = Tn (1 - y?n)'

burada K sayisi ortamin tagima kapasitesi olarak adlandirilir. Popiilasyon biiyiikliigii bu
kapasiteye yaklasmaya bagladiginda popiilasyon kiigiilmeye baslar. Denklemin her iki

tarafi K tagima kapasitesine boliiniirse

y1;{+1 _ T}){In (1 _ yn)'



seklinde bir denkleme doniisiir ve x,, = 3;{—” , n € Ny, degisken degistirmesi yapilirsa

Xn+1 = Txn(1 = xp),
ifadesi elde edilir. vn € N, i¢in, 0 < x,, < 1 durumunda popiilasyonun varligin1 devam
ettirecegi, x, = 0 olmasit durumunda popiilasyonun yok olacagi ve x, =1 olmasi
durumunda da popiilasyonun tasima kapasitesine ulastigi i¢in bir sonraki zaman

diliminde yine yok olacagi anlamina gelir [23].

Yukarida verilen birka¢ matematiksel modellerden de anlasilacagi iizere gliniimiizde de
fark denklemler konusu arastirmaya agiktir ve ilgi c¢ekici olma Ozelligini hala

korumaktadir.

1.1. Amag ve Kapsam

Bu calismanin temel amaci Stevi¢ S.” nin “On the Recursive Sequence x,,; = A +
xP/xI_,” isimli ¢alismasinda Ki, x,,; = A + x5 /x"_,, n € N,, fark denklemi ile
Schinas ve arkadaslarinin “On the Recursive Sequence x,,; = A + xﬁ_l /xy” isimli
calismalarinda Ki, x,,, =A4 +x§_1/xz, n € Ny, fark denkleminin pozitif

¢oztimlerinin davraniglarini ayrintili bir sekilde incelemektir.

1.2. Literatiir Taramasi
Bu kisimda rasyonel fark denklemlerinin ¢o6ziilebilirligi, uygulamalar1 ve 6zel halleri

icin yapilmis olan bazi ¢aligmalardan bahsedilmistir.

DeVault ve Ark. (1998) “On the recursive sequence x,41 = A/x, + 1/x,_,” isimli

calismalarinda, A ve baslangi¢ kosullar1 pozitif sayilar olmak tizere

A 1
Xpy1 =—+
Xn Xn-2

, n€N, (1.2.1)

fark denkleminin biitiin pozitif ¢oziimlerinin iki periyotlu periyodik bir ¢oziime

yakinsadigini ve

A X
Xn+1 = + =
Xn Xn—-1

, n € Ny, fark denkleminin A, x_;, x, € (0,) i¢in tek denge noktasi

olan x = A + 1° in global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir [6].



Amleh ve Ark. (1999) “On the recursive sequence x,,; = @ + X,,_1/x;” isimli
calismalarinda a pozitif bir reel say1 ve baslangi¢ kosullar1 X1, Xo keyfi pozitif reel
sayilar olmak iizere

Xn-1

Xn41 = + , n€Ng, (1.2.2)

Xn

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin a’nin durumlarina gore global asimptotik
kararliligimni, smirliligint ve periyodikligini incelemislerdir. Bu ¢alismada 0 < a <1
durumunda Denklem (1.2.2)’ nin smnursiz pozitif ¢dziimlere sahip oldugunu, a =1
durumunda Denklem (1.2.2)’ nin her pozitif ¢oziimiiniin iki periyodik bir ¢6ziime
yakinsadigini ve a > 1 durumunda ise Denklem (1.2.2)’ nin, x =1+ A denge

noktasinda global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir [7].

Feuer (2003) “Periodic solutions of the Lyness max equation” isimli ¢aligmasinda
Denklem (1.2.2)’de verilen fark denkleminde ozellikle 0 < a <1 durumuna
yogunlasmis ve bu durum igin pozitif ¢oziimlerin denge noktasi civarindaki
davraniglarini incelemistir. Ayrica a’ nin diger durumlan iginde alternatif ispatlar

vermistir [8].

Stevic (2003) “On the recursive seqUENCE Xp1q = Ay + Xp_1/Xy,” isimli ¢aligmasinda
a, negatif olmayan a pozitif sayisina yakinsayan bir dizi, baslangic kosullart keyfi
pozitif reel sayilar olmak iizere

Xn—1
Xps1 = p +——, NEN,, (1.2.3)

Xn

fark denkleminin pozitif ¢6ziimlerinin snirliligini, global kararliligin1 ve periyodikligini

incelemistir [11].

Stevic (2003) “Asymptotic behaviour of a nonlinear difference equation” isimli bir
diger ¢alismasinda «,, negatif olmayan periyodik bir dizi, baslangi¢ kosullar1 pozitif reel
sayilar olmak tizere Denklem (1.2.3)’te verilen fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin

stnirlilik karakterini, salinimliligin1 ve periyodikligini incelemistir [12].



El-Owaidy ve Ark. (2003) “On the asymptotic behavior of the difference equation

2

Xps1 = @ +xb_ /xb” isimli galigmalarinda a pozitif bir reel sayi, p € [1,0) ve

baslangi¢ kosullart x_; , x, keyfi pozitif reel sayilar olmak {izere

p

Xn-1
Xpe1 = +——, NnE€N, (1.2.4)

p
le

fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin lokal kararliligini, salinnmliligim1 ve smirlilik

karakterini arastirmiglardir [13].

Stevié (2005) “On the recursive sequence x,,; = a@ + x5_,/xk” isimli ¢alismasinda,
El-Owaidy ve Ark. (2003) yilinda yaptig1 ¢alismay1 daha da gelistirmistir. Bu yaptigi
calismada «a pozitif bir reel say1, p € (0,1) ve baslangi¢ kosullar1 x_; , x, keyfi pozitif
reel sayilar olmak ftizere Denklem (1.2.4)’te verilen fark denkleminin pozitif
cozlimlerinin smirliligini, global c¢ekiciligini, salinimliligim1  ve periyodikligini

incelemistir [ 14].

Berenthaut ve Stevie (2006) “The behavior of the positive solutions of the difference
equation x, = A + (X,—2/X,-1 )P” isimli galisgmalarinda Denklem (1.2.4)’te verilen
fark denkleminin pozitif c¢Ozlimlerinin smirlilik karakterini, global asimptotik
kararliligimi ve periyodikligini incelemislerdir. Bu fark denkleminde a,p parametreleri
ve baslangic kosullarmin pozitif reel sayr olduklarini varsaymislar ve c¢alisma
sonucunda bu denklemin ¢dziimlerinin sinirsiz, periyodik ve kararli olma sartlarin1 p

parametresine bagli olarak elde etmislerdir [15].

Hamza ve Morsy (2009) “On the recursive sequence X,,; = a + X,_,/xk” isimli

calismalarinda k € N ve baslangi¢ kosullar1 pozitif sayilar olmak iizere

Xn-1

xk

Xn+1 = + n € Ny, (1.2.5)

olan ikinci mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denkleminin global davranigini

incelemislerdir [17].



Papaschinopoulos ve Ark. (2011) “On the nonautonomous difference equation

2

Xpp1 = Ap + xﬁ_l /x,,” isimli ¢aligsmalarinda A,, pozitif sinirh bir dizi, p, g ve baslangi¢

kosullar pozitif reel sayilar olmak {izere

14
X
Xpoq = Ap + 22 n €N, (1.2.6)

q
n

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin periyodikligi ve asimptotik davranigini

incelemislerdir [16].

DeVault ve Ark. (2003) “On the recursive sequence Xp,q = @ + Xp_i /%y, isimli
calismalarinda a pozitif reel say1, k € {2,3, ...} ve baslangi¢ kosullart x_;, Xx_j41, ..., Xo

keyfi pozitif reel sayilar olmak tizere

Xn-k

Xnt1 = a + , n€Ng, (1.2.7)

Xn

fark denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin davranislarini incelemislerdir. k> nin tek olma
durumunda sinirhilik karakteri, global kararlilig1 ve periyodikligi i¢cin @’ nin durumlarina
gore gerek ve yeter sartlar verilmistir. k = 2 durumu i¢in de ayrintili bir yar1 dongi
analizi verilmis ve ¢ozlimlerin sirliliginin ne zaman olacagi agik problem olarak

birakilmistir [9].

El-Owaidy ve Ark. (2004) “On the asymptotic behavior of the difference equation
Xn41 = & + Xp_i /X, isimli ¢alismalarinda Denklem (1.2.7)’ nin pozitif ¢6ziimlerinin
baz1 06zel kosullar altinda periyodikligini ve global asimptotik kararliligin

arastirmislardir [10].

y 2T

Stevié (2007) “On the recursive sequence x,,, =a +xh/xP_,” isimli yaptigi

calismasinda a, p ve baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilar olmak {izere

xP

Xpp1=0a + p—n, n €Ny, (1.2.8)

n-1

fark denkleminin pozitif ¢ozlimlerinin smirliligmi, global ¢ekimliligini  ve

periyodikligini ¢alismistir [4].



Abu-Saris ve DeVault (2002) “Global stability of y,.; =A+-=2"" isimli

Yn-k

calismalarinda A € (0,), k € {2, 3, ...} ve pozitif baslangi¢ kosullari igin

Vo1 = A+ 2=, neN,, (1.2.9)

Yn-k

fark denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligi i¢in gerekli kosullari
elde etmislerdir [2].

Berenhaut ve Ark. (2005) “Quantitative bound for the recursive sequence
VYn+1 = A+ Y /Yn_r’ isimli calismalarinda A € (0,0),k € {2,3,...} ve pozitif
baslangi¢ kosullart altinda Denklem (1.2.9)’ da verilen fark denkleminde parametreleri
degistirip yeni ¢oziimler bulmuslar ve ¢dziimlerin yakinsaklig: ile ilgili baz1 sonuglar

elde etmislerdir [3].

Bao (2015) “Dynamical behavior of a system of second-order nonlinear difference
equations” isimli ¢alismasinda A € (0,),p € [1,0) ve i = —1,0 i¢in x;,y; € (0, 0)
olmak tizere

Xny1 =A+xb_/yE, Yas1 =A+yl_/xb, neN,, (1.2.10)

fark denklem sisteminin pozitif ¢oziimlerinin sinirliligi, salinimliligi ve lokal asimptotik

kararlilig1 incelenmistir [28].

Zhang ve Ark. (2013) “On the symmetrical system of sational sifference equation
Xns1 = A+ Vok/Yn Vne1 = A+ xp_i/x,” isimli ¢alismalarinda A € (0, ),
meZvei=—-m,—m+1,..,0i¢in y;, x; keyfi pozitif sabitler olmak iizere

Xnt1 = A+ Ynom/Yny Y1 = A+ Xpm/Xn, nEN,, (1.2.11)

fark denkleminin siirlilik ve periyodiklik karakterlerini incelemislerdir [22].

Giimiis (2014) “The global asymptotic stability of a system of difference equation”
isimli ¢alismasinda A € (0,0), m € Z*, i = 0,1, ...,m igin x; y; keyfi pozitif sayilar
olmak {izere

Xns1 = A+ yn—m/yni Yn+1 = A+ xn—m/xn , N € Ny, (1'2'12)



fark denklem sisteminin tek pozitif denge noktasinin global asimptotik kararlilig1 ve

verilen denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin yakinsaklik oranini incelemistir [24].

Okumus ve Soykan (2018) “Dynamical behavior of a system of three-dimensional
nonlinear difference equations” isimli g¢alismalarinda A € (0,), i =—1,0 i¢in
X_i Y-i,Z—; € (0, ) olmak iizere

Xng1 = A+ Xn1/Zn, Yns1r = A+ Yno1/Zn, Zngr = A+ 2Zp_1/Yn, N EN,, (1.2.13)
fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararliligi, pozitif

¢oztimlerin periyodikligi, direnci ve simir1 ¢aligilmigtir [25].



BOLUM 2

2.1. Fark Denklemleri ile Tlgili Genel Tanmimlar ve Teoremler

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve teoremlere yer

verilmistir.

Tamim 2.1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagl degiskende y olmak {iizere, bagimh
degisken ve bagimsiz degisken ile bagiml degiskenin E(y), E%(y), E3(y), ... E"(y), ...

gibi farklarini igeren bagintilara fark denklemi denir [18].

Teorem 2.1.2. I reel sayilarin herhangi bir alt arali§1 olmak tizere, f:1 X [ — [ siirekli
tirevlere sahip bir fonksiyon ise x_,, x, € I baslangi¢ sartlar1 i¢in

Xn+1 = f(xnﬂxn—l) ) ne NO ) (211)
fark denkleminin bir tek {x,}5~_, ¢oztimii vardir [18].

Tamim 2.1.3. Eger X noktasi i¢in Denklem (2.1.1)’de f(x, X) = X sart1 saglaniyor ise X
noktasina Denklem (2.1.1)’in denge noktas: denir. Eger Vn > 0 i¢in X = x,, ise, X'e

f'nin sabit noktas: denir [19].

Tamm 2.1.4. Eger Vn € N i¢in x_;,x, € J iken x, € J olacak sekilde bir ] € [ alt

aralig1 varsa, bu araliga Denklem (2.1.1)’in degismez (ya da sabit) araligi denir [18].

Teorem 2.1.5. x, Denklem (2.1.1)’in denge noktas1 olmak {izere:

i. Eger x_4, xo € I olmak iizere V € > 0 igin |x, — x| + |x_; — x| < & iken
VY n > 0 i¢in |x, — X| < € olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 varsa, X denge
noktasi kararlidir denir.

ii. Eger x denge noktasi kararli ve x_4, x, € I iken lim,,_ x, = X olacak
sekilde, |xy — x| + |x_; — X| <y sartim1 saglayan y > 0 sayis1 varsa, X
denge noktasi lokal asimptotik kararhidur denir.

iii. Eger x_4, xo €1 iken lim,_ ., x, =X ise, X denge noktasina gekici

noktalar1 denir.



iv. Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktas: ise, ¥ denge noktasina
global asimptotik kararlidir denir.

V. Eger X denge noktas1 kararli degil ise kararsizdir denir.

Vi, Eger x_;, xoy €1 iken |xy — x| + |x_; — x| <r ve bazt N > —1 sayilan
icin [xy — X| = r olacak sekilde bir r > 0 sayis1 varsa, X denge noktasina

repeller(geri itici nokta) denir [18].

Tanmim 2.1.6. Eger {x,,} dizisi i¢in x,,, = x, ise, {x,,} dizisine p-periyotludur denir ve

p bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir [18].

Tamim 2.1.7. Eger {x,,} dizisinde sonlu sayida terim harig tutuldugunda, geriye kalan
sonsuz sayidaki terim igin X, ., = X, ise, {x,} dizisine er ge¢ p-periyotludur denir ve p

bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif tam sayidir [18].

Tamm 2.1.8. Denklem (2.1.1)’de f(x,, x,—,) fonksiyonunu u, v’nin f(u,v) seklinde

stirekli fonksiyonlar1 ve

_0f(%X) _0f(%X)
T 0 T T
olmak tzere
Vn+1 =TYn + SYn-1, (2-1-2)

denklemi elde edilir. Bu denkleme Denklem (2.1.1)’in X denge noktasi civarinda lineer
denklem denir.
Denklem (2.1.2)’nin karakteristik denklemi:

A —rl—-s=0, (2.1.3)
seklindedir [18].

Teorem 2.1.9. (Lineer Kararhhik Teoremi):

I. Eger Denklem (2.1.3)’lin her iki kokii de mutlak degerce 1’den kiigiik ise X denge
noktas1 asimptotik kararhdir.

il. Eger Denklem (2.1.3)’iin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik ise x

denge noktasi1 kararsizdir.
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iii. Denklem (2.1.3)’tin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’den kiigiik olmasi i¢in
gerek ve yeter sart
rl<1-s<2,
olmasidir. Bu durumda, x denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Ayn1 zamanda X
sink (¢ukur nokta) diye de adlandirilir.
iv. Denklem (2.1.3)’tin her iki kokiiniin de mutlak degerce 1’den biiyiik olmasi i¢in
gerek ve yeter sart
Is| >1 velr| <|1-—s]|,
olmasidir. Bu durumda, X denge noktasi repeller (geri itici nokta) dir.
v. Denklem (2.1.3)’iin bir kokiiniin mutlak degerce 1°den biiyiik, diger kokiiniin mutlak
degerce 1’den kiigiik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
r2+4s >0 ve |r| > |1—s5s],
olmasidir. Bu durumda x denge noktas1 kararsizdir ve eyer noktas: diye adlandirilir.
vi. Denklem (2.1.3)’tin bir kokiiniin mutlak degerce 1’e esit olmasi igin gerek ve yeter
sart
|r] =11 —s|veyas = —1ve |r| <2,
olmasidir. Bu durumda x denge noktasina hiperbolik olmayan nokta denir [18].

Benzer sekilde, mertebesi 3 olan fark denklemleri i¢in Teorem 2.1.2 asagidaki gibi
genellestirilebilir.
Xnt1 = f(Xn Xn_1,Xn—2), M E N, (2.1.4)

fark denklemi verilsin.

Denklem (2.1.4)’de f(x,, Xp_1, Xn—2) fonksiyonu f(u,v,w), u,v,w degiskenlerinin

stirekli bir fonksiyonu ve r, s, t degerleri

of (%, %, %) of (%, %, %) of (%, %, %)
r=—> s=———-, t=——
ou ov ow

seklinde olmak tizere,

Ynt1 =T Ynt S Yn1 Tt L.Yn2, (2.1.5)
denklemi elde edilir. Bu denkleme X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.
Denklem (2.1.5)’in karakteristik denklemi

B—rA2—-s.1—-t=0, (2.1.6)

11



seklindedir [18].

Teorem 2.1.10.

i. Eger Denklem (2.1.6)’nin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise X denge
noktas1 lokal asimptotik kararlidir.

Ii. Eger Denklem (2.1.6)’nin biitiin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik
ise X denge noktasi kararsizdir.

iii. Denklem (2.1.6)’nin biitiin koklerinin mutlak degerce 1°den kiigiik olmasi igin gerek
ve yeter sartlar

r+t/]<1l-—s, |[r=3t|<3+s ve t>’—-s—rt<l1,

olmasidir. Bu durumda x denge noktasi lokal asimptotik kararlidir [18].

Tanmm 2.1.11. X, Denklem (2.1.1)’in denge noktas1 ve {x;, };=_;’de pozitif bir ¢oziimii
olsun. {x,}p=_; ¢6ziimlniin pozitif yart dongiisti {x;, xX; 41, ..., X, } terimlerinin art arda
gelmesinden olusur. Bu dizinin biitiin terimleri x° dan biiylik veya esit, [ > —1 ve
m < oo dyle ki

yval=—-1veya [ > -1, x;_; <X,
olmakla birlikte

yam=o veya m< ©, Xuiq <X,
dir [20].
Tanmm 2.1.12. X, Denklem (2.1.1)’in denge noktast ve {x,}n=_; de pozitif bir ¢6ziimii
olsun. {x,,};-_1 ¢oziimiiniin negatif yart dongiisii {x;, x;41, ..., Xy} terimlerinin art arda
gelmesinden olusur. Bu dizinin biitiin terimleri X’ ten kiigiik [ > —1 ve m < oo dyle ki
yal=—-1veya l > -1, x4 =X,
ve
yada m = ocoveyam < 00, X;41 = X,
dir [20].

Tamim 2.1.13. Denklem (2.1.1)’in {x,};-_; ¢Oziimlerinin hepsi birden ne pozitif ne de
negatif ise bu ¢oziimlere sifir civarinda salinimli denir. Aksi halde salinimli degildir
[18].
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Tanmm 2.1.14. X, Denklem (2.1.1)’in denge noktasi ve {x,}n=_, de pozitif bir ¢6ziimii
olmak tizere {x,, — x} dizisi salimimli ise {x,, }n_; ¢Oziimiine X denge noktas: civarinda

salimimli denir. Aksi halde x denge noktasi civarinda salimimli degildir [20].

Tanmm 2.1.15. {x,};-_, dizisinde Vvn € N i¢in P < x, < Q olacak sekilde P ve Q

pozitif sayilar1 varsa {x, }n—_, dizisine simirl: dizi denir [18].

Tamim 2.1.16. Eger X noktasi i¢in Denklem (2.1.1)’in |f' (X, X)| # 1 sart1 saglaniyorsa
X denge noktasina Denklem (2.1.1)’in hiperbolik noktas: denir [19].

Tanmm 2.1.17. x(n+ 1) = f(x(n)) denkleminde tanimlanan f fonksiyonunun

schwarzian tiirevi

e 3[f e
e 2]’

sf(x) = (2.1.7)

seklindedir [19].

Teorem 2.1.18. ¥, x(n + 1) = f(x(n)) denkleminin denge noktasi olsun. x(n + 1) =
f(x(n)) denkleminde tanimlanan f fonksiyonu siirekli ve diferansiyellenebilir olmak
tizere asagidaki durumlar dogrudur.

i. Eger |f'(%)] < 1ise 0 zaman X denge noktasi asimptotik kararhdir.

ii. Eger |f'(x)| > 1 ise 0 zaman x denge noktasi kararsizdir [19].

Teorem 2.1.19. X, x(n+ 1) = f(x(n)) denkleminin denge noktasi ve f'(x) = 1 igin
asagidaki durumlar dogrudur.

i. Eger f"(x) # 0 ise, 0 zaman x denge noktas1 kararsizdir.

ii. Eger f"(x) =0ve f'""(x) > 0ise, X denge noktasi kararsizdir.

iii. Eger f"(x) =0ve f"'(x) < 0ise, x denge noktasi asimptotik kararlidir [19].

Teorem 2.1.20. x, x(n+ 1) = f(x(n)) denkleminin denge noktasi ve f'(x) = —1
olsun. O halde
i. Eger s.f(x) < 0 ise, 0 zaman x denge noktas1 asimptotik kararlidur.

ii. Eger s.f(x) > 0ise, 0 zaman X denge noktasi kararsizdir.
13



Durumlar1 dogrudur [19].

Teorem 2.1.21. xp4q = g(Xp, o, Xn—x), N €N, fark denklemi verilsin. g €
C[(0,0)**1, (0, 00)] fonksiyonu her bir bileseni icin artan olsun. Baslangic kosullari
X_g, -, Xo Pozitif sayilar olmak tizere, x,.1 = g(Xy, ..., Xn_) denklemi tek bir pozitif
denge noktasma sahip olsun. h(x) = g(x,...,x), x € (0,), seklinde tanimlanan ve
(h(x) —x)(x —x) <0, x#x, igin negatif feedback (geri besleme) o6zelligini
saglayan h fonksiyonu verilsin. O halde %, x,+1 = g(xy, ..., Xn_k) denkleminin biitiin
pozitif ¢ézlimleri global ¢ekimlidir. Yani

lim x, = X,

n-oo

dir [27].
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BOLUM 3

p
Xn
-

Xn-1

Xpi1 = A+ FARK DENKLEMININ SINIRLILIK KARAKTERI

Bu boliimde, Stevi¢’ in [1] makalesi detayli olarak incelenmistir. Stevi¢ ¢aligmasinda

A,p,r > 0 ve x_q, x, baslangic kosullar1 pozitif reel sayilar olmak iizere

p
n

Xns1 = A+ , n€Ng, (3.1

s
Xn-1

seklindeki fark denklemini ele almstir.
3.1. Denklem (3.1)’ in Sitmirhihik Karakteri

Burada p ve 7’ nin arasindaki iliskiye gore Denklem (3.1)’ in pozitif ¢oziimlerinin

sinirlilik karakteri incelenmistir.

Teorem 3.1.1. p% = 4r > 4 olsun. O zaman Denklem (3.1) smursiz pozitif ¢dziimlere

sahiptir.

Ispat: Denklem (3.1)’in her pozitif ¢éziimii i¢in
xp
Xpy1 > xr—n, n € Ny, (3.1.1)
n-1

oldugu agiktir. Simdi y, = Inx,, donisiimii tanimlansin. (3.1.1) esitsizliginin her iki

yaninin logaritmasi alinirsa

p
n

Inx,4q > In—
n—-1

Inx,,; >Inx? —Inx/_,;

Inx,,; >plnx, —rinx,_4

Yn+1 > PYn — TVn-1

Yne1 = PYn +1Yn-1 >0, (3.1.2)

elde edilir. y,.1 — py, + ry,_1 = 0 fark denklemine ait karakteristik denklem
A2—pi+r=0, (3.1.3)
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olup bu denklemin koékleri 4, , = pEVp AT ”ZZW dir. Ote yandan p? > 4r > 4 kabuliinden

_ptypr—4r pHyp?-p* _p
- : > =

2 2’

A

yazilabilir. Buradan A; > 1 oldugu kolayca goriiliir. Benzer sekilde

_p—ApP—4r

B 2

_p—pPE—4r p+p?—4r
2 p++/p?—4r

2r
(3.1.4)

e

seklinde yazilabilir ki bu ve kabulden A, > 0 oldugu kolayca goriiliir. Bdylece p? =

A2

4r > 4 ise karakteristik denklemin koklerinin pozitif oldugu goriiliir. Simdi (3.1.2)

esitsizligi
Y41 = PYn +7Yn—1 >0

Yn+1 — (A1 + 22).yn + A1. 4254 >0

Yn+1 — M- Yn — A2 Vn + A1 A5y 1 >0

Yn+1 — Al-yn - /12- (yn - Alyn—l) >0, (3'1'5)
seklinde yeniden yazilir ve x,, degiskenine geri doniiliirse
p
le
Xn+1 > r
n-1
A1+,
Xn+1 > A1
n-1
Az
Xn+1 Xn
A
A2
Xn+1 Xn
PR < i ) , (3.1.6)
Xn Xn-1

esitsizligi elde edilir. Indirgeme islemine (3.1.6) esitsizligindeki gibi devam edilirse
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Az
Xn Xo

Xn—1 X_1
A

esitsizligi elde edilir. Eger xo > 1, xo = x_] segcilir ve (3.1.7) esitsizligi dikkate

alinirsa

Xp > xr){il > > x(’}?, (3.1.8)
bulunur. Buradan da
Xy > x11, neN,, (3.1.9)

esitsizligi elde edilir. (3.1.9) esitsizliginin her iki tarafin limiti alinirsa n — oo iken

X, — oo olur ki ispat tamamlanir m.

Teorem 3.1.2. p? < 4r olsun. Bu takdirde Denklem (3.1)’in biitiin pozitif ¢dziimleri

smirlidir.

Ispat: Denklem (3.1)’den Vk € N igin asagida verilen esitlik saglanr.

x? A XN
Xny1 = A+ o =A+ N 7 ) (3.1.10)
n- n—-1 n-

p

p-1/p
A Xn-1
=A+ T/p + r/(p-71/p)
Xn-1 Xn—2

A A (P (=T/p p-r/p\?
— n—2
=A+| =5+ (xr/(p—r/p) L >

Xn—1 n-2 n-3

p=r/(p-r/p
— A A A Xn—2
= A\ T T\ e T\ e ey

p-r/p\ P

n-—1 n-2 n-3
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p-r/p\ P

A A 4 KPPk P—Pk-1 p—r/(p-r/p
=4+| 575 +(xr/(p—r/p)'*'("""(xp_k"‘xrn_k > ) >
1 k

n-2

(3.1.11)
Burada py, dizisi
r
Prk+1 = —— po =0, (3.1.12)
seklindedir. Simdi p? < r olsun. O zaman Denklem (3.1.10)’ dan n > 3 i¢in
= A+ (5 L - L) 3.1.13
Xny1 = A+ xrrl/_p1 + rrl/_pl—pxrrl_z sA+ (Ar/p—1 + Ar/p—p+r) ’ (3.1.13)

esitsizligi bulunur. (3.1.13) esitsizliginden p? < r igin x, dizisinin smrh oldugu
kolayca goriiliir. Simdi p? > r olsun. Pko-1 <P V€ Pi, = p kosulunu saglayan bir
ko € N oldugu gésterilsin. Bunun igin, aksine Vk € N, ve p, < p olsun.

0=py <p;= % ve x < p igin f(x) = prTx fonksiyonu monoton artan oldugundan py

dizisi de monoton artandir. pj, dizisi iistten p ile sinirli oldugundan

x2—px+r=0, (3.1.14)
denkleminin bir ¢dziimii olan p*’a yakinsaktir.

Ancak p? < 4r varsayimindan Denklem (3.1.14)’ {in reel ¢dziimleri yoktur. Boylece
Pk, =P V€ Pi,—1 <P kosulunu saglayan en az bir kq € N vardir. Bu, k = k, igin

Denklem (3.1.11)’ de n = 1 i¢in x,, > A oldugundan, n > k, + 2 i¢in

—r/ p
/ P~Pko-1 p-r/(-r/p\ P ”\
X av| 2y Y (P !
n+1 = r/p r/(p-7/p) Pk Pko~P
\xn—l Xn—2 xn—(l)co xn—(l)co xz—ko—l

1 1 1 1 \PPrem1 \P/@=r/o\ PP\
Xn+1 S A + AT/p—l + (AT/(p—T/p)—l + ('“ + (Apko—l + Apko—p‘l'r) '“> ) 1]

(3.1.15)

olur ki ispat tamamlanirm.
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Teorem 3.1.3. p>1+r ve r <1 olsun. O zaman Denklem (3.1) siirsiz pozitif

coziimlere sahiptir.

Ispat: p >1+rver < 1 kabullerinde

_p+w/p2—4r>1+r+|1—r|_
= > =

2

A 1, (3.1.16)

oldugundan teoremin ispati, Teorem (3.1.2) nin ispatina benzer sekilde yapilabilirm.

Teorem 3.14. p=r+1 ve r e (0,1] olsun. O zaman Denklem (3.1) smirsiz

coziimlere sahiptir.

Ispat: x, > x_; olsun. Bu durumda Denklem (3.1)’den

x;‘l+1

Xny1 = A+ ’ n €Ny, (3.1.17)

T
Xn-1

yazilabilir. Denklem (3.1.17) asagidaki sekilde yeniden diizenlenirse

X A X, \"
”“=—+( ”) , n€N,, (3.1.18)
xn xn xn—l
ifadesinden
X X r X Tn+1
”+1>< ”) >--->(—°) >1, neN,, (3.1.19)
Xn Xn-1 X_1

esitsizlikleri elde edilir. Buradan n € Ny i¢in x,,,1 > x, sonucu ¢ikarilir. Varsayalim ki
X, sinirh olsun. O zaman lim,,_, Xx,, = c, olacak sekilde bir ¢ pozitif sayis1 vardir.
Denklem (3.1.17)’ nin her iki yaninin n — oo iken limiti alinirsa ¢ = A + ¢ elde edilir ki
bu bir celigkidir. Boylece Denklem (3.1.17) de x, > x_; kosulunu saglayan biitiin

¢Oziimleri sinirsizdirm.

Teorem 3.1.5. 2vr <p <1+ ve r € (0,1) olsun. O zaman Denklem (3.1)’in her

pozitif ¢coziimi sinirhdir.

Ispat: 1lk olarak kabullerden P(1) = A2 — pA + r polinomunun her iki kokii reel ve
dahasi
0<A, <A <1, (3.1.20)
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dir. Ote yandan Denklem (3.1) asagidaki sekilde yeniden diizenlenirse

Xps1 = A +ﬁ, n €Ny, (3.1.21)
xn—l

elde edilir. Denklem (3.1.21)’den

AZ /12
X A X X
nT“ =—+ (Tn> < AtM o4 ( An ) , n€Ny, (3.1.22)
1 1 1 1
xn xn xn—l xn—l

yazilabilir. Simdi

Yo == (3.1.23)

Ve zy, = Y, icin

- A
Zy =AM 472,

(3.1.24)
fark denkleminin ¢ézimi (z,),eyn Olsun. Denklem (3.1.23) ve tiimevarimla n € N i¢in
Yn < z, oldugu kolayca goriiliir. Boylece (z,)nen dizisinin sinirli oldugunu gostermek

yeterli olacaktir.

f(x) =A™ +x%, x€(0,0), (3.1.25)
fonksiyonu artan ve konkav oldugundan (burada 4, € (0,1)) x*, f(x) = x denkleminin
tek bir sabit noktasi ve f fonksiyonu

Fx)—x)(x—x)<0, x€(0,0)\{x}, (3.1.26)
kosulunu saglar. Buradan, eger z, € (0,x*) ise (z,)nen dizisi azalmayan ve Ustten x*
ile sinirly, eger zy = x* ise (z,)ney dizisi artmayan ve alttan x* ile sinirlidir. Boylece
Vz, € (0, ) i¢in (z,)ney dizisi stirhidir. Yani, bir M pozitif sabiti vardir 6yle Ki;

p)
Xp < Mx,t,

n €Ny, (3.1.27)
dir. (3.1.27) esitsizliginden
x, < MA-2D/1-21) xj’f < max{1, M}/=4) max{1, x,}, (3.1.28)

sonucu ¢ikar ki ispat tamamlanirm.
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Asagidaki teoremle, Teorem (3.1.2)’den Teorem (3.1.5)’e kadar verilen teoremler
Denklem (3.1)’in pozitif ¢oziimlerinin sinirlilik karakterine iliskin bir sonug olarak

Ozetlenmistir.

Teorem 3.1.6. A, p ve r pozitif reel sayilar olmak tizere Denklem (3.1) verilsin. Bu

takdirde asagidaki durumlar dogrudur.

a) p?=4ryadap=1+r, r € (0,1] ise o zaman Denklem (3.1) smrsiz pozitif
¢Ozlimlere sahiptir.
b) p? <4ryada2Vvr <p<1+r, r€(0,1) ise o zaman Denklem (3.1)’in biitiin

pozitif ¢oziimleri sinirlidir.

Teorem 3.1.7.p =r + 1 ve r € (0,1) olsun. O zaman Denklem (3.1.17)’nin 1raksayan

her ¢ozimii

X.
T =1 (3.1.29)

n—oo xn—l

kosulunu saglar.

Ispat: Denklem (3.1.17)’de A = 1 aliirsa, x,, = Au,, doniisiimiiyle denklem bu kosula
indirgenir. Dolayistyla Denklem (3.1.17)’den

r+1
n
xn+1 - A + r
n-1
r
Xn+1 A Xn

X X, \7
"“s1+< ”), neN,, (3.1.30)
Xn Xn—-1

yazilabilir. r € (0,1) kabuliinden, Teorem (3.1.5)’ in ispatina benzer sekilde (x,,/x,,_1)

dizisinin sinirlilig1 ispat edilebilir. x,, = oo oldugundan

1
lim — =0, (3.1.31)

n—oo xn
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olacaktir. Boylece ¢, = xi dizisi bir sifir dizisidir. Ote yandan ;—0 = Yo = Zp i¢in
-1

n

Yn=Yn-1, Zn=¢€+2Zn 1, (3.1.32)

fark denklemleri goz oOniine alinsin. Genelligi bozmadan Vn € N, igin g, <¢

alinabilir. Timevarim ile

Xn

Yn = <Zn, n € Ny, (3.1.33)

C Xp—
dogrulugu goriilebilir. y, = yg", oldugundan lim,_, y, = 1 olacaktir. Baska bir
deyisle Teorem (3.1.5)’teki gibi z,, x —e—x" =0, denkleminin x*(¢) pozitif
¢oziimiine yakinsar. R?’ de x — & — x" fonksiyonu siirekli oldugundan & — 0 iken

x*(e) - x*(0) yakinsadigi agiktir. Buda ispati tamamlarm.

p
3.2. Xpp1 = max{A, dn } denklemi

r
n—-1

Bu boliimde A, p, v € (0, ) olmak {izere Denklem (3.1) ile yakindan iligkili olan

Xn
Xp+1 = max A, — , N€ Ny, (3.2.1)

n-1

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin sinirlilik karakteri incelenmistir.

Teorem 3.2.1. A, p ve r pozitif sayilar olmak {izere Denklem (3.2.1) verilsin. Bu

takdirde asagidaki durumlar dogrudur.

(@) p?=4r>4yadap=1+r, re (0] ise, o zaman Denklem (3.2.1) pozitif
sinirsiz ¢oziimlere sahiptir.
(b) p? <4rvyada2vr <p <1+r, r € (0,1) ise, 0 zaman Denklem (3.2.1)’in biitiin

¢Oztimleri sinirhdir.

Ispat:

(a) Bu durumun ispat1 Teorem (3.1.1), Teorem (3.1.6) ve Teorem (3.1.7)’nin direk bir
sonucudur. Burada Denklem (3.2.1)’in bir (x,,) ¢dziimii i¢in Teorem (3.1.1), Teorem
(3.1.6) ve Teorem (3.1.7)’deki p ve r parametrelerin degerleri i¢in (3.1.1) ve (3.1.19)

esitsizliklerinin saglandigina dikkat edilmelidir.
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(b) Ilk olarak p? < 4r olsun. Denklem (3.1.11)’deki gibi

- —Di— p-r/(p-1/p
y A A < A X,’:_,’zk >p Pk-1
Xpe1 = maxi 4, , — -, ,
n x/P\ 1/ @-7/P) xﬁfk X o1

n-1 n-2

p-r/p\ P

, (3.2.2)
ispatlanabilir. Burada (pg)ken, Denklem (3.1.12)’deki gibi tanimlanmistir. Bundan
(x,,) dizisinin smirliligi Teorem (3.1.2)’nin ispatindaki verileri kullanarak kolayca elde
edilir. Simdi de 2vr<p<1+r, r€(01] ve 4; ve 1," de 0<A, <1, <1

kosulunu saglasin. Denklem (3.2.1)’den, n € N i¢in,

/’12 /12
X A X X
n/;d = max {—- ,(Tn> < max{At™h ,( = > , (3.2.3)
1 1 1 1
Xn Xn xn—l xn—l
dir.
x
u, =——, neN, (3.2.4)
X 1
n—1
Ve (Un)nen, da, vy = ug baslangig sart1 ile
v, = max{Al"ll, v,/}il}, n € N, (3.2.5)

fark denkleminin bir ¢oziimii olsun. Teorem (3.1.5)’in ispatindaki gibi v, dizisi

sinirhdir ve sonug olarak Denklem (3.2.1)’in ¢6ziimii bu sartlar altinda sinirhdirm.
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BOLUM 4

p
X,,1 = A + 21 FARK DENKLEMININ COZUMLERININ DAVRANISLARI

q
Xn

Bu boliimde Schinas ve arkadaslarinin [5] makalesi detayli olarak incelenmistir. Schinas
ve arkadaglar1 calismalarinda A,p,q > 0 ve x_q,x, baslangic kosullar1 pozitif reel

sayilar olmak {izere

p

X, _
Xns1 =A+—=7, neN, (4.1)
n

seklindeki fark denklemini ele almislardir.
4.1. Simirhilik ve Direnclilik

Lemma 4.1.1. Eger 0 < p < 1 ise bu taktirde Denklem (4.1)’in her pozitif ¢6ziimii

sinirhi ve direnclidir.
Lemma 4.1.2. Eger p > 1 ise bu takdirde Denklem (4.1)’in sinirsiz ¢oziimleri vardir.
ispat:

x_1 >max{(A+ DP9, A+ 1D)YP DY xy<A+1, (4.1.1)

kosullarin1 saglayan x_4,x, baslangi¢ sartlariyla Denklem (4.1)’in bir ¢ozimi (x,)

olsun. O zaman Denklem (4.1), (4.1.1) esitsizligi ve p > 1 sartindan
14 14

_ X_q -1
X1 —A+E>A+m—x_1+x_1,
p-1
— —_1 —
=A+x_4 <(A Y 1) +x_1>A+x_4, (4.1.2)

x¥ (A+1)P
X =A+—F<A+—F<A4+],
X1 X_1

bulunur. Dahasi Denklem (4.1) ve (4.1.1) esitsizliginden
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4 xfl oA (A + 1)7p/(®-1)
AT A+ 1)1

=A+ A+ 1D)YCPD > (4+1)7PD, (4.1.3)

yazilabilir. Benzer sekilde Denklem (4.1) kullanilarak (4.1.1) - (4.1.3)
esitsizliklerindeki gibi

I SO +x, > A+

EAT A+Da 1TH .
x5y (4+1)P

Xy = A+ 2 <A+ <A+1, (4.1.4)
q q
x3 x1,

yazilabilir. Tiimevarim metodundan n € Ny i¢in
Xons1 > A+ Xon_1, Xon <A+1, (4.1.5)
elde edilir ki buradan

hm x2n+1 = 00, (416)
n—-oo

sonucu bulunur. Boylece x;, sinirsizdir. Bu da lemmanin ispatini tamamlarm.
4.2. Cekimlilik ve Kararhhk
Pozitif denge noktasinin varlig1 asagida ki lemma ile verilecektir.

Lemma 4.2.1. Eger ya

0<g<p<1l, (4.2.1)
ya da

0<p<yq, (4.2.2)
ise bu taktirde Denklem (4.1) bir tek x pozitif denge noktasina sahiptir.

Ispat: ¥ € R, Denklem (4.1)’in bir denge noktasi olmasi igin gerek ve yeter kosul
F(x)=xP"1—x+A=0, (4.2.3)

denklemini saglamasidir. (4.2.1) esitsizliginden ve

F'(x)=(p—q)xP971-1, (4.2.4)
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ifadesinden F  fonksiyonunun, [0, (p — q)Y/P+a*D]  araliginda artan ve
[(p — @)Y/ (P*+4*D ) araliginda ise azalan bir fonksiyon oldugu agiktir. Dahasi
F(0)=A>0ve

lim F(x) = —, (4.2.5)

x—00
dur. Eger (4.2.1) esitsizligi saglaniyorsa Denklem (4.1), (0, o) araliginda bir tek x
denge noktasina sahiptir.

Simdi de (4.2.2) ve (4.2.3) esitsizliklerinden F(1) = A >0 ve F'(x) <0 olup F
fonksiyonu (0, o) araliginda azalandir. Béylece Denklem (4.2.5)’ten Denklem (4.1)’in

bir tek x denge noktasina sahip oldugu agiktir ki ispat tamamlanur.

Lemma 4.2.2. Denklem (4.1) verilsin. Ya

0<p<l<q, A>(p+q-1) Y@+, (4.2.6)
ya da

0<p+gqg<1, (4.2.7)
olsun. O zaman Denklem (4.1)’in bir tek pozitif X denge noktasi global asimptotik

kararhidir.

Ispat: 1k olarak Denklem (4.1)’in her pozitif ¢dziimiiniin Denklem (4.1)’in tek pozitif
x denge noktasina yakinsayacagi gosterilecektir. Denklem (4.1)’in bir pozitif ¢oziimii
X, olsun ve (4.2.6) esitsizligi saglansin. Bu durumda kabul ve Lemma (4.1.1)’den

0<l!l=liminfx,, L= limsupx, <o, (4.2.8)
n—-oo n—-oo

dur. Denklem (4.1) ve (4.2.8) esitsizliklerinden

LP P
LSA+l—q, 12A+L—q , (4.2.9)
esitsizlikleri elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
LT <A+ 1P, IL19=>ALT+1P, (4.2.10)

yazilabilir. (4.2.10) esitsizliklerinden
AL91971 4 P19 < A9L971 4+ P17, (4.2.11)

bulunur . Bu ise
ALT7A7Y(L = 1) < LpraTt — pratly (4.2.12)
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esitsizligini verir. Simdi p + ¢ — 2 > 0 olsun. Bu durumda [ = L esitligi gosterilecektir.
Bunu gostermek i¢in aksine [ < L oldugu kabul edilsin. O zaman
[ p+a-1 _ [p+q-1

L—1

=(@+q-DcP*2 < (p+q-1DLPI72, (4.2.13)

esitsizligini saglayan bir ¢ € (I, L) vardir. Buradan (4.2.12) ve (4.2.13) esitsizliklerinden
AL < (p+ q— DLPYI 2, (4.2.14)

ya da
ALY Pl <p+q-—1, (4.2.15)

elde edilir. Dahas1 Denklem (4.1)’den
L=A,1l=A4, (4.2.16)

ve (4.2.6) ile (4.2.15) esitsizliklerinden
AAYPATTL = AP <p+q -1, (4.2.17)

esitsizligi elde edilir ki bu ise (4.2.6) esitsizligi ile ¢elisir. Dolayisiyla [ = L esitligi ise
X, 'nin tek bir pozitif ¥ denge noktasina yakinsadigini gosterir. Simdi p+q—2<0
olsun. Benzer sekilde (4.2.12) esitsizliginden ve yukarida yapilan islemlerdeki gibi
AL < (p+q— 1)IPTI72, (4.2.18)
esitsizligi elde edilir. Buradan benzer sekilde x,,’in tek bir pozitif ¥ denge noktasina
yakinsadigi ispat edilebilir. Simdi de 0 <p+q <1 olsun. (4.2.6) ve (4.2.12)

esitsizliklerinden

1 [1-p—4 — [1-P—q
ALY 71(L —

l) S Ll_p_q B ll_p_q = Ll—p—qll—p_q S 0 ) (4219)

esitsizligi elde edilir ki bu da L = [ oldugunu ima eder. Dolayisiyla Denklem (4.1)’in
her pozitif x,, ¢6ziimii Denklem (4.1)’in tek bir pozitif x denge noktasina yakinsar.
Simdi de Denklem (4.1)’in tek bir pozitif denge noktasinin lokal asimptotik kararli
oldugu gosterilecektir. x pozitif denge noktasinin lineerlestirilmis denklemi

Ynrz + 40P ynyy —p(OP 17y, =0, (4.2.20)
seklindedir. Teorem 2.1.9. ve Denklem (4.2.20)’den X pozitif denge noktasinin
asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

qRP Il < —pEP T +1<2, (4.2.21)
esitsizliginin saglanmasidir. Simdi ilk olarak (4.2.6) esitsizlikleri saglansin. (4.2.6)
esitsizliginden
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A> (p+ )P 2/@1P)(g + 1 —p), (4.2.22)
esitsizligi elde edilir. (4.2.6) ve (4.2.22) esitsizliklerinden
c=(p+ @)@+ igin F(c) >0, (4.2.23)

esitsizligi kolayca ispat edilebilir. Buradan

x> (p+q)t/ar1-p (4.2.24)
olur ki bu (4.2.21) esitsizliginin dogru oldugu anlamina gelir. Buda verilen sartlarda
Denklem (4.1)’in tek pozitif x denge noktasinin lokal asimptotik kararli oldugunu

gosterir ki ispat tamamlanirm.
4.3. 2-Periyotlu Coziimler

Bu boliimde Denklem (4.1)’in asal 2-periyotlu ¢éziimlerin varligi gosterilmistir. Ayrica

asal 2-periyotlu ¢6ziimlere yakinsayan Denklem (4.1)’in ¢éziimleri elde edilmistir.

Lemma 4.3.1.
0<p<il<yg, (4.3.1)

kosulunu saglayan Denklem (4.1) verilsin. €, ,

1

—— > €y, 4.3.2
A+epar” “ (4.3.2)

(A+e)P/e, Y9 < A+ e, P/9(A + €,)P*~0")/a (4.3.3)

kosullarin1 saglayan yeteri kadar kiigiik pozitif bir reel say1 olsun. O zaman Denklem

(4.1) asal 2-periyotlu periyodik ¢6ziimlere sahiptir.

Ispat: (x,,), Denklem (4.1)’in pozitif bir ¢oziimii olsun. Eger

_ JCE1 _ x(z;
X_1 = A+ —q Xg = A+ —q (4‘34‘)
X X
0 -1

ise x,,’in 2-periyotlu oldugu kolayca goriilebilir. Simdi
xP yP
X:A+}7, y:A+x—q, (435)

sistemi g6z Oniine alinsin. O zaman (4.3.5) sistemi
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yP xP/a

—A-2—=0 , = 4.3.6
y xq y (x _ A)l/q ( )
sistemine karsilik gelir ve buradan
xP/4 xP*-4*)/a
(X)) =———F+-A———+ =0, 4.3.7
(x) (x — A)1/4a (x — A)r/a ( )
denklemi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
—— = (xP/a — x®*=a*)/a(, — g)A-P)/a) —
G(x) TR (x x (x — A) ) — A4, (4.3.8)
elde edilir. (4.3.1) esitsizligi ve Denklem (4.3.8)’den
lim G(x) = oo, (4.3.9)

x—AT

bulunur. Dahasi (4.3.3) esitsizliginden
G(A+e) <0, (4.3.10)
esitsizligi kolayca gosterilebilir. Dolayisiyla G(x) = 0 denkleminin (4,4 + €,)

araliginda esitsizligini saglayan X = A + €, seklinde bir ¢6ziimii vardir. Buradan

Ep/q
y = G-’ (4.3.11)
elde edilir. Simdi
H(Ee)=(A+¢e)P1—¢, (4.3.12)

fonksiyonu gdz oniine almsin. (4.3.1) esitsizligi ve H'(e) = (p — q)(A + e)P7971 —
1 < 0 oldugundan
H(ey) > H(eyp) , (4.3.13)

esitsizligi bulunur. (4.3.2) esitsizliginden H(e;) >0 olur ve boylece (4.3.13)

esitsizliginden
H(ep) =(A+€)P1—¢,>0 , (4.3.14)
yazilir ki buda
_ (A+¢e)P/1  _
x=A+60<7:y, (4.3.15)

anlamina gelir. Boylece x_; = x, x, =y ise baslangi¢ kosullart x_;,x, olan x,

¢Ozlimii asal 2-periyotlu periyodik ¢éziimlere sahiptirm.

Lemma 4.3.2. (x,), Denklem (4.1)’in bir ¢6ziimii olsun. O zaman (x,,,) V& (X2741)

dizileri er ge¢ monotondur.
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Ispat: (u,) dizisi ve h(x) fonksiyonu
U, =x,—4, h(x)=x+A4, (4.3.16)

seklinde tanimlansin. O zaman Denklem (4.1)’den n > 3 igin

Un _ (un—z + A)p (un—3 + A)q _ (h(un—z))p (h(un—3))q
Up-2 a (Un—g + AP (Up_q + A)1 a (h(un—4))? (h(up—1))9 "’

(4.3.17)

elde edilir. Denklem (4.3.17) kullanilarak lemma kolayca ispat edilebilirm.

Lemma 4.3.3. (4.3.1) ve (4.3.3) esitsizliklerini saglayan Denklem (4.1) verilsin.
(xn), ya
A<x_ <A+e, x> (A+e)PeM, (4.3.18)
ya da
A<xg<A+e, x_1>(A+e)PlaeM, (4.3.19)
kosullar1 altinda Denklem (4.1)’in bir ¢oziimii olsun. Bu takdirde eger (4.3.18)
esitsizlikleri saglaniyorsa
A<Xpp o <A+e, xm>A+e)P Y neN,  (43.20)
ve eger (4.3.19) esitsizlikleri saglaniyorsa
A<Xpy <A+e€r, Xpmo1>A+e)?9e], neN,  (4321)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: (4.3.18) esitsizlikleri saglansm. Bu takdirde Denklem (4.1) ve (4.3.3)

esitsizliginden
A<x—A+EioppegUrel
X1 = — GG = €1,
! xd LA+ e)p !

p
X —_ —
X, = A+ x—‘; >A+ A+ e) PPl 5 (p 4 e )Plae M (4.3.22)
1

elde edilir. Ote yandan (4.3.20) esitsizlikleri tiimevarim yontemiyle kolayca ispat
edilebilir. Benzer sekilde (4.3.19) esitsizlikleri saglanirsa (4.3.21) esitsizliklerinin
saglandig1 da gosterilebilir.

Lemma 4.3.4. (4.3.1), (4.3.2) ve (4.3.3) esitsizliklerini saglayan Denklem (4.1) verilsin.

Ayrica,
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A+e <1, (4.3.23)
esitsizligi saglansin. Bu takdirde ya (4.3.18) ya da (4.3.19) esitsizliklerini saglayan
X_1, X, baslangi¢ kosullu Denklem (4.1)’in her x, ¢Oziimii asal 2-periyotlu periyodik

cozlimlere yakinsar.

Ispat: x,,, ya (4.3.18) ya da (4.3.19) esitsizliklerini saglayan x_,, x, baslangi¢ kosullu
bir ¢oziim olsun. Lemma (4.1.1) ve Lemma (4.3.2) kullanilarak

lim xy,41 =L, lim xy, =1, (4.3.24)
n-oo

n—oo

ifadeleri elde edilir. ilaveten Lemma (4.3.3)’ten ya L ya da |, (4,4 + €;) aralifindadur.
Dahas1 Denklem (4.1) ve Lemma (4.2.1)’den 1 < X < oo kosulunu saglayan bir tek x
denge noktas1 vardir. Boylece (4.3.23) esitsizliginden L # [ dir. Bu ise x,’in asal 2-

periyotlu periyodik ¢oziimlere yakinsadigini gosterir ki bu da ispati tamamlarm.

31



BOLUM 5
SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada parametreleri A, p,7 > 0 ve baslangi¢ kosullar1 x_;,x, € R* olan

Xp
=A = N
Xn+1— +T_' TlE 0 »
n-—1

denklemi ile parametreleri A, p, ¢ > 0 ve baslangi¢ kosullar1 x_;,x, € R* olan

P

Xn—1
q )
n

Xnt1 = A+ n €Ny,

seklindeki ikinci mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denklemlerin,
parametrelerine 6zel sartlar verilerek ¢oOziimlerin davraniglart ayrintili  olarak

incelenmistir.

Yapilan bu ¢alismada parametreler degistirilerek yeni ¢alismalar yapilabilecegi gibi fark

denklemlerinin mertebesi artirilip daha genel ¢alismalarda yapilabilir.
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