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OZET

Spektral graf teori, graflara iliskin matrislerin spektral Ozellikleri ile graf yapisi
arasindaki iliskileri inceleyen ve anlamlandiran bir disiplindir. Ilk kez Chen 2003 de
R bir halka ve N(R) kiimesi halkanin biitiin nilpotent elemanlarin kiimesi olmak tizere,
R halkas1 iizerinde R' nin biitiin elemanlarin1 noktalar kabul eden ve "x ve y
noktalarinin  komsu olmasi igin gerek ve yeter kosul xy € N(R)" Onermesini
saglayacak sekilde yeni bir graf yapist tanimlamistir. Son yillarda bu yapiya benzer
graflar insa edilerek kapsamli caligmalar yapilmistir. Fakat bu graf yapilarin spektralari

iizerine hemen hemen hi¢ ¢alisma bulunmamaktadir.

Bu tez caligmasinda tam sayilar halkasinda nilpotent graflarin Laplasyan spektral
incelemesi yapilmistir. 2. boliimde graf parametreleri ve halka parametreleri ile ilgili
temel tanim ve kavramlar derlenmistir. 3. bolimde nilpotent graf yapist ve nilpotent
graflarin bazi siiflandirmalarina dair literatiirde yer alan bilgiler verilmistir. 4. boliimde
ise tam sayilar halkasi iizerinde insa edilen nilpotent graflarin Laplasyan spektral

ozellikleri ile ilgili baz1 sonuglar elde edilmistir.
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ABSTRACT

Spectral graph theory is a discipline that explores and makes sense of the relationship
between the spectral properties of graph matrices and graph structures. Firstly in 2003,
Chen has defined a new graph which all the elements of R are considered to be vertices
on the ring and satisfied the proposition "xyeN(R) iff x and y are adjacent” such that R
is a ring and N(R) is a set of all nilpotent elements of the rings. In recent years,
extensive studies have been done by constructed similar definitions. However, there is

almost no study on the spectra of these graphs.

In this thesis, Laplacian spectral studies of the nilpotent graphs on the integer rings have
been examined. In the second section, basic definitions and concepts related to graph
parameters and ring parameters are compiled. In the third section, some informations on
the nilpotent graph structure and some classifications of nilpotent graphs are given in
the literature. In the last section, some results have been obtained about the Laplacian

spectral properties of the nilpotent graphs built on the rings of integers.
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Tablo 4.1.

TABLOLAR LISTESI

Z,, halkasi lizerindeki nilpotent graflarin Laplasyan spektrumlari
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1.BOLUM
GIRIS

1736' da Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler 'in " Yedi Koprii" problemi iizerine
yayimladigi makalesiyle ortaya ¢ikan graf teori glinlimiizde 6nemli bir yere sahiptir.
Giinliik hayatta karsilastigimiz bircok durum graflarla ifade edilebilir. Bununla birlikte
bircok problem igin de graf teori ¢oziim iiretmektedir. Ornegin "Antalya'dan Ankara'ya
kag farkl karayolu ile gidilebilir?" , "en kisa yol hangisidir?" gibi en basit problemler
graf teori ile ¢oziimlenmektedir. Tirkiye tlizerindeki karayollari, demir yollar1 ve
iletisim aglari, bir arinin on nesil once kag¢ farkli aridan gen aldigi, kimyasal molekiil
baglari, elektrik devreleri, DNA modellemeleri ya da bir sirketin i¢indeki kurumlarin
birbiriyle olan ekonomik iletisimleri, transferleri v.b. bir¢ok farkli konu graf teori ile
ifade edilmektedir. Graf teori matematigin ana bilim dali olmasinin yan1 sira bilgisayar,
kimya, istatistik v.b. bir¢cok alanda anahtar rol oynadig1 kadar cebir alaninda da pek ¢ok
yansimalar1 olmasi yoniinden dikkat ¢ekicidir. Ozellikle son yillarda spektral graf teorisi
ve daha da genis bir bi¢imi cebirsel graf teorisi olmak iizere iki 6nemli brans ilizerine

calismalar siklikla yapilmaktadir.

Spektral graf teori, graflara iliskin matrislerin spektral oOzellikleri ile graf yapisi
arasindaki iligkileri incelemeye ve anlamlandirmaya calismaktadir. Giiniimiizde bilim
ve teknoloji diinyasi i¢in hatir1 sayilir 6neme sahip bir branstir. Spektral graf teorisi
ozellikle lineer cebir konular ile ilgilenir. Graf teorideki problemleri ¢6zmek igin lineer
cebir metotlarin1 kullanan 6nemli bir multidisipliner bilimdir. Diger taraftan spektral
graf teorisi, kimya, bilgisayar bilimleri, fizik, operasyonel arastirma, kombinatoryal
optimizasyon, biyoloji, biyoinformatik, cografya, ekonomik ve sosyal bilimler gibi
alanlarda modelleme yapmak ve problemler sunmak i¢in de kullanilir. Teorinin
kimyaya klasik ve 1iyi belgelenmis uygulamalarinin disinda g¢esitli incelemelerde
bilgisayar biliminde graf 6z degerleri ve 6z vektorleri goriilmektedir. Kimyada graf
spektrasinin temel uygulamalarindan biri, Hiickel molekiiler yoriinge teorisi olarak da
bilinen doymamis konjuge edilmis hidrokarbonlarin bir teorisi i¢indeki uygulamadir.
Son on yildir, bilgisayar bilimlerde graf spektrasinin birka¢ 6nemli uygulamalara sahip
oldugu gosterildi. Graf spektras: internet teknolojilerinde goriilmektedir. Istatistiksel

veri setleri, numune tanima v.b. gibi bir¢ok alanda da goriilebilir.
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Son yillarda graflarin 6zellikleri kullanilarak cebirsel yapt kurma calismalari ilging
arastirma konularindan biri haline gelmistir. R bir halka ve N (R) kiimesi halkanin biitiin
nilpotent elemanlarin kiimesi olmak tizere Chen (2003), R halkas1 iizerinde R' nin biitlin
elemanlarini noktalar kabul eden ve "x ve y noktalarinin komsu olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul xy € N(R)" Onermesini saglayacak sekilde yeni bir graf yapisi

tanimlamigtir.

Li (2010), "R birimli bir halka olmak iizere R' nin nilpotent grafin1 genisleterek

asagidaki gibi tanimlamistir:

['y(R) nilpotent grafi, 0 #y € R i¢in Vy(R)*={0+# x € R|xy € N(R)} grafin
noktalar kiimesi olmak tizere " farkli iki x ve y noktas1 komsudur ancak ve ancak xy €

N (R)" 6nermesini saglayan bir yapidir.

Bir G grafi i¢in komsuluk, Laplasyan vb. matrisler tanimlanir. G ‘nin spektrumu,
tanimlanan matrisin spektrumudur ve komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu vb.
olarak isimlendirilir. Genelde graflarin spektral karakterizasyon problemi, cebirsel graf
teorisi alaninda zor problemlerden biridir. Kisaca agiklamak gerekirse herhangi bir G
grafinin 6z degerlerini (spektrumunu) hesaplamak kolay olmasina ragmen herhangi bir
spektruma gore graflarin belirlenebilecegini tahmin etmek olduk¢a zordur. Ozellikle
nilpotent graflarin graf capi, dis merkezligi, girth vb. parametreleri ile ilgili ¢cok az
sayida ¢aligma bulunmaktadir. Fakat spektral karakterizasyonlari ile ilgili herhangi bir

calisma olmamasi bu konuyu daha ilgi ¢ekici hale getirmistir.

Bu ¢alismanin 2. boliimiinde hem lisans hem de lisansiistii 6grencilerin faydalanacagi
sekilde temel bilgilerden ve kavramlardan bahsedilmektedir. 3. boliimiinde ise Nilpotent
graflarin yapisal Ozellikleri ve bazi siniflandirmalari anlatilmaktadir. 4. boliimde bazi

0zel halka yapilarinin nilpotent graflarinin spektral karakterizasyonu yapilmaktadir.



2.BOLUM

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bolimde verilen temel tanim, kavram ve teoremler birgok graf ve cebir kitaplarinda

bulunmasina karsilik lisans ve lisansiistii 6grencilerin yararlanmasi amaciyla bilimsel

disiplin gozetilerek verilmistir.

2.1. Halka Teorisi

Tamim 2.1.1. [1] Bostan farkli bir R kiimesi tizerinde toplama (+) ve ¢arpma (+)

denilen iki ikili islem tanimlanmis olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa o zaman

(R, +,") cebirsel yapisina bir halka denir.

(R, +) degismeli bir gruptur.

R kiimesi ¢arpma islemine gore kapalidir. Yani Va,b € R i¢in ab € R dir.

R kiimesi carpma islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Yani Va, b, c €
R i¢in a(bc) = (ab)c dir.

Carpma isleminin toplama islemi iizerine sagdan ve soldan dagima ozelligi

vardir. Yani Va, b, c € R i¢in;

a(b+c)=ab +ac (2.1)
Ve
(b+c)a=ba+ca (2.2)
dir.

Tamm 2.1.2. [1] (R, +,) cebirsel yapisi bir halka olmak lizere ¢arpma islemine gore

degismeli ise yani Va,b € R i¢in ab = ba ise 0 takdirde (R, +,") halkasina degismeli

halka denir.

Tamm 2.1.3. [1] (R, +,) cebirsel yapisi ¢arpma islemine gore birim elemana sahip ise

yani Va € R i¢in;

alp =1pa=a (2.3)

olacak sekilde bir 1; € R varsa 0 zaman (R, +,) halkasina birimli halka denir.

3



Omek 2.1.4. (Z,+,), (Q,+,), (R, +,), (C, +,") cebirsel yapilar1 birer halkadur.

Ornek 2.1.5. R bir halka olmak iizere M, (R) elemanlar1 R halkasina ait olan biitiin
n X n karesel matrislerin kiimesi olsun. O takdirde bu kiime iizerinde toplama islemi
olarak matrislerin bilinen toplama islemi ve carpma islemi olarak da bilinen matris
carpimini g6z Oniine alimirsa o zaman (M, (R),+,") cebirsel yapist birimli fakat
degismeli olmasi gerekmeyen bir halka teskil eder. Buna gore M, (Z), M,,(Q), M, (R)
ve M, (C) kiimeleri de birer halkadir.

Tamm 2.1.6. [1] (R, +,7) birimli bir halka olmak {izere bir a € R' nin ¢arpmaya goére
tersi varsa 0 zaman a elemanina tersinirdir denir. a € R tersinir ise a' nin tersi tektir ve

a1 ile gosterilir.

Tanim 2.1.7. [1] R birimli bir halka olmak tizere R' nin merkezi M(R) seklinde

gosterilir ve
M(R) = {x € R:ax = xa,Va € R icin} (2.4)
olarak tanimlanir.

Tanim 2.1.8. [3] R bir halka ve a € R igin a™ = 0 olacak sckilde n € N — {0} varsa a'

ya R halkasinin nilpotent eleman1 denir.

Ornek 2.1.9. Zg = {0,1,2,3,4,5,6,7} halkasinin elemanlarina bakilirsa;
22=0,42=0,6>=0
Zg halkasinin sifirdan farkli 3 tane {2,4,6} nilpotent elemani vardir.

Tanim 2.1.10. [1] R bir halka ve 0 # a € R olmak fiizere ab = 0 olacak sckilde
0 # b € R varsa a elemanina sol sifir bolen denir. Yine 0 # a € R olmak iizere ba = 0
olacak sekilde 0 # b € R varsa a elemanina sag sifir bolen denir. Eger a elemani hem

sag sifir bolen hem de sol sifir bdlen ise kisaca a' ya sifir bélen denir.

Ornek 2.1.11. (M,(Z), +,") halkasinda;

A[OO

- 00]

veB:[O 1



elemanlar1 gbéz Oniine alindiginda A # 0 ve B # 0 olmasina karsilikk AB = 0 dir.

Gergekten;

0 010 0]_[0 0

[1 0] [0 1] - [0 0]

O halde A matrisi sol sifir bélen B matrisi sag sifir bolen olur.

Tanim 2.1.12. [3] R bir halka olsun. p, halkanin ne tersinir ne de sifir bolen olan bir
eleman1 olsun. Her x,y i¢in p = xy esitligi x ya da y ' nin tersinir olmasini
gerektiriyorsa, 0 zaman p' ye indirgenemez denir. Bu bir anlamda p elemani gergekten

baska elemanlarin ¢arpimi olarak yazilamiyor demektir.

Tanim 2.1.13. [1] Birimli, degismeli ve sifir bolensiz bir halkaya tamlik bolgesi denir.
Bu tanima gore bir tamlik bolgesindeki bir ¢arpimda sadece carpanlardan biri sifir

oldugunda ¢arpim sifirdir yani sadece a = 0 yada b = 0 oldugunda ab = 0 dir.

Omek 2.1.14. (Z, +,) tam sayilar halkasi, (Q, +,") rasyonel sayilar halkas1 ve (C, +,")
kompleks sayilar halkasi birer tamlik bolgesidir.

Ornek 2.1.15. p asal say1 olmak iizere (Zp, +,-) halkas1 da bir tamlik bolgesidir.

Tanim 2.1.16. [19] R bir tamlik bolgesi olmak iizere a € R igin ab = 1 sartina karsilik
b € R varsa a elemanina R' nin bir aritmetik birimi denir. Buna gore R' nin biitiin

aritmetik birimlerinden olusan kiime A(R) ile gosterilirse;
a€AR) ©all (2.5)
elde edilmis olur.

Tamim 2.1.17. [4] R bir halka olsun. Her a € R igin axa = a olacak sekilde bir x € R

varsa R halkasina bir (von Neumann) regiiler halka denir.

Tamim 2.1.18. [1] Birimli ve degismeli bir halkanin sifirdan farkli her elemaninin
carpma islemine gore bir tersi varsa o zaman bu halkaya bir cisim denir ve genel olarak

F ile gosterilir.



Omek 2.1.19. (Q,+,), (R, +,), (C, +,) cebirsel yapilar1 bir cisim olmasma karsilik

(Z,+,") halkas1 bir cisim degildir. Gergekten; 2 € Z' nin ¢arpmaya gore tersi % olup

% ¢ Z oldugundan (Z, +,) halkasi bir cisim olamaz.

Sonug¢ 2.1.20. [1] Her cisim bir tamlik bolgesidir.
Teorem 2.1.21. [1] Her sonlu tamlik bolgesi bir cisimdir.
Sonug 2.1.22. [1] p asal say1 olmak lizere (Zp, +,-) halkasi bir cisimdir.

Ispat. p asal olmak iizere Z, birimli, degismeli ve sifir bolensiz oldugundan bir tamlik

bolgesidir. Ayn1 zamanda sonlu oldugundan Teorem 2.1.." den Z,, cisimdir.

Tamim 2.1.23. [1] R bir halka olmak iizere her a € R i¢in na = 0 olacak sekilde bir n
pozitif tamsayist varsa o takdirde bu Ozelligi saglayan en kiigiik pozitif tamsayiya
halkanin karakteristigi denir. Eger bdyle bir pozitif tamsay1 yoksa yani her a € R i¢in
na = 0 olmast n = 0 olmasin1 gerektiriyorsa o zaman R halkasinin karakteristigi

stfirdir denir. Bir R halkasinin karakteristigini kisaca char (R) ile gosterilmektedir.

Ornek 2.1.24. (Z,+,), (Q,+,), (R,+,), (C, +,") halkalarinin karakteristikleri sifirdir.

Yani;
char (Z) = char(Q) = char(R) = char(C) =0
dir.

Ormnek 2.1.25. Z,, halkasimn karakteristigi n' dir. Yani char (Z,) = n'dir.

Tanim 2.1.26. [1] R bir halka ve I, R' nin bir alt halkas1 olmak tizere her r € R Va € |
icinra € I ve ar € I ise o takdirde I' ya R halkasinin bir ideali denir. Boylece I, R' nin
bir alt halkasi1 olmak tiizere her r € Ricinrl €1 ve Ir S I ise 0 zaman I, R' nin bir

idealidir. I < I ise I' ya R' nin sol ideali Ir < I ise I' ya R' nin sag ideali denir.

Tanim 2.1.27. [1] R bir halka ve I, R' nin bir ideali olmak {izere I, R' nin hakiki bir alt

kiimesi ise yani I € R ise 0 zaman I'ya, R' nin bir hakiki ideali denir.



Teorem 2.1.28. [1] R bir halka ve I, R' nin bostan farkli herhangi bir alt kiimesi olsun.

Buna gore eger asagidaki sartlar saglanirsa o takdirde I, R halkasinin bir idealidir.

e Vab€eligina—bel

e Va€elveVreRiginar €l vera €[ dir.

Ornek 2.1.29. R bir halka olmak {iizere {0} ve R' nin kendisi R halkasinin birer ideali

olup bu ideallere asikar ideal denir.
Ornek 2.1.30. I = {0,3,6,9} alt halkas Z;, halkasimn bir idealidir.

Tamim 2.1.31. [1] R birimli, degismeli bir halka ve a € R olsun. Bu durumda;
(a) = {ra:r € R} (2.6)

kiimesi R halkasinin bir ideali olup bu ideale a elemani tarafindan iretilen esas ideal

denir.
Teorem 2.1.32. [1] (Z, +,) halkasinin her ideali bir esas idealdir.

Tanim 2.1.33. [1] R bir halka ve I, R' nin bir ideali olmak tizere (R/I, +,") halkasina R’

nin I' ya gore bolim halkasi denir.

Ornek 2.1.34. 5Z = {5k: k € Z} kiimesi Z tamsayilar halkasinin bir ideali olup Z/5Z

boliim halkasindan s6z edilebilir. Burada;
Z/57 = {0+ 5Z,1+ 5Z,2 + 5Z,3 + 5Z,4 + 57}

Z/57 bolim halkasimin toplama islemine gore birim elemam 0 + 5Z = 5Z ve ¢arpma

islemine gore birim elemant 1 + 5Z' dir.

Tamim 2.1.35. [1] R degismeli bir halka ve I, R' nin hakiki bir ideali olmak iizere
xy € I olmasi x € [ yada y € I olmasmi gerektiriyorsa bu durumda I' ya R' nin bir asal

ideali denir.

Ornek 2.1.36. Z tamsayilar halkasi ve p asal bir tamsayr olmak iizere pZ ideali Z
halkasinin bir asal idealidir. Yani xy € pZ ise o takdirde ya x € pZ ya da y € pZ' dir.
Gergekten xy € pZ ise bu durumda pt = xy olacak sekilde t € Z vardir. Buradan p|xy.
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Halbuki p asal oldugundan p|x ya da p|y olmalidir. Béylece x ya da y, p' nin bir
katidir. Bundan dolay1 ya x € pZ ya da y € pZ olur ki bu da asal ideal tanimindan pZ'

nin Z tamsayilar halkasinin asal ideali oldugunu gosterir.

Tanim 2.1.37.

a) [1] M degismeli olmasi gerekmeyen herhangi bir R halkasinin bir hakiki ideali
olsun. Bu durumda M € I € R olacak sekilde R' nin bir ideali oldugunda ya
I = Myadal = R oluyorsa o zaman M idealine R' nin maksimal ideali denir.

b) [3] R halkasinin biitiin maksimal ideallerinin kesisimine Jacobson radikal denir.

J(R) =N M ile gosterilir.

Tanmim 2.1.38. [5] R bir halka ve m maksimal ideali olmak tizere tek maksimal ideali

olan halkalara lokal halka denir. (R, m) ile gosterilir.

Tamim 2.1.39. [1] Her ideali esas ideal olan degismeli bir halkaya esas ideal halkasi

denir.

Tanim 2.1.40. [1] Her ideali esas ideal olan (yani bir tek eleman tarafindan tiretilen) bir

tamlik bolgesine esas ideal bolgesi denir.

Tanim 2.1.41. [1] (R, +,") ve (S, +,-) iki halka olmak tizere

@:R— S

doniisiimii asagidaki sartlari saglarsa ¢' ye bir halka homomorfizmi denir.

e Vx,y€Ricinp(x+y) =0 +o@®)
e Vx,y €Ricin p(xy) =px)e(y).

Tanim 2.1.42. [1] ¢: R — S, 1 — 1 ve lizerine bir halka homomorfizmi ise o zaman ¢’
ye bir halka izomorfizmi denir. Bu durumda R ve S halkalarina izomorftur (ya da

izomorfiktir) denir ve R = § ile gosterilir.



2.2. Matris Teorisi

Tamm 2.2.1. [2] F bircisimve q;; € F (1 <i <m,1 <j < n) olmak lizere;

aqq aq» v A
a a . a
2 Gz G 2.7)
A1 A2 e An

seklindeki dikdortgen tabloya matris denir. A = (@;j) yxy ile gosterilir. i = 1,2,...,m

i¢in;
Ti=[ai1' A2, ey Qg (2.8)

ifadesine matrisin satirlar1 ve j = 1,2, ..., n i¢in;

alj
azj

G =I : ‘ (2.9)
amj

ifadesine de matrisin siitunlar1 denir.

Tanim 2.2.2. [2] Bir matrisin biitiin elemanlari sifir ise bu matrise sifir matrisi denir.

Genel elemam a;; olan A matrisi her i, j i¢in a;; = 0 seklinde yazilir.

Tamm 2.2.3. [2] A = (a;j) nxn bir kare matris olmak lizere eZer i # j icin her zaman
a;; = 0 oluyorsa o takdirde A matrisine kosegen matris denir ve diag(A) seklinde

gosterilir. Ornegin;

aiq 0 0
dlag (A) = 0 (05%) 0 ]
0 0 ass

Tamim 2.2.4. [2] Kosegen tizerindeki elemanlari esit olan kosegen matrise skaler matris

denir.

a 0 O

0 a O (2.10)
0 0 «



Eger A = (a;;), n X n tipinde bir matris ise 0 zaman a;q, ayy, ..., 4y, €lemanlarimn

teskil ettigi kosegene A matrisinin esas kosegeni denir.

Tanim 2.2.5. [2] Esas kosegen iizerindeki biitiin elemanlar1 "1" diger tiim elemanlar1
"0" olan bir kare matrise birim matris denir. I ile gosterilir. A herhangi bir kare matris

olmak iizere;

Al=AvelA=A (2.11)
100

I=l0 1 0
00 1

seklinde verilir.

Tamim 2.2.6. [2] Bir kare matrisin transpozunu alarak elde edilen matris, verilen

matrisin kendisine esit oluyorsa bu matrise simetriktir denir. A = (a;;) kare matrisi i¢in
AT =4 (2.12)
ise bu matrise simetrik matris denir. Eger A matrisi simetrik ise o takdirde

a; = a (2.13)

sart1 saglanir. Uciincii mertebeden bir simetrik matris

agq b c
A=1|Db (05%) d ] (214)
c d ass
seklindedir.
Tamim 2.2.7. [2] Herhangi bir A = (a;;) kare matrisi i¢in
AT = —A (2.15)

sartt saglaniyorsa A matrisine ters simetrik matris denir. Ters simetrik matrisin genel

terimi

ai]' = —a (216)

i
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sartini saglamalidir. Buradan her i = j i¢in a;; = 0 olmaktadir. Buradan ters simetrik

matrisin esas kdsegen elemanlar1 sifirdir. Ugiincii mertebeden bir ters simetrik matris

0 a b
A=|-a 0 ¢ (2.17)
-b —c 0
seklindedir.

Tanim 2.2.8. [2] 4, n X n tipinde bir kare matris ve I, n X n tipinde birim matris olmak

uzere
AB =BA =1 (2.18)

olacak sekilde bir n X n B matrisi varsa 0 zaman B matrisine A matrisinin tersi
denir. B = A7! ile gosterilir. Tersi olan matrislere de ters gevrilebilir (diizgiin, tekil

olmayan) matrisler denir.

Tanim 2.2.9. [2] A sifir olmayan bir n X n kare matris olmak tizere
AB =0 (2.19)

olacak sekilde sifirdan farkli bir B, n X n kare matrisi varsa o zaman A matrisine sol

sifir bolen matrisi denir. Yine A sifirdan farkli bir n X n kare matris olmak tizere
CA=0 (2.20)

olacak sekilde sifirdan farkli bir C, n X n kare matrisi varsa 0 zaman A matrisine sag
sifir bolen denir. A matrisi hem sag sifir bdlen matris hem de sol sifir bolen matris ise o

Zzaman A matrisine sadece sifir bélen matris denir.

Tanmm 2.2.10. [2] A bir n X n kare matris ve k pozitif bir tam say1 olmak iizere A* = 0
ve AK=1 # 0 ise 0 zaman A matrisine nilpotent matris denir. A¥ = 0 sartim1 saglayan

minimum k sayisina nilpotentlik indeksi denir.

Tanim 2.2.11. [20] Elemanlarinin en az biri sifirdan farkli olan simetrik bir A matrisi ile

bunun disinda tamamen keyfi bir y # 0 siitun vektdrii verilsin.
P=yTAy (2.21)
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carpimi sabit bir say1 olur. Eger

e P > 0ise A matrisi pozitif tanimlidir
e P < 0ise A matrisi negatif tanimlidir
e P > 0ise A matrisi yar1 pozitif tanimhdir

e P < 0ise A matrisi yart negatif tanimlidir

denir.

Tanim 2.2.12. [6] A bir n X n kare matris ve X bir n X 1 siitun vektorii olmak iizere
AX = AX denklemini saglayan bir A skaleri varsa sifir olmayan X vektoriine A kare
matrisinin 6z vektorii denir. A skalerine de 6z deger denir. Ayrica bir A matrisinin

karakteristik polinomu
Ky (1) = det(A — Al) (2.22)
dir. Bu denklemin kokleri matrisin 6z degerlerini verir.

Tanim 2.2.13. [2] Karakteristik denklemin kokleri A;' nin degeri k-kez tekrarlanacak
sekilde ise o takdirde A;' ye k-kath bir 6z deger denir. Eger A; sadece bir kez

tekrarlanirsa o zaman A;' ye basit 6z deger denir.
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2.3. Graf Teorisi

Tanim 2.3.1. [7] V = {v4, vy, ..., v, } noktalar kiimesini ve E = {eq, e, ..., e,, } kenarlar
kiimesini olusturmak iizere bir G grafi, G = (V, E) sirali ikilisi seklinde tanimlanir.
Burada E kiimesindeki bir kenar, V kiimesindeki noktalarin siral: ikilisidir. |V| = n ve
|E| = mise G'ye n-noktali ve m-kenarli bir graf denir. Nokta sayisina kisaca G' nin

mertebesi denir.

Tammm 2.3.2. [6] G = (V,E) bir graf ve v € V olsun. Bir v noktasimnin derecesi, v
noktasina komsu olan noktalarin sayisidir. deg (v) ya da d(v) ile gosterilir. G = (V, E)
grafinin noktalart vy, vy, -+, v, olsun. Buna gore bu grafin maksimum ve minimum

dereceleri sirasiyla

A(G) = max{deg(v;):1 < i <n} (2.23)
ve
8§(G) = min{deg (v;):1 < i < n} (2.24)

olarak tanmimlanir. v; € V olmak iizere v; ye komsu olan noktalarin derecelerinin

ortalamasi m; ile gosterilir. Ayrica m;, V’ nin ortalama 2-derecesi olarak da bilinir.

Tanim 2.3.3. Derecesi sifir olan noktaya ayrik nokta (isolated vertex) ve derecesi bir
olan noktaya sarkit nokta (pendant vertex) ve bu noktaya baglanan kenara sarkit kenar

(pendant edge) denir.

Ornek 2.3 4.

Sekil 2. 1. z noktasi ayrik nokta, x ve y sarkit nokta

Tanim 2.3.5. [6] Bir grafin derecelerinin azalan bigimde siralandirilmasiyla olusturulan

diziye derece dizisi denir.
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Teorem 2.3.6. [8] Bir grafin derecelerinin toplami kenarlarinin iki katina esittir. Yani,

d;, i noktasinin derecesi ve e , grafin kenar sayisi olmak iizere

n
Z d; = 2e (2.25)
i=1

esitligi saglanir.

Tanmim 2.3.7. [6] G = (V,E) bir graf ve u,v € V olsun. Eger e = {V'} olacak bigimde bir
e € E varsa e’ ye bir ilmek (loop)denir. Eger E kiimesinde g = {u, v} = f olacak bigimde

farkli iki g ve f kenar1 varsa bu kenarlara katli kenar (multiple edge) denir.

Ornek 2.3.8.

e[ ® .
-~ 3
Sekil 2. 2. flmek ve katl1 kenar

Tamim 2.3.9. G grafinda alinan herhangi iki nokta ¢ifti arasindaki en biiyiik uzakliga
G’nin ¢ap1 (diameter) denir ve diam (G) bigiminde gosterilir.

diam(G) = sup {d(x,y)|x,y € G} (2.26)

Tamim 2.3.10. G grafinda aliman herhangi iki nokta ¢ifti arasindaki en kisa dongii
uzunluguna G 'nin ¢evresi (girth) denir. gr(G) ile gosterilir. Eger G grafi dongi

icermiyorsa gr(G) = o' dur.

Tanmm 2.3.11. [7] G = (V,E) grafina; V = @ ise bos graf, |V| = 1 ise asikar graf,
E = @ ise sifir (null) graf denir. N,, ile gosterilir.

Ornek 2.3.12.

14



° e 0 o @ °« ¢
Sekll 2. 3. N11 Nz, N3, N4

Tamm 2.3.13. Bir yol (path), x; ’ ler birbirinden farkli olmak tizere V = {x, x1, -, X}
ve E = {xoxq, X1X5,**, X_1X; } formunda bostan farkli graftir. B, ile gosterilir. G* de
alman i, j noktalarmm uzakhigi G’ de en kisa i — j yol uzunlugudur ve d(i,j) olarak

gosterilir.

Ornek 2.3.14.

[
o=
L
Lo

60 0 00 0000 0

Sekil 2. 4. Py, P,, P, Py, Ps

Tanim 2.3.15. [6] G bostan farkli bir graf olmak {izere G’ nin herhangi iki noktas1 bir
yol (path) olusturuyorsa G’ ye baglantili (connected) graf denir. Baglantili olmayan

grafa baglantisiz graf denir.

Ornek 2.3.16.

0

Sekil 2. 5. Baglantili ve baglantisiz graf

Tanim 2.3.17. [7] Bir grafin noktalarinin isimlendirilmesi islemine etiketleme; noktalari

isimlendirilmis bir grafa ise etiketlendirilmis graf denir.
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Ornek 2.3.18.

Sekil 2. 6. Etiketlenmis ve etiketlenmemis graf

Tanim 2.3.19. [6] G = (V,E) grafi verilsin. Eger V noktalar kiimesi U ve W bagimsiz
iki kiimeye parcalanabiliyorsa, G grafina iki parcali graf (bipartite) denir. Daha da
genellenirse, bir grafin V noktalar kiimesi r tane kiimeye pargalanabiliyorsa, grafa

r —pargcal1 graf (¢ok parcali graf) denir.

Iki parcali tam graflar, n sayisi bir parcasimin noktalar1 ve m sayisi da diger pargasinin

noktalar sayis1 olmak iizere K, ,,, biciminde gosterilir.

Ornek 2.3.20.

A D

Sekll 2. 7. K2,3 ve K3'4

Tamim 2.3.21. [6] n noktal1 bir grafta, bir noktasinin derecesi n — 1, diger noktalarinin
derecesi 1 olan grafa yildiz (star) graf denir. K; ,_q ya da S, ile gosterilir. S, ve S, iki
yildiz olmak tizere merkez noktalarinin bir kenar ile birlestirilmesi ile olusan p + q
noktali grafa ¢ift yildiz (double star) denir ve S, ; ile gosterilir. Ustelik bir y1ldiz grafa

yol graf eklenerek elde edilen grafa kuyruklu yildiz (comet) denir ve P, ; ile gosterilir.
16



Ornek 2.3.22.

8 1
o L\ ¢ @
/ [ \ e Ay
- -.
. g T,
x| A
1, , ~ e ?/{_ D z‘r '-.\
L \
AN - - \
V4 . ,.,-‘”// N @ )\\_ - 5 § 7
4 - s , y o . F
/ \\. s \, 0 i ¢ & &
? 5 .'Jl;/ @

Sekil 2. 8. S5, S 5, Py 3 graflan

Tanim 2.3.23. [6] Bir grafin tiim kenarlari, bu kenarlar1 olusturan noktalardan biri ¢ikis
noktas1 digeri varis noktasi olacak bigimde yonlendirilmis ise bu grafa yonli graf
(digraph) denir. Yonlii bir grafin kenarlar1 yay (arc) olarak isimlendirilir. G bir yonlii
graf olmak tizere her u, v nokta ¢ifti i¢in u noktasindan v noktasina ve v noktasindan u

noktasina bir yol varsa grafa gii¢lii baglantili graf denir.

Tamim 2.3.24. [6] Bir graf hem kenar hem de yay igeriyorsa bu grafa karisik (mixed) graf

denir.

Tanim 2.3.25. [6] Yonsiiz bir G grafi, herhangi bir ilmek (loop) ve katli kenar igermiyorsa

bu grafa basit graf denir.

Ornek 2.3.26.

H
Sekil 2. 9. Basit ve karisik graf

Tamim 2.3.27. [6] Bir G grafinda her noktanin derecesi ayni ise G grafina regiiler graf
denir. Bir graf iki pargali ve ayni par¢adaki her bir nokta aymi dereceye sahipse yari

regiiler (semi-regular) iki parcali graf olarak adlandirilir.

Ornek 2.3.28.
17



AR,

Sekil 2. 10. Regiiler graf

Tanim 2.3.29. Her bir farkli nokta ¢iftinin sadece bir tek kenar olusturdugu grafa tam

graf denir ve nokta sayisi n olmak tizere K,, ile gosterilir.

& @

Sekll 2. 11. 1(111(2y K3' 1(4_Y K5yK6

Ornek 2.3.30.

) —0

Tamm 2.3.31. [7] G = (V,E) grafi i¢cin V' €V ve E' € E olmak iizere, S = (V,E)

grafina G'nin bir alt grafi denir ve S € G ile gosterilir.

Tammm 2.3.32. [6] G = (V,E) bir graf ve u,v € V olsun. Eger, e = {u, v} olacak
bi¢imde bir e € E kenar1 varsa u ve v noktalari komsu noktalardir denir ve u~v ile
gosterilir. Eger e = {v} ise v noktas1 kendisine komsudur denir. v € V olmak {izere

v’nin komsuluk kiimesi
Ne(w) ={uev:u~v} (2.27)
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.3.33. [7] G = (V,E) bir graf ve vy, vq,...,v, €V , €y, €1,:+, e, € E 0lmak
lizere vy ve v, noktalar1 arasinda vy, e, vy, €, Vg, ..., 6,0, €V seklinde yazilan
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n —uzunluklu noktalarin ve kenarlar1 olusturdugu sonlu diziye bir yliriime denir. Bir
yiriiyiisteki kenar sayisina o yliriimenin uzunlugu denir. Higbir kenarin tekrarlanmadig

yiirlimeye gezi (trail) ve hi¢bir noktanin tekrarlanmadig: yiiriimeye yol (path) denir.

Tanim 2.3.34. [7] Baslangi¢ ve bitis noktast ayni olan bir yiiriiyiise kapali yiiriiyiis
denir. Kenar tekrarlamayan bir kapali yliriiylise devir; nokta tekrarlamayan bir kapali

yiiriiyiise ise dongii denir.

Ornek 2.3.35. Asagidaki sekilde verilen G grafinda verilen 6 —uzunluklu bir yiiriiyiis;
1; {6,1},2;{1,2},3; {2,3}, 4; {3,4}, 5; {4,5}, 6; {5,1} olur. G basit graf oldugundan kisaca
6—1—2—-3—4—-5-—1 bi¢iminde de yazilabilir. Bu yiiriiylis kenar tekrarlamadigi
icin ayn1 zamanda bir gezidir. Fakat 1 noktasindan iki kere gecildigi i¢in bir yol
degildir. Baslangic ve bitis noktalar1 farkli oldugundan kapali yiirliylis degildir.
Dolayistyla devir ya da dongii degildir. 1 — 2 — 5 — 1 yiirliyiisii ise {i¢ uzunluklu bir

dongiidiir.

SIe
Sekil 2. 12. Yiirtiyiis, yol, devir ve dongii

Tamim 2.3.36. [7] Dongili icermeyen baglantili basit bir grafa aga¢ denir. Bilesenlerin

hepsi agac olan bir grafa ise orman denir.

Tanim 2.3.37. [6] G grafi n noktali m kenarli graf olmak {izere;

i. m=n-—1iseG biragac (tree)

ii. m = nise tek dongiilii (unicyclic)
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iii.  m=mn+1ise cift dongiili (bicyclic)

iv.  Baglantisiz olacak bigimde en az iki agacin olusturdugu grafa orman (forest)

denir.
Ornek 2.3.38.
Q @ =
o {2 o L i i i i
o o L &
Gl 'TE

Sekil 2. 13. Aga¢ ve orman

Tanim 2.3.39. [9] R birimli,degismeli halka olsun. R' nin sifir bolenlerinin kiimesi
Z(R) olsun. R' nin sifir bdlen grafi ['(R), Z(R)* = Z(R) — {0} nokta kiimesi ile bir
graftir. Oyle ki x # y ve x,y € Z(R)* i¢in x ve y komsudur gerek ve yeter sart xy = 0'
dir.

Omek 2.3.40. R = Zg halkas1 iizerinde tanimlannus sifir bdlen graf icin Z(R)* =
{2,4,6} olur. Sifir bolen olma sartina gore graf;

Sekil 2. 14. T'(Zg)

seklindedir.
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Tamim 2.3.41. [7] G = (V,E) grafinm H = (V',E") alt grafi i¢in V' kiimesindeki tiim
noktalar birbirine komsu ise H alt grafina G grafina ait bir klik denir. Bir kligin

mertebesi klikteki nokta sayisidir.

Tanmm 2.3.42. [7]1 G = (V,E)ve G = (V ,E) graflan igin bir birebir ve 6rten f:V —
V' doniigimii asagidaki kosulu sagliyorsa, bu doniisime G ve G " arasinda bir

izomorfizma denir.
Vu,v EVicinu~v e fw),f(v) €V ve f(w) ~ f(v) (2.28)

Aralarinda en az bir izomorfizmanin tanmimli oldugu herhangi iki G ve G ’ grafina

izomorf graflar denir. G = G’ ile gosterilir.

Ornek 2.3.43. f:V(G) » V(H) 6yle ki f(x) =x+5 ile tanimli f doniisiimii bir

izomorfizmadir. Dolayisiyla G = H olur.

Sekil 2. 15. izomorf Graflar

Tamim 2.3.44. [10] G grafinda her bir noktadan sadece bir kere gegen bir yol varsa iki
nokta arasindaki bu yola Hamilton yolu denir. G'nin tiim noktalarin1 kapsayan bir alt
grafi dongii olusturuyorsa bu alt grafa G' nin bir Hamilton dongiisii denir. Hamilton

dongiisii igeren bir grafa ise Hamilton graf denir.

Ornek 2.3.45. Asagida verilen G grafi bir Hamilton graftir. Ciinkii {1,2,3,4} noktalarinin

tamamini kapsayan en az bir dongii icermektedir.

21



. B
Sekil 2. 16. Hamilton graf

Tanim 2.3.46. [11] G bir graf olmak {izere bagimsiz bir kiimeye ve klige boliinebilirse

boliinmiis graf (split graph) denir.

Tanim 2.3.47. [11] G bir graf olmak {izere bagimsiz bir kiimeye ve klige boliinebilirse

Oyle ki bagimsiz kiimedeki her nokta klikteki her noktaya komsu ise tam boliinmiis graf

______—-'-__.._.:-'r
_--__--_
~_ @

~ —~
o/

Sekil 2. 17. Split graf

(complete split graph) denir.

Tamim 2.3.48. G bir graf olmak lizere diizlemde iki kenarin birbirleriyle kesistikleri
nokta haricinde birbirlerini karsilamayacak sekilde cizildiginde G' ye diizlemsel graf

(planar graph) denir. Boyle bir ¢izime G' nin diizlemsel ¢izimi denir.
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A i: ? B E z
Planar MNon-FPlanar

Sekil 2. 18. Planar ve planar olmayan graflar

Tanim 2.3.49. [10] Bir grafin her kenarindan bir kez ve sadece bir kez gegmek sartiyla
gidilen yola Euler yolu (Eulerian trail) denir. Baslanilan noktadan farkli bir nokta da
bitirilebilir. Bu tiir graflara ¢aprazlanabilir denir. Bir dongii iceren Euler yolu varsa
Euler déngiisii (Eulerian circuit) denir. Oyle ki ayn1 noktada baslar ve biter. Euler

dongiisii igeren bir grafa ise Euler graf (Eulerian graph) denir.

Sekil 2. 19. Eulerian graf

Tamim 2.3.50. [7] Bir grafin parametrelerinden bazilar1 arasindaki iligkileri gosteren bir

matrise graf matrisi denir.

Tamim 2.3.51. [7] M(G) ya da kisaca M, G grafina ait bir graf matrisi ve I,, birim matris
olmak tizere det(xI — M(G)) polinomuna G' nin M(G) karakteristik polinomu denir ve
char(M(G))(x) ile gosterilir. Bu polinomun koklerinden yani M(G) matrisinin 6z
degerlerinden olusan kiimeye ise G' nin M(G) spektrumu denir ve spec(M(G)) ile
gosterilir. Ya da matrisin adina gore komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b. de

denir.

23



Tanim 2.3.52. [7]G grafinin bir graf matrisi M(G) ve 1 € spec (M(G)) olsun.(x — 1)k/
(char(M(G))(x)) olacak bigimde en biiyiik k pozitif tamsayisina 6z degerine cebirsel

kat1 denir.

Tanim 2.3.53. [7] G = (V,E) grafi verilsin ve V = {1, ...,n} olsun. Vi € V igin d (i), i
noktasinin derecesini gostermek tizere n X n tipinde D(G) = diag (d(1), ...,d(n))

kosegen matrise G grafinin derece matrisi denir.

Ornek 2.3.54. Bir G grafi ve derece matrisi asagidaki gibidir.

D(G) =

o oo W
o O O
o =oO O
- o O

Sekil 2. 20. Grafin derece matrisi

Tanim 2.3.55. [7] G = (V, E) grafi n noktali m kenarli bir graf olsun. Vi,j € V i¢in G
grafinin komsuluk matrisi asagidaki gibi tanimlanan ve A(G) ile gosterilen n X n
tipinde bir matristir.

1,eger i~j ise

A(G) = [a;;] yleki a; = {0 o 12 e (2.29)

Ornek 2.3.56. Bir G grafinin komsuluk matrisi asagidaki gibidir.

= O
_ OO
_ OO
= Y

Sekil 2. 21. Bir grafin komsuluk matrisi
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Teorem 2.3.57. [7] n X m tipinde reel bir Q matrisi ve n X n tipinde reel, simetrik bir A
matrisi verilsin. QTQ =1 olsun. A matrisinin &zdegerleri a; > -+ > a, ve QTAQ
matrisinin 6zdegerleri f; = -+ = 8, ise Vi € {1,2, ..., m} icin asagida verilen esitsizlik

saglanir.
Upmti < Bi < @ (2.30)

Bu teoremin bir sonucu olarak, spektral graf teoride i¢ ice gegme (interlacing) lemmasi
olarak bilinen ve hayli kullanish olan asagidaki lemma verilmistir. Bu lemma bazi

kaynaklarda teorem olarak verilmistir.
Lemma 2.3.58. (i¢ ice Gecme (Interlacing) Lemmasi) [18]

n noktal bir G grafinin komsuluk 6z degerleri A; (A(G)) = --- = 1,(A(G)) ve G' ninm
noktali indirgenmis bir H alt grafinin komsuluk 0z degerleri A, (A(H)) = -+ =

An (A(H)) olsun. O zaman i = 1, ..., m igin
2 (A(G)) = A;(A(H)) = Ay (A(G)) (2.31)
olur.

Sonug¢ 2.3.59. [18] n noktali bir G grafinin tek bir nokta kiimesinin silinmesiyle elde
edilen keyfi bir indirgenmis alt grafi H olsun. G grafinin komsuluk 6z degerleri
M(A(G)) = -+ = 2, (A(G)) ve H alt grafinin komguluk 6z degerleri A;(A(H)) = -+ >
An-1(A(H)) ise

M(AG) = 1 (AMD) = 1,(A(6)) =+ = 4,1 (A(H)) = 2, (A(G)) (2.32)
esitsizlikleri saglanir.

Sonu¢ 2.3.60. [7] Reel, simetrik bir A matrisinin 6z degerleri a; = -+ = «a,, olsun.
|A;| = n; = 0 olmak tizere {1,2, ...,n} = A; UA, U ..U A, bir kiime pargalanisi olsun.
A;j, n; X 1 tipinde bir blok olmak tizere A = (4;;) blok matrisi yazilsin. A;; blogundaki
tiim bilesenlerin toplami e;; ve B = (e / ;) ise B' nin 6z degerleri A' nin 6z degerleri

ile i¢ ice geger. (Burada (ej; / n;), A;; blogundaki ortalama satir toplamidir.)

Burada ayn1 blok igerisindeki tiim satir toplamlari esit ise asagidaki sonug elde edilir.
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Sonu¢ 2.3.61. [7] A matrisi Sonu¢ 2.3.60." daki gibi bloklara ayrilabilen bir matris
olsun. 4;; blogundaki sabit satir toplami b;; ve B = bj; ise A' min spektrumu, B' nin

spektrumunu kapsar.

Tanim 2.3.62. [7] G = (V,E) grafi verilsin ve V kiimesinin bir pargalanisi V =1, U
V, U ..UV olsun. Vi, j € {1,2, ..., k} igin V; kiimesindeki her nokta, V; de ayni noktaya

komsu ise bu parcalanisa G grafinin bir esit parcalanisi (equatible partition) denir.

Tanmim 2.3.63. [7] G = (V,E) grafi ve V =V; UV, U ..UV, esit pargalanis1 verilsin.
Sonug 2.3.61." deki notasyona uygun bigimde elde edilen B = (b;) matrisine bu

parcalanisin boliim matrisi (quotient matrix) denir.

Ornek 2.3.64.

) )3

Sekil 2. 22. G grafi ve iki esit parcalanist
Yukarida verilen G grafinin iki esit pargalanisi;
P:{1},{2,3,4},{5,6,7} ve
P":{1},{2,3}, {4}, {5,6}, {7} olur.

Bu parcalaniglarin boliim matrisleri ise asagidaki gibidir.
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0 2 1 0 0

0 3 0 1T 0 0 1 o
Bp=|1 0 1|veBy =11 0 0 o 1l
01 0 [01000J
00100

Tanim 2.3.65. [7] G = (V,E) grafinin Laplasyan matrisi asagidaki gibi tanimlanan ve

L(G) ile gosterilen n X n tipindeki bir matristir.
d(i),egeri =jise
L(G) = [by] dyleki by ={ —1,egeri~jise (2.33)
0,egeri~+ jise

Buradan goriildiigi tizere L(G) = D(G) — A(G) olur.

Ornek 2.3.66. Asagida bir G grafi ve Laplasyan matrisi verilmistir.

3 -1 —1 -1
1 1 0 0
LG =11 ¢ 1 0
1 0 0 1
i
(7

Sekil 2. 23. Grafin Laplasyan matrisi
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3.BOLUM
NIiLPOTENT GRAFLAR VE BAZI SINIFLANDIRMALARI

Bu bolimde verilen temel bilgiler ve sonuglar genel olarak [12-15] kaynaklarindan

alinmustir.
3.1. Ty (R)'nin Temel Ozellikleri

Tanmm 3.1.1. R birimli bir halka olsun. R' nin Ty (R) ile gosterilen nilpotent grafi, nokta

kiimesi;
Vw(R)* ={0#x €R|xy e N(R),0 +#y € R} (3.1)

ile bir graftir. N(R), R' nin biitiin nilpotent elemanlarinin kiimesi olmak iizere iki farkli

nokta x ve y komsudur © xy € N(R) dir.

Omek 3.1.2. R = Zg halkasinin nokta kiimesi ve nilpotent grafi asagidaki gibi

verilmektedir.
VN (Z8 )* = {1I2)3I4I5)6J7}

N(R) = {0,2,4,6}
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Not 3.1.3. [12] R halkasi tamlik bolgesidire Ty (R) bos graftir. Aslinda R bir tamlik
bolgesi ise 0 zaman Vy (R)* = @ dir. Dolayisiyla Ty (R) bostur. Tersine [y (R) bos ise o
zaman Iy (R)' nin tammindan R' nin sifirdan fakli sifir bélenleri yoktur. Béylece R bir

tamlik bolgesidir.

Omek 3.1.4. p asal say1 olmak iizere (Zp, +,") halkasi bir tamhik bolgesidir. Fakat 0’

dan farkli hi¢bir nilpotent ve sifir bolen elemana sahip olmadigr i¢in nilpotent grafi bos

graf olmak zorundadir. (Zs, +,-) halkasinin nilpotent grafi asagidaki gibidir.

1

i i

Sekil 3.2. Ty (Zs)

Not 3.1.5. [12] Varsayalim ki R regiiler halka ve birimli olsun. O zaman R/Z(R) ' nin
her elemani birimdir. Gergekten her x € R i¢in xyx = x olacak bi¢imde bir y €

R vardir. Eger x € Z(R) ise xy = 1 dir. Dolayisiyla x aritmetik birimdir.

Not 3.1.6. [12] R degismeli veya regiiler halka olsun. Eger R indirgenmis ise 0 zaman
IRl <1Z(R) |> = [Vy(R)|?, aksi takdirde |Vy(R)*| = |R| — 1. Ashnda R indirgenmis
ise Ty(R) =T(R) olur. Béylece |R|<|Z(R)|?>=|Vy(R)|* esitligi saglamr.
R indirgenmemis degismeli halka ise 0 zaman her r € R* ve x € N(R)” i¢in r ve x
komgudur. Bu nedenle Vy(R) = R. Varsayalim ki R indirgenmemis regiiler halka
olsun. r, R*' in keyfi bir elemam olsun. r € Z(R) ise Vy(R) = R dir. Ciinkii Z(R) S
Vy(R) dir. Aksi halde Not 3.1.5.' den r aritmetik birimdir ve ters elemam =1 ile
gosterilir. x sifirdan farkl1 nilpotent eleman olsun. r~!x # 0 oldugunu gérmek kolaydir

ve 7, r~1x' e komsudur. Dolayisiyla r € Vy (R) dir ve bdylece [Vy (R)| = |R] olur.

Not 3.1.7. [13] R' nin merkezinde sifirdan farkli bir nilpotent eleman varsa R' nin
sifirdan farkli biitiin elemanlar1 nilpotent elemana komsudur. Bu nedenle herhangi bir R

halkasi i¢in R' nin merkezi en az bir nilpotent eleman igerirse;
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i.  Ty(R) baglantihidir ve diam (Ty(R)) < 2
ii. gr(fy(R)) =3 veya oo.

Ornek 3.1.8. R = Z, i¢in nilpotent graf incelenirse;
VN(Z4 )* = {1,2,3}

N(R) = {0,2}

Iy (Z4) baglantihdir, diam(Ty (Z4)) = 2 ve gr(ITy(Z4)) = co.

Teorem 3.1.9. [12] R degismeli, regiiler ve birimli halka olsun. O halde asagidaki

sartlar1 saglamaktadir:

i. Ty(R) baglantilidir.
ii. diam(Ty(R)) < 3.
iii.  Eger I'y(R) bir dongii igeriyorsa, o halde gr(Iy(R)) < 4. Buna ilaveten R

indirgenemez ise 0 zaman gr(Iy(R)) = 3.

Teorem 3.1.10. [12] R indirgenemez degismeli halka olsun. Iy (R) tek noktali kiime
(singleton) olmasin. O halde asagidaki ifadeler denktir:

i. gr(Iy(R)) =
ii.  Ty(R) bir star graftir.
iii. R ya3 mertebeli bos halkadir ya da |[N(R)| = 2 olacak bigimde N(R), R' nin

asal idealidir.
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Teorem 3.1.11. [12] R indirgenemez regiiler bir halka ve Iy (R) star graf olsun. O

Zaman:

i. Ty(R) tam olarak iki noktaya sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart R halkasi 3
mertebeli nilpotent halkadir.
ii. Ty(R) en az ii¢ noktaya sahiptir. Bu durumda |[N(R)| = 2 olmak tizere N(R), R’

nin asal idealidir.

Lemma 3.1.12. [12] R basit bir graf olsun. Maksimum derecenin her u noktasi igin
A(R) —d(v) + 2, R' deki maksimum dereceli noktalarin sayisindan daha fazla olmak

iizere u — v kenar1 varsa y (R) = A(R) dir.

Teorem 3.1.13. [13] R sonlu, indirgenemez ve degismeli bir halka olsun. R gift

mertebeli nilpotent bir halka olmadik¢a

x (Tn(R)) = A(Ty(R)) (3.2)
Sonug 3.1.14. [13] R sonlu, birimli, degismeli bir halka olsun. O zaman;

x (Ty(R)) = A(Ty (R)). (3.3)

Teorem 3.1.15. [13] R sonlu, degismeli, birimli bir halka 6yle ki Ty (R) baglantili olsun.
O zaman T'(R), Ty (R)' nin alt grafidir gerek ve yeter sart R lokal halkadir.

Teorem 3.1.16. [13] R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun. O
zaman, Iy (R) iki par¢al tam graftir gerek ve yeter sart I'(R) tam graftir.

Ornek 3.1.17. R = Z35 halkasimin nilpotent grafi iki parcali tam graftir.
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Sekil 3.4. Ty (Z3s)

Teorem 3.1.18. [13] R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun. O
halde asagidaki esitlikler saglanir:

i.  Ty(R) bir star graftir.
ii. Ty(R) bir agagtir.
iii. R =7,veya Z,[x]/(x?).

Ornek 3.1.19. R = Z; halkas1 sonlu degismeli birimli ve baglantilidir. Bu nedenle hem
star graftir hem de agactir.

Sekil 3.5. Ty (Zy0)
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Teorem 3.1.20. [13] (R, m) cisim olmayan sonlu lokal halka olsun ve |R| = p™, p asal
say1 ve n > 1. Eger |[m*| = 2 ile Iy (R) baglantili ise o zaman I'y(R) Eulerian olmasi

icin gerek ve yeter kosul |R| tektir ve biitiin x € m* i¢in x> = 0 dur.

Teorem 3.1.21. [13] R sonlu, degismeli, birimli, lokal olmayan bir halka ve Iy (R)
baglantili olsun. O zaman Iy (R) Eulerian'dir gerek ve yeter sart |R| tektir ve biitiin
x € J(R)* igin x? = 0.

Teorem 3.1.22. [13] (R, m) cisim olmayan sonlu lokal halka olsun ve |R| = p™ > 4, p
asal say1 ve n > 1. O zaman Iy(R) Hamilton yoluna sahiptir gerek ve yeter sart
R/m = Z,. Dolayisiyla |R| gifttir.

Sonu¢ 3.1.23. [13] (R, m) cisim olmayan sonlu lokal halka olsun. O zaman Iy (R)

Hamiltonyan degildir.

Teorem 3.1.24. [14] (R, m) sonlu lokal halka, p asal say1 ve n > 2 olmak {izere

|R| = p™ olsun. O zaman Ty (R) split graftir.

Teorem 3.1.25. [13] R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun. O
zaman Ty (R) planar (diizlemsel) olmasi icin gerek ve yeter sart R Zy, Z,[x]/(x?), Z,

Zg[x]/(x?), halkalarindan birine izomorftur.
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3.2. Iy(R)'nin Cap1 ve Cevresi
Teorem 3.2.1. [15] F bir cisim ve n > 3 ise diam (T (M,,(F))) = 2.
Teorem 3.2.2. [15] F bir cisim ise diam(Ty (M,, (F))) < 3.

Lemma 3.2.3. [15] F bir cisim ve ¢ € F vardir 6yle ki ¢ kare degildir. O halde

Lemma 3.2.4. [15] IF sonlu bir cisim olsun. O zaman |[F| ¢ift sayidir gerek ve yeter sart

[F'nin biitiin elemanlar: karedir.
Sonug¢ 3.2.5. [15] FF bir sonlu cisim ve |F| tek say1 ise diam (Ty (M, ([F))) = 3.
Lemma 3.2.6. [15]

i.  FFbircisim ve char (FF) = 2 ise 0 zaman diam (Iy (M, (F))) = 3.
ii.  diam(Ty(M,(F,))) = 3.

Teorem 3.2.7. [15] F bir cisim ise diam (Ty (M, (F))) = 3.
Lemma 3.2.8. [15]

i. Fq,..,F, sonlu cisimler olmak iizere R = [[¥, M, (F;) ve 1<i<k igin
n; = 3 ise 0 zaman diam(Ty (R)) = 2.
ii. Ty,..,F, sonlu cisimler olmak iizere R = [[¥_, M, (F;) ve i =1,..,k icin

n; <2vel<j<kiginn = 2isediam(Ty(R)) = 3.
Teorem 3.2.9. [15] R sonlu halka ise diam(Ty (R)) < 3.
Sonug 3.2.10. [15] R sonlu halka olsun. J(R) # 0 ise diam(Ty(R)) < 2.

Sonug 3.2.11. [15] F4, ..., [Fj, cisimler ve ny, ..., ny, k'lar pozitif tam sayilar olmak tizere

R =TIk, M, (FF;) asagidaki sartlar saglanir:

i.  Bazii'lerigin n; = 3 ise diam(Ty(R)) = 2.
ii.  Viiginn; <2 vebaz j'lerigin n; = 2 ise diam(Iy(R)) = 3.
iii. k=2ven; =n, = 1lise diam(Iy(R)) € {1,2}.
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iv. k=3ven; =--=mn, = 1lisediam(Ty(R)) = 3.

Lemma 3.2.12. [15] F4, ..., F, cisimler ve n4, ..., n; pozitif tam sayilar ve k > 3 i¢in

R = [1{_; My, (F;) ise gr(Ty(R)) = 3.
Lemma 3.2.13. [15]

i. Fbircisimven > 2ise gr(Ty(M,(F))) = 3.
ii.  VIF; bir cisim ve bazi i' ler icin |F;| =3, R = M, (F,) X M, (F;) olsun.
ny, ny = 2 ise gr(fy(R)) = 3.
iii. [y, F,cisimven > 2ise gr(Ty(F; x M, (F;))) = 3.
iv.  gr(ly(Mp, (Zz) X My, (Zz) € {3, }.

Teorem 3.2.14. [14] (R;, m;) bir lokal halka ve n > 2 olmak {izere R = R; X ... X R,

sonlu degismeli birimli halka olsun. O zaman gr(Ty(R)) = 2.

Sonu¢ 3.2.15. [14] (R,m) sonlu lokal halka olsun. O halde asagidaki sartlar

saglamaktadir:

i. |m =3 ve gr(fy(R))=2 ise o zaman R =TF,[x]/[x?] veya
Z4[x1/[x? + x + 1].

ii. |m*| >4iseozaman gr(Ty(R)) = 2.

Not 3.2.16. [13] R lokal halka olsun fakat cisim olmasin. O halde nilpotent graf
tanimindan [y (R) baglantilidir ve diam(Ty (R)) = 2.

Teorem 3.2.17. [13] R; bir lokal halka ve n > 2 olmak tizere R = R; X ... X R, sonlu,
degismeli, birimli bir halka olsun. Iy (R) baglantilidir gerek ve yeter sart V i i¢in R;
cisim degildir. Ayrica diam (Ty(R)) = 2.

Teorem 3.2.18. [13] R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Iy (R) baglantili olsun.

i. gr(Ty(R)) = oo gerek ve yeter sart R = 7, ve Z,[x]/[x?].
ii. gr(fy(R)) = 4 gerek ve yeter sart Z(R)? = 0 ve |Z(R)*| = 2 ile R lokaldir.
iii. gr(Ty(R)) =3 gerek ve yeter sart R % Z4,7Z,[x]/[x?] ve Z(R)> =0 ve
|Z(R)*| = 2 ile R lokal halka degildir.
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Teorem 3.2.19. [13] g(Ty (R)) = 2 olan sonlu lokal R halkas1 yoktur.

Ornek 3.2.20. R = Z, X Z, halkasinin ¢ap ve gevresi asagidaki gibi incelenmektedir.

Sekll 3.6. FN (Z4 X Z4)

Vv (Zy X Zs)
= {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0), (1,1),(1,2), (1,3), (2,0), (2,1),(2,2), (2,3),(3,0), (3,1),(3,2), (3,3)}

Vn(Zy X Z4)"
= {(0,1), (0,2), (0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (2,0), (2,1),(2,2), (2,3), (3,0), (3,1), (3,2), (3,3)}

N(Z4- X Z4) = {(0,0), (0!2)1 (2,0), (sz)}
Renklendirilmis herhangi iki nokta arasinda keyfi bir se¢cimle cap ve ¢evre incelenirse;
diam(FN(Z4 X 24)) =2ve gr(FN (Z4_ X 24)) = 3.

Ornek 3.2.21.R = Z,5 Eularian halkasinin;
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Sekll 3.7. FN (215)

diam (Ty (Zy5)) = 2 ve gr(Iy(Z,5)) = 4 olmaktadir.
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3.3. Ty (R)'nin izomorfizmalar

Teorem 3.3.1. [14] FF; ve [, cisim olmak tizere R = [F; X [F;, sonlu, degismeli olsun. O

zaman Ty (R) iki pargali tam graftir ve dolayisiyla Ty (R) = K\, | |5,"|-

Sonug 3.3.2. [14] (R, m) sonlu lokal halka, p asal say1 ve n > 2 olmak iizere |R| = p"
olsun. O zaman R* = R\m R'nin biitiin aritmetik birimlerinin kiimesi olmak {izere

FN(R) = K|m*| + K|Rx|-

Teorem 3.3.3. [14] (R;, m;) bir lokal halka ve [F; bir cisim olmak lizere R = Ry X ... X
R, X Fy X ...x F,, cisim olmayan, sonlu, degismeli, birimli halka olsun. O zaman

Ty (R) split graftir gerek ve yeter sart R asagidaki halkalardan birine izomorftur.
R lokaldir veya Z, X [F veya Z, X Z, X Z.

Not 3.3.4. [14] R sonlu degismeli halka olsun. O zaman Iy (R) tam olmasi i¢in gerek ve
yeter sart [y (R) = Z, X Z,.

oD © ¢ 10
Sekll 3.8. FN(R) = FN(ZZ X Zz)

Teorem 3.3.5. [14] V(R;, m;) bir lokal halka ve [F; bir cisim ve m,n = 1 olmak lizere
R =Ry X ..X R, X F{ X ..X F,, sonlu degismeli birimli halka olsun. O zaman Ty (R)

planardir gerek ve yeter sart R, Z, X Z, veya Z,[x]/[x?] x Z, halkalarina izomorftur.

Sekil 3.9. Ty (Zy X Z,) = Ty (Z,[x]/[x?] x Z)
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Ornek 3.3.6.

Sekil 3.10. Ty (Z,) = Ty (Z,[x]/[x2])

Sekil 3.11. Ty (Zg) = Ty(Z3[x]/[x2])

Sonu¢ 3.3.7. [15] VF; bir cisim ve m =2 olmak lizere R = [F; X ... X F,,, sonlu
degismeli birimli bir halka olsun. O zaman Iy (R) planardir gerek ve yeter sart R

asagidaki halkalardan birine izomorftur;
F sonlu cisim olmak tlizere; Zy X F, Zz X F, Zy X Zy X Zy veya Zy X Zy X Z3.

Sonu¢ 3.3.8. [14] VEF; bir cisim ve m =2 olmak iizere R = [Fy X ... X F,, sonlu
degismeli birimli bir halka olsun. O zaman gr(FN(R)) =1 gerek ve yeter sart R

asagidaki halkalardan birine izomorftur;

F, X Fy, Fy X Zs, Fy X Zy, Is X T, Ty X Ly X L, Tz X Ly X L3, Ly X Ty X Fy,

Ty X Ty X Is, Ty X Ly X Ty Veya Ly X Ly X Ly X L.

Teorem 3.3.9. [14] (R;, m;) bir lokal halka ve F; bir cisim ve m,n = 1 olmak {izere
R=R; X..XR, XxFy Xx..xF, sonlu degismeli birimli halka olsun. O zaman

gr(FN (R)) = 1 gerek ve yeter sart R asagidaki halkalardan birine izomorftur;

Zy X L3, Tp[x]/[x*] X L3, Zy[x]/[x*] x Fy veya Z, X Fy.
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Teorem 3.3.10. [13] R sonlu, degismeli, birimli bir halka ve Ty (R) baglantili olsun. O
zaman g(Ty(R)) = 1 gerek ve yeter sart R Zg, Z,[x]/[x3], Z4[x]/[2x,x% — 2],
Z,[x,y1/(x,v)? veya Z,[x]/ (2, x)? halkalarindan birine izomorftur.

Ornek 3.3.11.

Sekil 3.12. Ty (Zg) = Ty (Z,[x]/[x3]) = Ty (Z4[x]/[2x, x* — 2])
Not 3.3.12. [12]

I.  Kabul edelim ki R = Z, X Z, ve S indirgenemez degismeli halka olsun. Eger
Iy(R) = Ty(S) ise 0 zaman Not 3.1.6." dan |[S| = 3. Dolayisiyla S li¢ mertebeli
bos graftir.

ii.  Kabul edelim ki R = Z, X Z3 ve S indirgenemez degismeli halka olsun. Eger
Iy (R) = Iy(S) ise 0 zaman Not 3.1.5." dan |S| = 4. Ty (S) bir star graf oldugu
igin § = 7, veya S = Z,[x]/(x?).

Teorem 3.3.13. [12] R sonlu indirgenmis bir halka ve S tamlik bolgesi olmayan
degismeli bir halka olsun. Eger Iy(R) = I'y(S) ise 0 zaman R = Z, X Z, ve S 3
mertebeli bos bir halka veya R = Z, X Z3 ve S, Z, veya Z,[x]/(x?)"' e izomorf
olmadik¢a R = §S.

Teorem 3.3.14. [12] R ve S sonlu, indirgenemez, degismeli halkalar olsun 6yle ki
Iy(R) = Ty(S). O halde |R| = |S| ve IN(R)| = [N(S)|.
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Sonug 3.3.15. [12] R ve S sonlu, indirgenemez, degismeli halkalar asal mertebeli N(R)
olsun. O zaman I'y(R) = I'y(S) gerek ve yeter sart R = S.

Sonug¢ 3.3.16. [12] R ve S sonlu, indirgenemez, degismeli, esas ideal halkasi olsun. O

zaman Iy (R) = Ty (S) gerek ve yeter sart R = S.

41



4.BOLUM

7. HALKASI UZERINDE NiLPOTENT GRAFLARIN SPEKTRAL
KARAKTERIZASYONU

Bu bolimde halka {izerine tamimlanmis nilpotent graflarin Laplasyan spektral

incelemesi yapilmaktadir.
4.1. 7, Halkas1 Uzerine Nilpotent Graflarin Laplasyan Spektral Ozellikleri

R = Z, halkas1 verildiginde bilindigi lizere sifirdan farkli nilpotent elemanlar1 vardir
gerek ve yeter sart n bazi asal sayilarin kareleri ile boliinebilirdir. Gergekten n asal veya
n = piPy ... p; oldugu zaman Z, min sifirdan farkl hi¢bir nilpotent elemani yoktur.

Ayrican = p™, m > 1 oldugu zaman;
N(Z,) = {0,p,2p, ..., "~ = 1)p} (4.1)

ven = [Ii_;p;%,t = 2 oldugunda;

t

N(Z,) = {(plpz D), 2(P1D2 - Pr)) (n 1pisf‘1 - 1) (P172 ---pt)} (4.2)
1=

oldugu kolayca goriilebilir.

Literatiirde nilpotent graflar izerinde ¢ap, girth, vb. gibi graf parametrelerine bagl ¢ok
az calisma olmasina ragmen nilpotent graflarin spektral 6zellikleri tlizerine higbir
calisma yoktur. Bu bdliimde her n i¢in Z, halkasi iizerindeki nilpotent graflar
kullanilmakta ve bu halkanin Laplasyan spektral ozellikleri anlatilmaktadir. Grafin
Laplasyan 6z degerlerinin hemen hemen hepsi tam olarak noktalarin dereceleridir.

Stiphesiz tam sayidir.

Lemma 4.1.1. n = p™ ve p asal say1 olmak lizere Z, tam say1 halkasi olsun. O zaman

[y (Z,)" nin nokta kiimesi;
VN( me )* = Z;m (4‘3)

Dolayisiyla, i € N(Z;m) icind; =p™ —2ve i & N(Z;‘,m) icind; = p™~! — 1 olur.
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Ispat. p bir asal say1 dyle ki p?|n oldugunda N ( Z,m) = {0,p,2p, ..., (™! — 1)p} dir.
[ EZymolsun. vV j € N(Z;m) i¢in ij Z,»' in nilpotent eleman oldugundan i € Vy(Z,m )"
dir. Boylece Z» < Vy(Z,m)" . Bir nilpotent grafin nokta kiimesi tanimindan

Vy(Zym)" € Z*ym oldugu agiktir. Boylece
VN( me)* = Z;m
elde edilir. Yukaridaki ayni argiimanlarla i € N (Z;m) icin d; = p™ — 2 oldugunu

gormek kolaydir. i € N (Z;m) icin d; = p™~! —1 oldugu gosterilmelidir. ~ Simdi

i &N (Z;m) ve herhangi j € Z, olsun. Burada 2 durum s6z konusudur.

Durum 4.1.2. j € N(Z,») olsun. Bu durumda V j € Z,= icin ij nilpotenttir (i ~ j).

Dolayistyla;

N, = {js] € N(z)

ve boylece
d; = pm—l -1
dir.

Durum 4.1.3. j & N(Z;u) olsun.

Kabul edelim ki ij € N(Z»). O halde, 1 <k <p™ -1 oldugunda ij = pk.
Dolayistyla plij = pli veya pj dir. Eger p|i ise 0 zaman i € N(Zn). Fakat i & N(Z;n)
olmasi bir ¢eliskidir. Benzer sekilde eger p|j ise 0 zaman j ¢ N (Z;m) de aym celiskiyi

verir. Bu nedenle i + j olmak {izere ij & N(Z;m) dir. Sonug olarak;
Yani v i ¢ N(Z) igin;

di — pm—l -1 (4.4)
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Omnek 4.1.4. Z,2,7,3,752 gibi 7, halkalarmin dereceleri asagidaki sekillerde

goriilmektedir.

Sekll 4.1. FN(ZZZ)a FN(Z23) ve FN(Zgz)

A¢iklama 4.1.5. Lemma 4.1.1' den, Iy(Zym) 'in iki farkli derecesi oldugu
goriilmektedir. Oyleki A = p™ —2ve § = p™~1 — 1.

Teorem 4.1.6. p asal sayrise A = p™ — 2 ve § = p™~! — 1 oldugu zaman;
S(In(Z,m)) = (0,(8)9, (A + 1)9) (4.5)

Ispat. L(Ty(Z,m)) i¢in herhangi bir p 6z degerine karsilik gelen 6z vektor X =

(XT) vy Xy wees X5 e ,xpm—_l)T olsun. Bilindigi lizere;

b’

LX = uX (4.6)
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dir. Yanii =1, ...,p,..,p™ — 1 icin;
px; = dix; — X jij~ix; (4.7)

Simdi x; = d; vektérlerini diisiinelim dyle ki i € N(Z,») ve diger biitiin j € Z;n igin
x; = 1 ve bundan dolayr (p™~* — 1) vektér elde edilir. Bu vektérler sdyledir;
T
(-1..=Ldy, =1, 1)
).

(-1,..— 1,@,—1, =17
(2p).

(-1,..—1, d;ﬁ:l__—l ,=1,..., —l)T

(pm-1-1).
Bu vektorler L(Ty(Zpm)) nin p™ —1 6z degerine karsilik gelen karakteristik 0z
vektorleridir ve her biri (4.7)" deki esitligi saglar. Ciinkii yukaridaki biitiin vektorler

lineer bagimsizdir. (p™ — 1) dzdegerinin cebirsel ¢oklugu (p™ ! — 1)'dir. Aciklama
415'den A—6+ 1,6 — 1 goklugu ile 6z deger oldugu elde edilir.

Benzer sekilde, vektorleri x; = 1 olarak diisiinelim dyle ki i € N(Z,n) ve sadece bir
Jyj~tigin x; = —1.

z 1 :pm _pm—l -1

Ji+

elde edilir.

Bundan dolay1 (p™ — p™~! — 1) lineer bagimsiz vektorler secilir;

T T
(1,0, ..,0,=1,0,... ,0) ) s <0, ""0'\,1,,' 0,..0-1,0,.. ,0) (4.8)
i.

T T
Her bir vektor (4.7)" deki esitligi saglar ve bunlar sadece L(Ty(Z,m))" in ™1 -1)
0z degerine karsilik gelen karakteristik 6z vektorleridir. Tekrar Agiklama 4.1.5." den

A+1,A—8+1 coklugu ile 6z deger oldugu elde edilir. Buna karsilik iyi bilinen
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e =(1,1,..,1) vektorii 0 6z degerine karsilik gelen 6z vektordiir. Boylece teoremin

sonucu elde edilir.

Lemma 4.1.7. [16] G , n noktali baglantili bir graf olsun. O halde G grafi

0,7,..,r,n,..,n biciminde ¢ farkli 6z degere sahip olmasi icin &

P q
. (m—r—-1Dlp,
. S
. q+l=z—-,;
. Gy, — katsayist ile n — r izole nokta olmak iizere

G=Kjpg———VGV..VGy.

n-r—1

Aciklama 4.1.8. Ty ( Z,m ) grafi ii¢ farkli 6z degere sahiptir. Dolayisiyla Lemma 4.1.7.'

den;
Ty (Zym) = CS(™ — 1,p™ ™1 — 1)
elde edilir.

Omnek 4.1.9. Z,4,733,Zs2,Zy2 halkalarinin  graflan ve 06z degerleri asagida

verilmektedir.

Sekil 4.2. Ty (Z,4) = {0,77,157}
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(17) 26(®
{0,807),26®)}

Sekil 4.3. Ty (Z53)

24(4)}

)

Sekil 4.4. Ty (Zs2) = {0,419

= {0, 6@D 486
{0,6(*1),48(6)}

Sekil 4.5. Ty (Z,2)

t = 2 olmak tizere Ty (Z,) graf olsun.

s
107,

St

Lemma 4.1.10. n

Eger V iicin s; = 1 ise 0 zaman;
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Ispat.

Wy (Z,) = U Sp, (4.9)

i€l
Sp,={pik:1<k<>—1}vel={(12,.,t}.
Eger en az bir i i¢in s; > 2 ise 0 zaman;,
Vv (Zy)" = Ln (4.10)

Vii¢in s; = 1 olsun. Bu durumda Z,,'nin 0' dan farkli nilpotent eleman1 yoktur.
Oyle ki; N(Z,) = {0}. Simdi 0 # x € Vy(Z,)* olsun. Nilpotent graf tanimindan
xy = 0 olacak bigimde 0 # y € Z,, vardir. Yani;

Xy|p1Dz - D = X|P1P2 - P AY|P1D2 - De (4.11)
(4.11)den x|p; elde edilir ve bundan dolayr Vy(Z,)" € U;e Sy, . Ayrica

UierSp, © Vn(Z,)" oldugu agiktir. Bu iki kapsamadan gerekli olan sonuca

ulasilir.

En az bir i igins; = 2 olsun. Bu durumda (4.2)'den;

N(Zy) = {(P1P2 20, 2(P1P2 - D), - (01° ' 022 o pe D) (P12 - PO}
bilgisine sahibiz. Boylece Z,'nin 0' dan farkli her sinifi her nilpotent elemana

komsudur. Béylece sonug¢ tamamlanir.

Aciklama 4.1.11. Lemma 4.1.10.(i)' de, I'y(Z,) 'nin nokta sayismnin n —1 — @(n)

oldugu kolayca gériilmektedir. ¢ (n) ise Euler' in phi(¢) fonksiyonudur. Ozellikle p,q

asallart igin Iy (Zyq) = K, _1,49-1 Ve Iy(Z,) = Ky, K, bos graftir.

Ornek 4.1.12. Ty ( Zpq )" nin izomorflar;

Sekll 46 FN( ZIO) = K1,4
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Sekil 4.8. Ty (Z3s) = Ky

sekillerde agikca goriilmektedir.

Ornek 4.1.13. Z4y, Zgz Ve Zgg halkalarinin nilpotent graflari incelenirse;
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Sek]l 4.9. FN( 242)

1};

i

n

2
42

{3k:1SkS?—1}
42

Tklsks—-1

42

(2k:1 <k <——1)}

LS7

‘

n = 2.3.7ves; = 1olduguna gére Lemma 4.1.10.(i)' den S,,, = {p;k: 1 <k <
S2

(W(Tn(Zgp))* =S, US3US;) =4S,
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—_ *
- Z63-

*

n = 32.7" oldugundan Vy (Ty( Ze3))

=
o
3
M
U» .“m.,
.M,
Al
° y
.|

Sekll 4.11. FN( 260)

—_ *
- Z60-

*

oldugundan Vy (Ty ( Zeo))

=22 .31 5l

n

. = 2 i¢in;

S

1P, t = 2 olmak tizere [y ( Z,, )grafi igin;

- I

Lemma4.1.14. n

)icind; =n—2

n

VieN(Z

L. €A ve

1P, i Oyle ki 1<r <k icin L, ..

icin [7,=

Eger i € Vy(Z,)"

[1; p; oldugunda;

, -} igin z

,k}iseozamanVvj e A —{l, ..

A=1{12,..
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Ispat.

N, ={z2z,.., (E ~ 1)z (4.12)

z

Yani;

di=>-1 (4.13)
dir. Sirasiyla d; ve N;, i noktasinin derecesi ve i'nin komsuluk kiimesidir.

Eger V1 <k < tigin (i, p;) = 1 ise 0 zaman;

N; = N(Z) = {(®P1P2 90, 201z P, s [y 257 = 1) (102 20} (414)

Yani; sirasiyla d; ve N;, i noktasinin derecesi ve i'nin komsuluk kiimesi

oldugunda,;

t
d; = 1_[ e (4.15)
i=1

Lemma 4.1.1.'deki benzer metotla V j € Vy(Z;) icin ij ayrica Z;, 'in nilpotent

elemamdir 6yle ki i € N(Z,). O zaman V j i¢in i~j. Bir baska deyisle;

N, = {j:j € 73} (4.16)
ve
dj=n—2 (4.17)

Bahsedilen sartlar altinda aciktir ki i~z.
Eger (i,p;) = 1 ise herhangi bir x € Z; i¢in & x € N(Z;). Bu ger¢eklikten

sonu¢ dogrudan elde edilir.

Teorem 4.1.15. n = p;*1p,%2 ... p, ¢ i¢in Z, bir halka olsun. O halde;

(e, (3, (0 = 2(x — )" P (x = (= 2) Ty (0@ () e (Of ) (418)

Soyle ki;

t

@@ = [a-d,)"n

W= || @-d

k=1

t

w,

pipy L

Pkpl)
k=1,k=+l
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w,

Pl-Pt—1 -1

aa@= || e=dyp)
k=1k#l#
f(x) herhangi bir polinomdur oyle ki W, , {v € Z,":d, = d,} kiimesinin eleman

sayisidir; 1 < i < tigin (q,p;) = 1 ve ¢, Euler'in Totient (fi) fonksiyonudur.

Ispat. En az bir s; > 2 de diisiinelim. L(FN (me) ) icin p' ye karsilik gelen 6z vektor X
olsun. Oyle ki;

LX = uX
esitligi vardir. Yani i € Vy(Z,,)" igin;

px; = d;x; — Zj g~i Xi (4.19)

Lemma 4.1.14.'den i noktas1 igin ti¢ durum vardir. i € N(Z,) olsun. Bir j € N(Z,)

icin x; =—1 ve x; =1 kabul edelim. Dolayisiyla (plsl_lpZSZ_1 WPt = 1)

vektorleri d; = n — 2 6z degerine karsilik gelen karakteristik vektorlerdir (Lemma

4.1.14.(i)' den) ve (4.19)' daki esitligi saglar.

(Lpr) =1,1<k<t olsun. @] zaman Lemma 4.1.10.(iii)" den

d; = p; 5 7 pys27t Lp,Se1 —1 elde edilir. Benzer sckilde, bir j € Vy(Z,)* i¢in

vektorleri x; =1 ve x; = —1 olarak disiliniirsek oyle ki d; =d; ve (j,pr) =
1.n = p;%1p, 2 ... p,°t oldugundan dolay1 asallara bagh olan ¢(n) smnifi vardir. Aym

metotlar yardimiyla diger argiimanlar gosterilebilir.

Ornek 4.1.16. Z,, halkasinin nilpotent grafi yardimiyla spektral incelemesi asagidaki
gibidir.
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Sekll 4.12. FN( ZZO)

Iy (Zyg)' nin Laplasyan matrisi;
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Sekil 4.13 L(Ty ( Zy))

Goriildigii iizere kosegen iizerindeki elemanlar grafin noktalarinin derecelerine

n—2=18 ve

esittir. Zpy = Zp251 halkasimin nilpotent elemanmin derecesi dqg
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diger carpanlarinin dereceleri d, = g— 1= 25—0 —-1=3,ds = g— 1= 22—0 —1=9ve

kalan smifinin dereceleri dgs = [N(Zy)| = 1. Lemma 4.1.10.(i)' den S, = {p;k: 1 <

k < 1 — 1} kiimesinin eleman sayilar1 spektrumlarin katlarini verir.

Di
S(Ty(Z2)) = {0,1®,3(7, 9 111 19},

Sonu¢ 4.1.17. 4 <n <100 i¢in Z, indirgenmemis halka olacak bi¢imde biitiin
nilpotent graflarin laplasyan spektrumlari belirlenmistir. Hemen hemen biitiin Laplasyan

0z degerleri tam sayidir.

Tablo4.1. Z, halkasi iizerindeki nilpotent graflarin Laplasyan spektrumlari

n I'y(Z,)'nin Laplasyan Spektrumlari
4 {0,1,3}
8 {0,3®,70)3
9 {0, 2(5), 8(2)}
12 {0,1®), 51 7(1) 11)
16 {0,77,15(™}
18 {0,2(0),50), 8(2) 11D 172N
20 {0,1®,3(7) 91 11(1) 19(1)3
24 {0,3®,7() 113 15 236N
25 {0,409 244}
27 {0,8(17),26(8)}
28 {0,102) 301 13(1) 151) 27(1)
32 {0,155 31(15)y
36 (0,502,110 176),15M) 231 356}
40 {0,306, 705 196 231 39(3)}
44 {0,1(20) 3019 211 23(1) 431}
45 {0,204,801) 146) 20, 44N
48 {0,7(16),15(15) 23(7) 311 477
49 {0,6(41),48(®)}
50 {0,429),9(19) 24®) 29(1) 4947
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54 {0, 8(18), 17(17), 26(8), 35(1), 53(8)}
56 {0,3@),7(23) 276) 311 556
60 {0,1(16) 2.29,305) 444,57 93) 11" 13.30,19%®),23.69,29M),31.26, 591}
63 {0,2(36),8(17) 200), 261 62(2)}
72 {0,114 23@3) 3501 47(1) 71013
75 {0,4(40) 1409 240) 341 74}
80 {0,761, 1561 39(7) 47(1) 78(7)}
81 {0,255, 8024y
88 {0,367), 769 436) 47(1) 87(3)}
90 | {0,239,3.94,523) 716,811, 145 170D 20.45,29%),36.04,44?, 47.39,89(2)}
08 {0, 6(42), 13(41), 48(6), 55(1)' 97(6)}
99 {0,2(60), 829 32(5) 38(1) 9g8(2)}
100 {0, 9(40)’ 19(39)’ 49(9)’ 59(1)’ 99(9)}
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5.BOLUM
SONUC VE ONERILER

Gliniimiizde bilim ve teknoloji diinyasi icin spektral graf teori, graflara iligkin
matrislerin spektral Ozellikleri ile graf yapisi arasindaki iligkileri incelemeye ve
anlamlandirmaya calisan bir dneme sahiptir. Ozellikle halka ve grup gibi cebirsel
yapilarla insa edilen graflarin spektrasi oldukea ilgi c¢ekici sonuglar verebilir. Bu tez
calismasinda tam sayilar halkasi iizerinde insa edilen nilpotent graflarin Laplasyan
matrisleri lizerine inceleme yapilmistir. Laplasyan matris alindiginda ilging sonuglar
elde edildi. Eger tam sayilar halkasi asal sayilarin kuvvetleri seklinde alinirsa nilpotent
graflar tam boliinmiis (CS) graftir. Nilpotent elemanlar1 asallarin katlar1 seklindedir.
Laplasyan spektrumlari sifirdan biiytiktiir. Bu sekilde alinan halkalarin nilpotent graflari
iic farkl1 katli 6z degere sahiptir. Oz degerleri ve katlar1 ise noktalarin derecelerine bagl
olarak yazilmaktadir. Eger tam sayilar halkasi asal sayilarin kuvvetlerinin ¢arpimlari
seklinde alinirsa nilpotent graflar ¢ok pargali graf olur. Nilpotent elemanlari asallarin
carpimlarinin katlaridir. Oz degerlerinin hemen hemen hepsi tam say1 olmaktadir. Oz
degerlerinin katlar1 ise asallarin ve aralarinda asal olanlarin oOlusturdugu noktalar
kiimesinin derecelerine baghidir. Asallarin derecelerine bagh olarak Laplasyan

karakteristik polinomu yazilmaktadir.

Bu tezde yapilan metotlarla farkli halka ve graf yapilarinin Laplasyan spektral

incelemelerinin verecegi sonuglar aragtirilmaya deger ilgi ¢ekici bir problemdir.

Nilpotent graflarin spektrasi lizerine ¢ok fazla Tiirkge ¢alisma olmamasi sebebiyle bu
tez iilkemizde Tiirk¢e kaynak olarak kullanilmasi agisindan 6nem arz etmektedir. Bu
tezde verilen temel tanim, kavram ve teoremler bir¢cok graf ve cebir kitaplarinda
bulunmasina karsilik lisans ve lisansiistii 6grencilerin yararlanmasi amaciyla bilimsel
disiplin gozetilerek verilmistir. Genel olarak konu ile ilgili yeni ve agik problemlerin

ispatlanabilmesi oldukga zor olmasina karsin imkansiz degildir.
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