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ÖZET 

Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, kesir mertebeli türev ve doğuran 

çekirdekli Hilbert uzayı metodu hakkında tarihsel gelişim ve literatür taraması 

verilmiştir. İkinci bölümde, tez çalışmasında kullanılacak olan temel tanım, teorem ve 

ön bilgiler verilmiştir. Üçüncü bölümde, Bagley-Torvik denkleminin klasik doğuran 

çekirdekli Hilbert uzayı ve Legendre doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodu 

kullanılarak nümerik çözümleri elde edilmiştir. Dördüncü bölümde, Troesch 

denkleminin nümerik çözümlerini elde etmek için klasik doğuran çekirdekli Hilbert 

uzayı ve Legendre doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodu kullanılmıştır. Beşinci 

bölümde, lineer olmayan çoklu mertebeden kesirli türev içeren çok noktalı başlangıç-

sınır değer problemlerinin nümerik çözümlerini elde etmek için ek baz kullanılarak 

Legendre doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodu uygulanmıştır. Altıncı bölümde, 

lineer ve lineer olmayan Volterra ve Fredholm integro-diferansiyel denklemlerin 

nümerik çözümleri için ek baz yöntemiyle Legendre doğuran çekirdekli Hilbert uzayı 

metodu kullanılmıştır. Son bölümde, tartışma, sonuç ve değerlendirme yapılmıştır. 
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1. BÖLÜM 

GİRİŞ 

Diferansiyel denklemler fiziksel olayların anlaşılmasında ve modellenmesinde oldukça 

önemlidir. Bu nedenle mühendislik, fizik, astronomi, biyoloji, kimya, ekonomi, tıp ve 

sosyal bilimler gibi birçok bilim alanında önemli bir yer tutmaktadır. Diferansiyel 

denklemlerin nümerik çözümleri yalnızca temel düzeydeki denklemler için mümkünken 

daha karmaşık yapıdaki denklemlerde bu durum genellikle mümkün olmayabilir. Bu 

sebeple diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri, üzerinde çalışılan modelin nitel 

ve nicel sonuçlarının bulunmasında büyük bir öneme sahiptir. 

Uzun yıllar boyunca tamsayı mertebeden türev içeren diferansiyel denklemlerin analitik 

ve nümerik sonuçları üzerine çalışan bilim insanları, ilk defa 1695 yılında Leibniz’in 

L’Hospital’e yazdığı mektupla türev operatörünün mertebesinin kesirli olması 

durumunda ne olacağı sorusuyla karşılaştı. Liouville, Grünwald, Letnikov ve Riemann 

kesirli mertebeden türev operatörü üzerinde çalışmalar yaparak teorinin gelişmesine 

büyük katkı sağladılar. Kesirli mertebeden türev sayesinde mühendislik, fizik, 

akışkanlar dinamiği, akışkanlar mekaniği, dinamik sistemler, kontrol teorisi, ısı 

transferi, petrol sanayisi gibi birçok bilim alanında yapılan çalışmalarda modellenen 

yapının davranışlarını ve süreci daha iyi ifade ettiği görüldü. Bu tez çalışmasında, 

kesirli mertebeden türev içeren diferansiyel denklemlerin nümerik çözümlerini sonlu ve 

sonsuz boyutlu doğuran çekirdekli Hilbert uzaylarında bulunması amaçlandı. 

Doğuran çekirdekli Hilbert uzayı, ilk defa 1907 yılında Zaremba tarafından harmonik ve 

biharmonik fonksiyonların sınır değer problemlerinin çözümünde ele alındı [1-2]. Bu 

çalışma ile birlikte doğuran çekirdek kavramı ve çekirdeğin doğurma özelliği ifade 

edildi. Zaremba’nın çalışmasından kısa bir süre sonra 1909 yılında Mercer, bu teoriyi 

pozitif tanımlı çekirdekler adı altında genişletti ve integral denklemlerin sürekli 

çekirdekleri için 

∑𝐾(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 0                                                                                                             (1.1)  

𝑛

𝑖,𝑗

 



2 

 

eşitsizliğini buldu [3-4]. Mercer’in yaptığı çalışmaları daha da ileri taşıyan Moore, 

1916’dan 1939 yıllına kadar Mercer’in yaptığı çalışmaları ilerletip bu çekirdekleri 

pozitif Hermityen matrisi adı altında çalıştı ve integral denklemlerin genelleştirilmiş bir 

haline uyguladı. Moore, araştırmaları sonucunda her bir Hermityen matrisine bir Hilbert 

uzayının karşılık geldiğini ve çekirdek fonksiyonunun  

𝑓(𝑦) = 〈𝑓(𝑥), 𝐾(𝑥, 𝑦)〉                                                                                                            (1.2) 

eşitliği ile doğurma özelliğine sahip olduğunu gösterdi [5-6].  

Doğuran çekirdek teorisi 1920-1940 yılları arasında Bergman tarafından ilerletilerek bir 

ya da daha fazla değişkenli analitik ve harmonik fonksiyonların çekirdeklerini oluşturup 

bunları eliptik kısmi diferansiyel denklemlerin sınır değer problemlerinin çözümü için 

kullandı. Bu dönemde kullanılan çekirdeklerin çoğu Bergman çekirdekleridir [7].  

Bochner, 1933 yılında yaptığı çalışmada pozitif tanımlı fonksiyonlar adı altında Fourier 

dönüşümü torisinde uygulama yapmak amacıyla 𝑥 değişkenine bağlı 𝜙(𝑥) sürekli 

fonksiyonunu ele alarak pozitif tanımlı çekirdek olma şartını sağlayan  

𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥 − 𝑦)                                                                                                                  (1.3) 

çekirdeğini kullandı [8]. 

1950’li yıllara gelindiğinde Aronszajn, doğuran çekirdek teorisini genel anlamda 

toparlayarak daha sistematik bir hale getirdi [9]. Schwartz, 1964 yılında bu teoriyi 

büyük ölçüde genişletti [10]. 

21. yüzyılın başlarından itibaren doğuran çekirdek teorisi birçok bilim insanı tarafından 

farklı türdeki denklemlere uygulandı. Doğuran çekirdekli Hilbert uzayı (RKHS) 

metodunu, Yang ve Cui lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlere [11], Yu-lan 

ve Lu değişken katsayılı kısmi diferansiyel denklemlere uyguladı [12]. Aynı yılda Cui 

ve Lin, yayınladıkları kitapta doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodu ile ilgili geniş 

kapsamlı bilgiler vererek literatüre büyük katkı sağladılar [13]. RKHS metodunu Yang 

ve Lin, ikinci mertebeden lineer hiperbolik başlangıç sınır değer problemine [14], Mu 

ve Du, lokal olmayan sınır şartlarına sahip parabolik denkleme [15], Li ve Cui, tek 
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boyutlu değişken katsayılı Burgers denklemine [16], Lin ve Zhou, lokal olmayan 

başlangıç sınır şartlarına sahip reaksiyon-difüzyon denklemine [17], Yao, integral sınır 

şartlı lineer olmayan hiperbolik telgraf denklemine uyguladılar [18]. Jiang ve Lin, iki 

farklı çalışmanın birinde kesirli mertebeden adveksiyon-dispersiyon denklemi diğer 

çalışmada ise kesir mertebeli telgraf denklemine uyguladılar [19-20]. Wang ve 

arkadaşları, RKHS metodunu her biri farklı bir çalışma olmak üzere singüler pertürbe 

kısmi diferansiyel denkleme, klasik olmayan sınır şartlarının kabul edildiği kesirli 

mertebeden türeve sahip kısmi diferansiyel denkleme uygulayıp farklı bir 

çalışmalarında ise singüler pertürbe kısmi diferansiyel denklemine RKHS metodu ve 

pertürbasyon metodunu uygulayarak elde edilen sonuçların karşılaştırmasını yaptılar 

[21-23]. Li ve Wu, her biri farklı çalışmalar olmak üzere lokal olmayan sınır şartlarına 

sahip parabolik denklemlere ve değişken kesirli mertebeden fonksiyonel sınır değer 

problemlerinin yaklaşık çözümlerini bulmak için RKHS yöntemini kullandılar [24-25]. 

Mohammadi ve Mokhtari, genelleştirilmiş regüler uzun dalga denklemi ve lineer 

olmayan kısmi diferansiyel denklemlerin nümerik çözümleri için RKHS metodunu 

kullandılar [26-27]. Akgül ve arkadaşları, bir boyutlu sine-Gordon denkleminin nümerik 

çözümü için RKHS metodunu kullandı [28]. Arqub yaptığı farkı çalışmalarda, başlangıç 

ve Neuman sınır şartlı kesirli mertebeden türev içeren kısmi diferansiyel denklem ile 

başlangıç ve Robin sınır şartları içeren zaman kesir mertebeli kısmi diferansiyel 

denklemlerin yaklaşık çözümlerini elde etmek için RKHS metodunu kullandı [29-30]. 

Mei ve arkadaşları, gecikmeli impalsif diferensiyel denkleme [31], Geng ve arkadaşları 

singüler pertürbe parametresi içeren tek boyutlu başlangıç Bratu denkleminde sınır 

değer problemi için RKHS yöntemini kullandılar [32]. Sakar, Ricatti denklemine iteratif 

doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodunu uygulayarak nümerik sonuçları elde etti 

[33]. Sakar ve arkadaşları, doğuran çekirdekli Hilbert uzayı yönteminde shifted 

Legendre polinomlarını kullanarak yönteme yeni bir bakış açısı getirip bu tekniği kesirli 

mertebeden türev içeren Bratu denklemine uyguladılar [34]. Sakar ve Saldır, çoklu 

mertebeden kesirli türev içeren lineer olmayan üç noktalı başlangıç-sınır değer 

problemine doğuran çekirdek metodunda shifted Legendre polinomlarını kullanarak 

yaklaşık çözümü inşa ettiler [35].  
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2. BÖLÜM 

TEMEL TANIMLAR VE ÖN BİLGİLER 

2.1 Kesir Mertebeli Türev Hakkında Bazı Temel Bilgiler 

Tanım 2.1. Gama fonksiyonu (𝛤), 𝑝 > 0 olmak üzere 

𝛤(𝑝) = ∫ 𝑥𝑝−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
                                                                                                           (2.1)  

şeklinde ifade edilir [36]. 

Tanım 2.2. Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu 𝐸𝛼(𝑝) ve iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonu 𝐸𝛼,𝛽(𝑝) sırasıyla  

𝐸𝛼(𝑝) = ∑
𝑝𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

 , 𝛼 > 0                                                                                           (2.2) 

ve 

𝐸𝛼,𝛽(𝑝) = ∑
𝑝𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)
, 𝛼 > 0, 𝛽 > 0

∞

𝑘=0

                                                                            (2.3) 

şeklinde tanımlanır [37]. 

Tanım 2.3. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] ve 𝛼 ≥ 0 olmak üzere, 𝑓(𝑝) fonksiyonunun 𝛼 mertebeden sol 

taraflı Riemann-Liouville integrali 

𝐽𝑎
𝛼𝑓(𝑝) =

1

Γ(𝛼)
∫(𝑝 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑝

0

, 𝑎 < 𝑝 < 𝑏                                                      (2.4) 

şeklinde gösterilir [37]. 

Tanım 2.4. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]  ve 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝑓(𝑝) fonksiyonunun 𝛼 

mertebeden sol taraflı Riemann-Liouville türevi 
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𝐷𝑎
𝛼𝑓(𝑝) =

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[𝐽𝑎
𝑛−𝛼𝑓(𝑝)],           𝑎 < 𝑝 < 𝑏                                                                     (2.5) 

olarak ifade edilir [37-39]. 

Tanım 2.5. 𝑓 ∈ 𝐴𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] ve 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 𝑓(𝑝) fonksiyonunun 

𝛼 mertebeden sol taraflı Caputo türevi 

𝐷∗𝑎
𝛼 𝑓(𝑝) = 𝐽𝑎

𝑛−𝛼𝑓(𝑛)(𝑝) =
1

Γ(𝑛 − 𝛼)
{∫

𝑓(𝑛)(𝑡)

(𝑝 − 𝑡)𝛼+1−𝑛
𝑑𝑡

𝑥

0

}                                            (2.6) 

şeklinde ifade edilir [37-39]. 

2.2 Doğuran Çekirdek Uzayı ve Doğuran Çekirdek Fonksiyonu İçin Bazı Temel 

Bilgiler 

Tanım 2.7. 𝐹, ℂ (kompleks sayılar cismi) üzerinde bir vektör uzayı olsun. 〈. , . 〉: 𝐹 ×

𝐹 → ℂ fonksiyonu aşağıda verilen şartlarını sağlıyorsa 〈. , . 〉 dönüşümü 𝐹 de bir iç 

çarpım olarak adlandırılır. 

𝑎) ∀ 𝑥 ∈ 𝐹 için 〈𝑥, 𝑥〉 = 0 ⇔ 𝑥 = 0.  

𝑏) ∀ 𝑥 ∈ 𝐹 için 〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 

c) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 için 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑑) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹 ve 𝛾 ∈ ℂ için 〈𝛾𝑥, 𝑦〉 = 𝛾〈𝑥, 𝑦〉  

       𝑒)  ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐹 için 〈𝑥 + 𝑦, 𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑧〉 + 〈𝑦, 𝑧〉.  

Eğer 〈. , . 〉 fonksiyonu 𝐹 vektör uzayı üzerinde bir iç çarpım ise (𝐹, 〈. , . 〉) ifadesine iç 

çarpım uzayı denir [40]. 

Tanım 2.8. (𝐹, 〈. , . 〉) uzayı, üzerinde tanımlı iç çarpım metriğine göre tam ise bu uzaya 

Hilbert uzayı denir [41].  
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Tanım 2.9. (𝐹, 〈. , . 〉) uzayında bulunan herhangi 𝑥, 𝑦 vektörü için 〈𝑥, 𝑦〉 = 0 eşitliği 

sağlanıyorsa bu vektörlere ortogonaldir denir. (𝐹, 〈. , . 〉) uzayında ortogonallik "⊥" 

sembolü ile gösterilir [42]. 

Tanım 2.10. 𝐻1, 𝐻2 Hilbert uzayları ve 𝑃 ∈ 𝐿(𝐻1, 𝐻2) olsun. Her 𝑥 ∈ 𝐻1 ve 𝑦 ∈ 𝐻2 için 

〈𝑃𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑃∗𝑦〉 olacak şekilde sürekli lineer  𝑃∗ operatörüne 𝑃’nin Hilbert adjointi 

denir. Eğer 𝑃∗ = 𝑃 veya her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻1 ve 𝑃 ∈ 𝐿(𝐻1, 𝐻1) için 〈𝑃𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑃𝑦〉 ise 𝑃’ye 

self adjoint operatör denir [40]. 

Tanım 2.11. 𝐻, bir Hilbert uzayı olsun. 𝑖 ≠ 𝑗 için 〈𝑒𝑖, 𝑒𝑗〉 = 0 ve ∀ 𝑖 için 〈𝑒𝑖, 𝑒𝑖〉 = 1 

özelliğine sahip {𝑒𝑖} dizisine ortonormal dizi denir [41]. 

Tanım 2.12. 𝐻, bir Hilbert uzayı olsun. Bu uzaydaki {𝑒𝑖} ortonormal dizinin tam olması 

için gerek ve yeter şart  ∀ 𝑖 için 〈𝑥, 𝑒𝑖〉 = 0 ise 𝑥 = 0 olmasıdır [41]. 

Tanım 2.13. 𝑋, normlu bir lineer uzay olsun. 𝑓: 𝑋 → 𝔽 (𝔽 = ℂ  ya da 𝔽 = ℝ) 

operatörüne fonksiyonel denir. Eğer bu fonksiyonel lineer ise lineer fonksiyonel denir 

[41].  

Tanım 2.14. 𝐻, bir fonksiyonel Hilbert uzayı olsun. 𝐸𝑡: 𝐻 → 𝔽 dönüşümüne lineer 

hesaplama fonksiyoneli (evaluation functional) denir. Bu dönüşüm 𝐸𝑡(𝑓) = 𝑓(𝑡) olarak 

ifade edilir [43].  

Teorem 2.1. (Riesz Temsil Teoremi) 𝐻, fonksiyonellerin bir Hilbert uzayı olsun. 

𝑓:𝐻 → ℂ  sınırlı lineer bir fonksiyonel ise her  𝑥 ∈ 𝐻 için 𝑓(𝑥) = 〈𝑥, ℎ𝑓〉 olacak şekilde 

tek bir ℎ𝑓 ∈ 𝐻 vardır ve ‖ℎ𝑓‖ = ‖𝑓‖ dir [41].  

Tanım 2.15. 𝐴, 𝐻 Hilbert uzayının kapalı bir alt uzayı olsun. 𝐴⊥, 𝐴’ nın ortogonal 

tümleyeni olmak üzere 𝐻 = 𝐴⊕ 𝐴⊥, yani 𝐻 hilbert uzayı 𝐴 ile 𝐴⊥ direkt toplamı 

şeklinde ifade edilebilir. 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐴⊥ ve 𝑐 ∈ 𝐻 için 𝑐 = 𝑏 + 𝑎  yazılır. Buradan  

𝑃:𝐻 → 𝐻 olmak üzere 𝑃𝑐 = 𝑐 şeklinde tanımlanan lineer operatöre 𝐻’nin 𝐴 üzerine 

ortogonal projeksiyonu denir [44].     
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Teorem 2.2. 𝐻 Hilbert uzayı ve 𝑃∗, 𝑃’nin self-adjoint operatörü olmak üzere 𝑃:𝐻 → 𝐻 

lineer operatörün ortogonal projeksiyon olması için gerek ve yeter şart 𝑃 = 𝑃∗ = 𝑃2 

olmasıdır [44]. 

Tanım 2.16. (Gram-Schmidt Süreci) 𝑋 bir iç çarpım uzayı, (𝑢𝑛) ise bu uzayda lineer 

bağımsız vektörlerin dizisi olsun.  

𝑣1 = 𝑢1                                                                                                                                        (2.7) 

𝑥1 =
𝑣1
‖𝑣1‖

                                                                                                                                   (2.8) 

birim vektör olmak üzere (𝑣𝑘) dizisi 

𝑣𝑘 = 𝑢𝑘 −∑〈𝑢𝑘, 𝑥𝑛〉𝑥𝑛                                                                                                        (2.9)

𝑘−1

𝑛=1

 

𝑥𝑘 =
𝑣𝑘
‖𝑣𝑘‖

, 𝑘 = 2,3, …                                                                                                         (2.10) 

şeklinde verilir. Tümevarım yöntemi ile bu dizisinin ortonormal olduğu gösterilebilir. 

𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘−1 vektörlerinin ortogonal olduklarını kabul edelim. Bu durumda, 

〈𝑣2, 𝑣1〉 = 〈𝑢2 − 〈𝑢2, 𝑥1〉𝑢1〉

 = 〈𝑢2, 𝑢1〉 − 〈𝑢2, 𝑥1〉〈𝑥1, 𝑢1〉

         = 〈𝑢2, 𝑢1〉 −
〈𝑢2, 𝑢1〉〈𝑢1, 𝑢1〉

‖𝑢1‖2
= 0

                                                                             (2.11) 

elde edilir. 

Herhangi bir 𝑚 < 𝑘 için  

〈𝑣𝑘, 𝑣𝑚〉 = 〈𝑢𝑘 , 𝑣𝑚〉 −
∑ 〈𝑢𝑘 , 𝑣𝑛〉〈𝑣𝑛, 𝑣𝑚〉
𝑛−1
𝑘=1

‖𝑣𝑚‖2
= 〈𝑢𝑘, 𝑣𝑚〉 −

〈𝑢𝑘, 𝑣𝑚〉〈𝑣𝑚, 𝑣𝑚〉

‖𝑣𝑚‖2
= 0. (2.12) 

Elde edilen bu denklem sayesinde 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 vektörlerinin ortogonal olduğu ifade 

edilir. (𝑣𝑛) dizisi ortogonal ve (𝑥𝑛) dizisi ortonormaldir [42]. 
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Tanım 2.17.  𝑋 bir metrik uzay olsun. 𝐴 ⊆ 𝑋 ve �̅� = 𝑋 ise 𝐴 kümesi 𝑋 uzayında 

yoğundur denir. Bu durumda 𝑋’in her noktası 𝐴’nın bir limit noktasıdır [45].  

Tanım 2.18. 𝑋 bir metrik uzay olsun. 𝑋 uzayının sayılabilir yoğun bir alt kümesi var ise 

bu uzaya ayrılabilirdir denir [45]. 

Tanım 2.19. 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve (𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝 için 𝑙𝑝 ve ‖𝑥𝑛‖𝑝 sırasıyla  

𝑙𝑝 = {(𝑥𝑛)| ∑|𝑥𝑛|
𝑝 < ∞

∞

𝑛=1

}                                                                                                 (2.13) 

‖𝑥𝑛‖𝑝 = (∑|𝑥𝑛|
𝑝

∞

𝑛=1

)1/𝑝                                                                                                         (2.14) 

olarak ifade edilir. ‖. ‖𝑝 operatörü 𝑙𝑝’de bir normdur ve standart norm olarak adlandırılır 

[46]. 

Tanım 2.20. 1 ≤ 𝑝 < ∞ ve  𝑋 = [𝑎, 𝑏] olmak üzere 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] uzayı 

𝐿𝑝(𝑋) = {𝑓: 𝑓  ölçülebilir ve (∫|𝑓|𝑝𝑑𝜇

𝑏

𝑎

) 1/𝑝 < ∞ }                                                 (2.15) 

şeklinde ifade edilir. Lebesgue ölçüsüne göre  |𝑓|𝑝’nin integrali alınmaktadır. 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏] 

uzayı 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için 

‖𝑓‖𝑝 =  (∫|𝑓(𝑥)|
𝑝𝑑𝑥

𝑏

𝑎

) 1/𝑝                                                                                                (2.16) 

normu ile bir normlu uzaydır [46]. 

Teorem 2.3. (Sobolev Gömülme) 𝑇, ℝ𝑛’in tanım kümesi ve 𝑇𝑘, 𝑇 ile 𝑘 − boyutlu ve 

𝑛 − düzleminin kesişiminden elde edilmiş bir küme olsun 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. Dolayısıyla 

𝑇𝑘 ≡ 𝑇 olur. 𝑗 ≥ 0, 𝑙 ≥ 0, 𝑗, 𝑙 ∈ ℤ ve 1 ≤ 𝑝 < ∞ olsun 𝑇 koni özelliğine sahip ise 

aşağıda verilen gömülmeler oluşur. 
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a) 𝑙𝑝 < 𝑛 ve 𝑛 − 𝑙𝑝 < 𝑘 ≤ 𝑛 veya 𝑝 = 1 ve 𝑛 − 𝑙 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ise  

𝑊𝑝
𝑗+𝑙(𝐷) ↪ 𝑊𝑞

𝑗(𝐷𝑘), 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝
∗ =

𝑘𝑝

𝑛−𝑙𝑝
                                                                      (2.17)  

özel olarak   

𝑊𝑝
𝑚(𝐷) ↪ 𝐿𝑞(𝐷), 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝∗ =

𝑛𝑝

𝑛 − 𝑙𝑝
                                                                 (2.18) 

olur. 

b) 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ve 𝑙𝑝 = 𝑛 ise 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞ için 

𝑊𝑝
𝑗+𝑙(𝐷) ↪ 𝑊𝑞

𝑗(𝐷𝑘)                                                                                                             (2.19) 

olur. 

c) 𝑙𝑝 > 𝑛 veya 𝑙 = 𝑛 ve 𝑝 = 1 ise  

𝑊𝑝
𝑗+𝑙(𝐷) ↪ 𝐶𝐵

𝑗(𝐷)                                                                                                                 (2.20) 

ayrıca 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 olduğundan  𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞ ise 

𝑊𝑝
𝑗+𝑙(𝐷) ↪ 𝑊𝑞

𝑗(𝐷𝑘)                                                                                                             (2.21) 

olur. Özel olarak 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞ için  

𝑊𝑝
𝑙(𝐷) ↪ 𝐿𝑞(𝐷)                                                                                                                     (2.22)    

olur [47]. 

Teorem 2.4. Her 𝐻 Hilbert uzayı yansımalıdır [40].  

Tanım 2.21.  

𝐻 = {𝑓(𝜂): 𝑓(𝜂) reel veya kompleks değerli bir fonksiyon, 𝜂 ∈ 𝑋}                       (2.23) 

kümesi, 〈𝑓(𝜂), 𝑔(𝜂)〉𝐻 iç çarpımı ile tanımlı bir Hilbert uzayı olsun. Eğer her 𝑦 ∈ 𝑋 ve 

her bir 𝑓(𝜂) ∈ 𝐻 için 〈𝑓(𝜂), 𝑅𝑦(𝜂)〉𝐻 = 𝑓(𝑦) eşitliğini sağlayan 𝑅𝑦(𝜂) ∈ 𝐻 varsa 
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𝑅𝑦(𝜂)  fonksiyonuna 𝐻 Hilbert uzayının doğuran çekirdeği ve 𝐻 Hilbert uzayına da 

doğuran çekirdekli Hilbert uzayı denir [48]. 

Teorem 2.5. 𝐻 doğuran çekirdekli bir Hilbert uzayı ve 𝑅𝑦 , 𝐻 Hilbert uzayının doğuran 

çekirdeği olsun. 𝑅𝑦(𝜂) = 𝑅𝜂(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  sağlanıyorsa 𝑅𝑦 doğuran çekirdeği simetrik eşleniktir 

denir [48]. 

İspat. İç çarpım ve doğurma özelliği kullanılarak, 

𝑅𝑦(𝜂) = 〈𝑅𝑦(. ), 𝑅𝜂(. )〉𝐻 = 〈𝑅𝜂(. ), 𝑅𝑦(. )〉𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑅𝜂(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                                                   (2.24) 

eşitliği elde edilir. Bu durum ispatı tamamlar.□ 

Teorem 2.6. 𝐻 doğuran çekirdekli bir Hilbert uzayı olsun. 𝐻 uzayının doğuran 

çekirdeği iç çarpıma göre tektir [49]. 

İspat. 𝑅𝑦(𝜂) ve 𝑄𝑦(𝜂), 𝐻 Hilbert uzayının farklı iki doğuran çekirdeği olsun. Bu 

durumda   

𝑄𝑦(𝜂) = 〈𝑄𝑦(. ), 𝑅𝜂(. )〉𝐻 = 〈𝑅𝜂(. ), 𝑄𝑦(. )〉𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑅𝜂(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅𝑦(𝜂)                                (2.25) 

eşitliği sayesinde ispat tamamlanır. 

Teorem 2.7. 𝐻 doğuran çekirdekli bir Hilbert uzayı ve 𝑅𝑦 onun çekirdeği olsun. 

∀ 𝜂 ∈ 𝑋 için 𝑅𝜂(𝜂) ≥ 0 dır. Ayrıca 𝑅𝜂(𝜂) = 0 ⇔ 𝐻 = {0} dır [48].  

İspat. Doğuran çekirdek fonksiyonu tanımından yararlanarak  

𝑅𝜂(𝜂) = 〈𝑅𝜂(. ), 𝑅𝜂(. )〉𝐻 = ‖𝑅𝜂(. )‖
2
                                                                               (2.26) 

eşitliği sayesinde ispat tamamlanır. □ 

Teorem 2.8. 𝜂𝑖 ∈ 𝑋 ve 𝛽𝑖 ∈ ℂ için  

∑ 𝑅𝜂𝑖(𝜂𝑗)�̅�𝑖𝛽𝑗 ≥ 0

𝑛

𝑖,𝑗=1

, 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛                                                                          (2.27)  
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ise 𝑅𝑦(𝜂) doğuran çekirdeği pozitif yarı tanımlı çekirdektir [48]. 

Teorem 2.9. 𝐻 Hilbert uzayının doğuran çekirdekli bir uzay olması için gerek ve yeter 

şart en az bir 𝜂 ∈ 𝑋 için  |𝐈(𝑓)| = |𝑓(𝜂)| < 𝑀 olmasıdır [48]. 

Tanım 2.22. 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝔽 ve 𝑎 ≤ 𝑦1 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑦𝑛 < 𝑥𝑛 ≤ 𝑏 olsun. ∀𝜀 > 0 ve 

∃ 𝛿 > 0 olmak üzere ∑ |𝑦𝑖 − 𝑥𝑖| < 𝛿
𝑛
𝑖=1  için ∑ |𝑓(𝑦𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖)| < 𝜀

𝑛
𝑖=1  şartını sağlayan 𝑓 

fonksiyonuna [𝑎, 𝑏] aralığında mutlak sürekli fonksiyon denir [46]. 

Önerme 2.1. 𝑓  fonksiyonu  [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde tanımlı mutlak sürekli ise aynı 

zamanda süreklidir [48]. 

Önerme 2.2. [a,b] kapalı aralığında tanımlı 𝑓  fonksiyonu için  𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏] olmak 

|𝑓′(𝜂)| ≤ 𝐾 eşitsizliği varsa 𝑓(𝜂) fonksiyonu mutlak süreklidir [48]. 

Sonuç 2.1. [𝑎, 𝑏] aralığında  𝑓′(𝜂) fonksiyonu sürekli ise aynı aralıkta 𝑓(𝜂) fonksiyonu 

mutlak süreklidir [48]. 

Teorem 2.10 Eğer 𝑓(𝜂) fonksiyonu  [𝑎, 𝑏] aralığında integrallenebilir bir fonksiyon ise, 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝜂

𝑎
 fonksiyonu aynı aralıkta mutlak süreklidir [48]. 

İspat. İntegralde mutlak süreklilik tanımı ile keyfi  𝜀 > 0 için ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 < 𝜀
𝐸

 ölçümü  

𝑚(𝐸) < 𝛿 olacak şekilde bir 𝛿 > 0 sayı vardır. {(𝑎𝑘, 𝑏𝑘)}𝑘=1
𝑛  kümesi ikişer ikişer ayrık 

∑ (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)
𝑛
𝑖=1  özelliğini sağlayan (𝑎𝑘, 𝑏𝑘) ⊂ [𝑎, 𝑏] aralıklarının bir kümesi olsun. Bu 

durumda  

∑|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑎𝑘

𝑎

𝑏𝑘

𝑎

|

𝑛

𝑘=1

=∑|∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑏𝑘

𝑎𝑘

|

𝑛

𝑘=1

≤∑ ∫ |𝑓(𝑡)|

𝑏𝑘

𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

𝑑𝑡 

= ∫ |𝑓(𝑡)𝑑𝑡| < 𝜀

⋃ (𝑎𝑘,𝑏𝑘)
𝑛
𝑘=1

                                                                                                    (2.28) 

olur. Bu durum ispatı tamamlar. □ 

2.3  𝑾𝟐
𝒎[𝒂, 𝒃] Doğuran Çekirdek Uzayı ve Doğuran Çekirdek Fonksiyonu 
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𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayı , 

𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] = {𝑓(𝜂)|𝑓(𝑚−1)(𝜂) mutlak sürekli, 𝑓(𝑚)(𝜂) ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏], 𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏]}      (2.29) 

şeklinde olup bu fonksiyon uzayına ait iç çarpım ve norm sırasıyla 

𝑓(𝜂), 𝑔(𝜂) ∈ 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] için  

〈𝑓, 𝑔〉𝑊2𝑚 = ∑ 𝑓(𝑖)(𝑎)𝑔(𝑖)(𝑎) + ∫𝑓(𝑚)(𝜂)𝑔(𝑚)(𝜂)𝑑𝜂                                             (2.30)

𝑏

𝑎

𝑚−1

𝑖=0

 

ve 

‖𝑓‖𝑊2𝑚 = √〈𝑓, 𝑓〉𝑊2𝑚                                                                                                             (2.31) 

olarak ifade edilir. Dolayısıyla 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] uzayı bir iç çarpım uzayıdır [48]. 

Teorem 2.11. 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] uzayı bir Hilbert uzayıdır [48]. 

İspat. 𝑛 = 1,2, … için 𝑓𝑛(𝜂)  dizisi 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayında bir Cauchy dizisi 

olsun. Böylece  

‖𝑓𝑛+𝑝 − 𝑓𝑛‖𝑊2𝑚
2

= ∑[𝑓𝑛+𝑝
(𝑖) (𝑎) − 𝑓𝑛

(𝑖)(𝑎)]
2

+∫[𝑓𝑛+𝑝
(𝑚)(𝜂) − 𝑓𝑛

(𝑚)(𝜂)]
2

𝑑𝜂
𝑛→∞
→   

𝑏

𝑎

𝑚−1

𝑖=0

0(2.32) 

olur. Bu ifadeden, 

𝑓𝑛+𝑝
(𝑖) (𝑎) − 𝑓𝑛

(𝑖) 𝑛→∞→   0, 𝑖 = 0,1, … ,𝑚 − 1                                                                  (2.33) 

ve 

∫[𝑓𝑛+𝑝
(𝑚)(𝜂) − 𝑓𝑛

(𝑚)(𝜂)]2
𝑏

𝑎

𝑑𝜂
𝑛→∞
→   0                                                                                      (2.34) 
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 elde edilir. 𝑛 = 1,2, … olmak üzere her 𝑖 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1) için 𝑓𝑛
(𝑖)(𝑎),ℝ de bir 

Cauchy dizisidir ve 𝑓𝑛
(𝑖)(𝑎) dizisi de 𝐿2[𝑎, 𝑏] uzayında bir Cauchy dizisidir. 𝜆𝑖 ∈ ℝ için 

tek ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏] fonksiyonu vardır böylece, 

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛
(𝑖)(𝑎) →𝜆𝑖 , 𝑖 = 0,1, … ,𝑚 − 1                                                                          (2.35) 

ve 

lim
𝑛→∞

∫[𝑓𝑛
(𝑚)(𝜂) − ℎ(𝜂)]2𝑑𝜂

𝑏

𝑎

→ 0                                                                                       (2.36) 

ifade edilir. 

𝑔(𝜂) = ∑
𝜆𝑖
𝑖!

𝑚−1

𝑖=0

(𝜂 − 𝑎)𝑖 +∫∫…∫ℎ(𝜂)(𝑑𝜂)𝑚

𝜂

𝑎

𝜂

𝑎

𝜂

𝑎

⏞            
𝑚

                                                            (2.37) 

olduğunu kabul edilirse. ℎ(𝜂) ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏] olduğu için 𝑔(𝑚−1)(𝜂) = 𝜆𝑚−1 + ∫ ℎ(𝜂)𝑑𝜂
𝜂

𝑎
 

fonksiyonu [𝑎, 𝑏] üzerinde mutlak süreklidir ve 𝑔(𝑚)(𝜂) = ℎ(𝜂) ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏] 

şeklinde ifade edilir. Bu durum [𝑎, 𝑏] aralığının hemen hemen her yerinde doğrudur. 

𝑔(𝜂) ∈ 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] ve 𝑔(𝑖)(𝑎) = 𝜆𝑖 için  

‖𝑓𝑛(𝜂) − 𝑔(𝜂)‖𝑊2𝑚
2 = ∑[𝑓𝑛

(𝑖)(𝑎) − 𝑔(𝑖)(𝑎)]
2

+∫[𝑓𝑛
(𝑚)(𝜂) − 𝑔(𝑚)(𝜂)]

2

𝑑𝜂

𝑏

𝑎

𝑚−1

𝑖=0

 

                                    = ∑[𝑓𝑛
(𝑖)(𝑎) − 𝜆𝑖]

2

+∫[𝑓𝑛
(𝑚)(𝜂) − ℎ(𝜂)]

2

𝑑𝜂
𝑛→∞
→   0           (2.38) 

𝑏

𝑎

𝑚−1

𝑖=0

 

eşitliklerinden, 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] fonksiyon uzayı Hilbert uzayıdır.  

Teorem 2.12. 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] uzayı bir doğuran çekirdek uzayıdır [48]. 
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İspat. 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] uzayında 𝑓, 𝜂 ∈ [𝑎, 𝑏] için bir  𝑰(𝑓) = 𝑓(𝜂) lineer fonksiyonel olsun. 

Böylece   

𝑓(𝑚−1)(𝜂) = 𝑓(𝑚−1)(𝑎) + ∫𝑓(𝑚)(𝜂)𝑑𝜂                                                                          (2.39)

𝜂

𝑎

 

ve 

|𝑓(𝑚−1)(𝜂)| ≤ |𝑓(𝑚−1)(𝑎)| + ∫|𝑓(𝑚)(𝜂)|𝑑𝜂 ≤ |𝑓(𝑚−1)(𝑎)|

𝜂

𝑎

+∫|𝑓(𝑚)(𝜂)|𝑑𝜂

𝑏

𝑎

     (2.40) 

olur.her bir 𝑖 (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1) için 

∫|𝑓(𝑚)(𝜂)|𝑑𝜂 ≤ [(𝑏 − 𝑎)∫|𝑓(𝑚)(𝜂)|
2
𝑑𝜂

𝑏

𝑎

]

1
2

= 𝑀0 [∫|𝑓
(𝑚)(𝜂)|

2
𝑑𝜂

𝑏

𝑎

]

1
2

                  (2.41)

𝑏

𝑎

 

                           ≤ 𝑀0 [∑[𝑓(𝑖)(𝑎)]
2
+∫|𝑓(𝑚)(𝜂)|

2
𝑑𝜂

𝑏

𝑎

𝑚−1

𝑖=0

]

1
2

= 𝑀0‖𝑓‖𝑊2𝑚                    (2.42) 

eşitsizliğinden yararlanarak 

|𝑓(𝑖)(𝑎)| ≤ [∑ [𝑓(𝑖)(𝑎)]
2
+ ∫ |𝑓(𝑚)(𝜂)|

2
𝑑𝜂𝜂

𝑏

𝑎
𝑚−1
𝑖=0 ]

1

2
= ‖𝑓‖𝑊2𝑚                                  (2.43)                                

ifadesi elde edilir. Böylece, 

|𝑓(𝑚−1)(𝜂)| ≤ 𝑀1‖𝑓‖𝑊2𝑚                                                                                                      (2.44)    

|𝑓(𝑚−2)(𝜂)| ≤ |𝑓(𝑚−2)(𝑎)| + ∫ |𝑓(𝑚−1)(𝜂)|𝑑𝜂
𝜂

𝑎
≤ |𝑓(𝑚−2)(𝑎)| + ∫ |𝑓(𝑚−1)(𝜂)|𝑑𝜂

𝑏

𝑎
  

ifadesi bulunup (2.43) ve (2.44) eşitsizliklerinden yararlanarak 

|𝑓(𝑚−2)(𝜂)| ≤ ‖𝑓‖𝑊2𝑚 + (𝑏 − 𝑎)𝑀1‖𝑓‖𝑊2𝑚 = 𝑀2‖𝑓‖𝑊2𝑚                                              (2.45)  

elde edilir. Devam edildiğinde 
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|𝑰(𝑓)| = |𝑓(𝜂)| ≤ 𝑀𝑚‖𝑓‖𝑊2𝑚                                                                                              (2.46) 

bulunur. 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] uzayında 𝑰 sınırlı olduğu için Teorem 2.9’dan yararlanarak 

𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] doğuran çekirdekli uzaydır. 

2.4. 𝑾𝟐
𝒎[𝒂, 𝒃] Uzayında Doğuran Çekirdek Fonksiyonu 𝑹𝒚(𝜼)’nın Bulunması 

𝑅𝑦(𝜂) fonksiyonu 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] uzayının doğuran çekirdek fonksiyonu olduğunu kabul 

edelim. Her bir 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏] ve her bir 𝑓(𝜂) ∈ 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] için 𝑅𝑦(𝜂) fonksiyonu  

〈𝑓(𝜂), 𝑅𝑦(𝜂)〉𝑊2𝑚 = 𝑓(𝑦)                                                                                           (2.47) 

eşitliği sağlaması gerekmektedir. 𝑊2
𝑚[𝑎, 𝑏] üzerinde tanımlanan iç çarpımdan  

⟨𝑓(𝜂), 𝑅𝑦(𝜂)⟩𝑊2𝑚
= ∑ 𝑓(𝑖)(𝑎)

𝜕𝑖𝑅𝑦(𝑎)

𝜕𝜂𝑖
+∫𝑓(𝑚)(𝜂)

𝑏

𝑎

𝑚−1

𝑖=0

𝜕𝑚𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂𝑚
𝑑𝜂                        (2.48) 

elde edilir. Eşitliğin sağ tarafındaki integral ifadesinde kısmi integrasyon kullanarak  

∫𝑓(𝑚)(𝜂)

𝑏

𝑎

𝜕𝑚𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂𝑚
= ∑(−1)𝑖𝑓(𝑚−𝑖−1)(𝜂)

𝑚−1

𝑖=0

𝜕𝑚+𝑖𝑅𝑦(𝜂))

𝜕𝜂𝑚+𝑖
+ 

                                        (−1)𝑚 ∫ 𝑓(𝜂)
𝜕2𝑚𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂2𝑚
𝑑𝑥                                                          (2.49)

𝑏

𝑎
  

yazılabilir. Değişken dönüşümü sayesinde, 

∑(−1)𝑖𝑓(𝑚−𝑖−1)(𝜂)

𝑚−1

𝑖=0

𝜕𝑚+𝑖𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂𝑚+𝑖
= ∑(−1)𝑚−𝑖−1𝑓(𝑖)(𝜂)

𝜕2𝑚−𝑖−1𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂2𝑚−𝑖−1
          (2.50)

𝑚−1

𝑖=0

 

eşitliği elde edilir. Ayrıca, 
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〈𝑓(𝜂), 𝑅𝑦(𝜂)〉 = ∑ 𝑓(𝑖)(𝑎) [
𝜕𝑖𝑅𝑦(𝑎)

𝜕𝜂𝑖
− (−1)𝑚−𝑖−1

𝜕2𝑚−𝑖−1𝑅𝑦(𝑎)

𝜕𝜂2𝑚−𝑖−1
]

𝑚−1

𝑖=0

+ ∑(−1)𝑚−𝑖−1𝑓(𝑖)(𝑏)
𝜕2𝑚−𝑖−1𝑅𝑦(𝑏)

𝜕𝜂2𝑚−𝑖−1

𝑚−1

𝑖=0

 

                           +(−1)𝑚∫𝑓(𝜂)
𝜕2𝑚𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂2𝑚
𝑑𝜂

𝑏

𝑎

                                                                 (2.51) 

olur. Bu durumda  𝑅𝑦(𝜂) doğuran çekirdek fonksiyonu (2.51) ile verilen genelleştirilmiş 

diferansiyel denklemin çözümünden elde edilecektir. 

{
 
 

 
 (−1)𝑚

𝜕2𝑚𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂2𝑚
= 𝛿(𝜂 − 𝑦),

𝜕𝑖𝑅𝑦(𝑎)

𝜕𝜂𝑖
− (−1)𝑚−𝑖−1

𝜕2𝑚−𝑖−1𝑅𝑦(𝑎)

𝜕𝜂2𝑚−𝑖−1
= 0

𝜕2𝑚−𝑖−1𝑅𝑦(𝑏)

𝜕𝜂2𝑚−𝑖−1
= 0, 𝑖 = 0,1, … ,𝑚 − 1.

                                                                            (2.52)                                                                  

𝑅𝑦(𝜂), 𝜂 ≠ 𝑦 iken aşağıda sınır şartları ile verilen 2𝑚 mertebeli sabit katsayılı lineer 

homojen diferansiyel denklemin  

(−1)𝑚
𝜕2𝑚𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂2𝑚
= 0                                                                                                               (2.53)                                                                                                    

çözümüdür. (2.53) ile ifade edilen denklemin 𝜆2𝑚 = 0 karakteristik denklemi ile 2𝑚 

katlı 𝜆 = 0 öz değerine sahiptir. Denklemin sınır şartları ise 

{

𝜕𝑖𝑅𝑦(𝑎)

𝜕𝜂𝑖
− (−1)𝑚−𝑖−1

𝜕2𝑚−𝑖−1𝑅𝑦(𝑎)

𝜕𝜂2𝑚−𝑖−1
= 0

𝜕2𝑚−𝑖−1𝑅𝑦(𝑏)

𝜕𝜂2𝑚−𝑖−1
= 0, 𝑖 = 0,1, … ,𝑚 − 1

                                                                            (2.54)                                          

şeklinde alınır. Böylece (2.52) denkleminin genel çözümü  

𝑅𝑦(𝜂) = {
𝑙𝑅𝑦(𝜂) = ∑ 𝑐𝑖(𝑦)𝜂

𝑖−1, 𝜂 < 𝑦2𝑚
𝑖=1

𝑟𝑅𝑦(𝜂) = ∑ 𝑑𝑖(𝑦)𝜂
𝑖−1,2𝑚

𝑖=1  𝜂 > 𝑦
                                                                  (2.55)                   

olarak ifade edilir. 
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Bu denklemler oluşturulduktan sonra 𝑐𝑖(𝑦) ve 𝑑𝑖(𝑦) katsayıları hesaplanır. 

(−1)𝑚
𝜕2𝑚𝑅𝑦(𝜂)

𝜕𝜂2𝑚
= 𝛿(𝜂 − 𝑦)                                                                                            (2.56) 

olup 

 
𝜕𝑖𝑙𝑅𝑦(𝑦)

𝜕𝜂𝑖
=
𝜕𝑖𝑟𝑅𝑦(𝑦)

𝜕𝜂𝑖
, 𝑖 = 0,1, … ,2𝑚 − 2                                                                            (2.57) 

(−1)𝑚 (
𝜕2𝑚−1𝑟𝑅𝑦(𝑦

+)

𝜕𝜂2𝑚−1
−
𝜕2𝑚−1𝑙𝑅𝑦(𝑦

−)

𝜕𝜂2𝑚−1
) = 1                                                                       (2.58)  

olur. (2.55) denklemindeki   𝑐𝑖(𝑦) ve 𝑑𝑖(𝑦) katsayılarının bulunması için (2.57) ve 

(2.58) deki 2𝑚 denklem, 2𝑚 tane şart sağlar. (2.54) denklemi 2𝑚 tane sınır şartı 

sağladığı zaman 4𝑚 denkleme elde edilir. Değişkenleri 𝑐𝑖(𝑦) ve 𝑑𝑖(𝑦) olan bu 4𝑚 

denklem lineer denklemlerdir. Bu katsayılar bulunduğunda 𝑅𝑦(𝜂) doğuran çekirdek 

fonksiyonu (2.55) denklemiyle elde edilir [48]. 

2.5. Baz Fonksiyon ve Birinci Tip Shifted Legendre Doğuran Çekirdek 

Legendre polinomları, 𝑥 ∈ 𝔽 cismi için, Rodrigues formülü kullanılarak  

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2 − 1)𝑛,   𝑛 = 0,1,2,…                                                                          (2.59) 

şeklinde yazılabilir. Legendre polinomları için iteratif süreç  

𝐿0(𝑥) = 1, 

𝐿1(𝑥) = 𝑥, 

𝐿2(𝑥) =
1

2
(3𝑥2 − 1), 

⋮ 

𝐿𝑛(𝑥) = ∑(−1)𝑘
(2𝑛 − 2𝑘)!

2𝑛𝑘! (𝑛 − 𝑘)! (𝑛 − 2𝑘)!
 𝑥𝑛−2𝑘                                                              (2.60)

[
𝑛
2
]

𝑘=0

 



18 

 

olup, [𝑛], 𝑛’den küçük en büyük tamsayıyı belirtmektedir.  

𝐿𝑛(𝑥) Legendre polinomlarının çözümleri [−1,1] aralığında olup 𝑥 → 2𝑥 − 1 dönüşümü 

uygulanarak çözümleri [0,1] aralığında olan 𝑃𝑛(𝑥) = 𝐿𝑛(2𝑥 − 1)  shifted Legendre 

polinomları elde edilir [50]. 

Tanım 2.23. Birinci tip shifted Legendre polinomları, [0,1] aralığında 𝜌[0,1](𝑥) = 1 

ağırlık fonksiyonuna göre 

〈𝑃𝑛(𝑥), 𝑃𝑚(𝑥)〉 = ∫𝜌[0,1](𝑥)𝑃𝑛(𝑥)𝑃𝑚(𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

                          = {

0,                                       𝑛 ≠ 𝑚,
1,                              𝑛 = 𝑚 = 0,
1

2𝑛 + 1
,                  𝑛 = 𝑚 ≠ 0,

                                                          (2.61) 

şeklinde verilen ortogonallik şartını sağlamaktadır [49-50]. 

Shifted Legendre polinomlarının iteratif süreci  

𝑃0(𝑥) = 1, 

𝑃1(𝑥) = 2𝑥 − 1, 

⋮ 

(𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) = (2𝑛 + 1)(2𝑥 − 1)𝑃𝑛(𝑥) − 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥), 𝑛 = 1,2, …                       (2.62)  

şeklinde ifade edilir.  

 

2.6. Shifted Legendre Doğuran Çekirdek Yaklaşımı 

Teorem 2.13. {𝑒𝑖}𝑖=1
𝑛 , 𝑛 boyutlu 𝐻 Hilbert uzayının ortonormal bir bazı olsun. 𝐻’nin 

çekirdek fonksiyonu  
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𝐾𝑦(𝑥) =∑𝑒𝑖(𝑥)𝑒𝑖(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅                                                                                                         (2.63)

𝑛

𝑖=1

 

şeklinde ifade edilir [48].  

Tanım 2.24. 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı derecesi 𝑚’ye eşit ya da 𝑚’den küçük, reel katsayılı, [0,1] 

üzerinde tanımlı polinomların ağırlıklı iç çarpım uzayı olsun, ∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] için iç 

çarpım ve norm sırasıyla  

〈𝑢, 𝑣〉𝑃𝜌𝑚 = ∫𝜌[0,1](𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

1

0

                                                                                   (2.64) 

‖𝑢‖𝑃𝜌𝑚 = √〈𝑢, 𝑢〉𝑃𝜌𝑚                                                                                                               (2.65)  

olarak tanımlanır. Her bir sabit 𝑚 için  

𝐿𝜌
2 [0,1] = {𝑓| ∫𝜌[0,1](𝑥)|𝑓(𝑥)|

2𝑑𝑥 < ∞

1

0

}                                                                     (2.66) 

tanımına göre 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı 𝐿𝜌

2 [0,1] uzayının kapalı bir alt uzayıdır ve ∀ 𝑢, 𝑣 ∈

𝑃𝜌
𝑚[0,1] için 

〈𝑢, 𝑣〉𝑃𝜌𝑚 = 〈𝑢, 𝑣〉𝐿𝜌2                                                                                                                  (2.67) 

eşitliği yazılır [34,51-52]. 

Teorem 2.14. 𝑃𝜌
𝑚[0,1] fonksiyon uzayı kendi üzerinde tanımlanan iç çarpımı ve normu 

ile bir RKHS dir [34,51-52]. 

İspat. Tanım 2.24’ten yararlanarak 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayının sonlu boyutlu bir iç çarpım uzayı 

olduğu ifade edilir. Her sonlu boyutlu iç çarpım uzayı Hilbert uzayı olduğundan ve 

Teorem 2.13’den  𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı bir RKHS dir. □ 
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Sınır değer probleminin çözümü için homojen sınır koşullarını sağlayan 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 

uzayının kapalı bir alt uzayını tanımlamak yeterlidir.  

Tanım 2.25. 

𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0 = {𝑢|𝑢 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1], 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0}                                                            (2.68) 

olsun. 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  fonksiyon uzayının bir RKHS olduğu kolayca görülür. Teorem 

2.13’den yararlanarak 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0 ’in 𝐾𝑦
𝑚(𝑥) çekirdek fonksiyonu  

𝐾𝑦
𝑚(𝑥) =∑ℎ𝑖(𝑥)

𝑚

𝑖=2

ℎ𝑖(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                                                                                                    (2.69) 

şeklinde ifade edilir [34]. 

Buradaki ℎ𝑖(𝑥), Gram-Schmidt ortogonalizasyon süreci kullanılarak elde edilen tam 

ortonormal sistemdir. (2.70) denklemi uygulama için oldukça elverişli olup, 𝐾𝑦
𝑚(𝑥) 

çekirdek fonksiyonu ve 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı artan 𝑚 değerleri için kolayca yeniden 

hesaplanabilir. 

2.7. Volterra ve Fredholm İntegro-Diferansiyel Denklemler 

Tanım 2.26. 𝑢(𝑥) bilinmeyen fonksiyonunun aynı anda integral ve türevini bulunduran 

denklemlere integro-diferansiyel denklemler denir. İkinci tip Fredholm ve Volterra 

integro-diferansiyel denklemleri sırasıyla, 

𝑢𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡,     𝑢𝑘(𝑥) =
𝑑𝑘𝑢

𝑑𝑥𝑘
,

𝑏

𝑎

  𝑘 ≥ 1                                    (2.70) 

ve 

𝑢𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆∫𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡,     𝑢𝑘(𝑥) =
𝑑𝑘𝑢

𝑑𝑥𝑘

𝑥

𝑎

,    𝑘 ≥ 1.                                  (2.71) 
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şeklinde ifade edilir. Buradaki 𝜆 sayısal parametre, 𝑓(𝑥) ve 𝐾(𝑥, 𝑡) bilinen fonksiyon 

olup 𝐾(𝑥, 𝑡) fonksiyonuna Fredholm ve Volterra integro-diferansiyel denklemlerin 

çekirdeği denir [53]. 

Tanım 2.27. İntegral denklem ya da integro-diferansiyel denklemlerde integral 

operatörü içindeki 𝑢(𝑥) bilinmeyen fonksiyonunun derecesi bir ise denklem lineer 

denklem olarak adlandırılır. Ancak 𝑢(𝑥) bilinmeyen fonksiyonunun derecesi birden 

farklı ya da içerisinde 𝑒𝑢, sinh 𝑢, cos 𝑢, ln (1 + 𝑢) gibi lineer olmayan fonksiyonlar 

bulunduruyorsa bu türdeki denklemlere lineer olmayan denklem denir [53]. 
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3. BÖLÜM 

BAGLEY-TORVİK DENKLEMİNİN KLASİK DOĞURAN ÇEKİRDEKLİ 

HİLBERT UZAYI METODU (K-RKM) VE LEGENDRE DOĞURAN 

ÇEKİRDEKLİ HİLBERT UZAYI METODU (L-RKM) İLE ÇÖZÜMÜ 

Bu bölümde klasik doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodu ile Legendre doğuran 

çekirdekli Hilbert uzayı metodu Bagley-Torvik denklemine uygulanmıştır. 

Bagley-Torvik denklemi, sert bir plakanın Newton sıvısına batırıldığında yaptığı 

hareketin incelenmesiyle ortaya çıkmıştır [54]. Genel olarak kesirli diferansiyel 

denklemlerin analitik çözümleri oldukça zordur. Bu nedenle yaklaşık ve nümerik 

yöntemler yaygın olarak kullanılır [55-57]. Literatürde Bagley-Torvik denklemi için 

farklı çözüm metotları kullanılmıştır. Ray ve Bera, Bagley Torvik denkleminin 

başlangıç değer problemini Adomin ayrıştırma metodu kullanarak çözdüler [58]. 

Diethelm ve Ford, Bagley-Torvik denklemini sistem haline getirip ve Adams tipi 

yaklaşımı kullanarak nümerik çözümü elde ettiler [59]. Saadatmandi ve Dehghan, 

Legendre operasyonel matris metodunu uygulayarak denklemi çözdüler [60]. Yüzbaşı, 

Bagley-Torvik denkleminin sınır değer problemi için Bessel kolokasyon yöntemi olarak 

adlandırılan birinci dereceden Bessel fonksiyonlarının ve kolokasyon noktalarının 

kombinasyonunu uyguladı [61]. Gülsu, Öztürk ve Anapalı, Taylor matris metodu 

kullanarak yaklaşık çözüme ulaştılar [62]. Sakar, Saldır, Akgül Bagley-Torvik 

denkleminin sınır değer problemin yaklaşık çözümü için basitleştirilmiş doğuran 

çekirdekli Hilbert uzayı metodunu kullandılar [63]. 

Kesir mertebeli türev içeren sabit katsayılı Bagley-Torvik denkleminin sınır değer 

problemi, Caputo türev tanımı kullanılarak klasik doğuran çekirdekli Hilbert uzayı 

metodu(K-RKM) ve Legendre doğuran çekirdekli Hilbert uzayı (L-RKM) metodu ile 

yaklaşık çözümü elde edildi.  

Bagley-Torvik denklemi  

𝑎0𝐷
2𝑢(𝑥) + 𝑎1𝐷

3
2𝑢(𝑥) + 𝑎2𝑢(𝑥) = 𝑐(𝑥)                                                                          (3.1)  

şeklinde tanımlanır. Denklemin sınır şartları  
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𝑢(0) = 𝛽1 ve 𝑢(𝑋) = 𝛽2                                                                                                         (3.2) 

şeklinde ifade edilir [63].  

Burada 𝑐(𝑥) sürekli fonksiyon olup 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 reel sabitlerdir. (3.2)’de verilen sınır 

şartları kolaylıkla   𝑢(0) = 0 ve 𝑢(𝑋) = 0 şeklinde homejenleştirilebilir. 

Bagley-Torvik denkleminin, klasik doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodu ile 

çözülebilmesi için öncelikle denkleme ait Hilbert uzayı tanımlanıp daha sonra bu uzay 

üzerinde iç çarpım ve norm tanımlanarak doğuran çekirdek fonksiyonları 

hesaplanacaktır.  

3.1. Doğuran Çekirdekli Hilbert Uzaylar 

Tanım 3.1. 𝑊2
1[0, 𝑋] Hilbert uzayı aşağıdaki gibi tanımlanır.  

𝑊2
1[0, 𝑋] = {𝑢(𝑥)|𝑢 fonksiyonu [0, 𝑋] aralığında mutlak sürekli ve 𝑢′(𝑥) ∈ 𝐿2[0, 𝑋],

𝑥 ∈ [0, 𝑋]}. 

𝑊2
1[0, 𝑋] uzayına ait iç çarpım 𝑢(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑊2

1[0, 𝑋], 

〈𝑢(𝑥), 𝑔(𝑥)〉𝑊2[0,𝑋]
1 = ∫[𝑢(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑢′(𝑥)𝑔′(𝑥)]𝑑𝑥                                                      (3.3)

𝑋

0

 

ve norm ise  

‖𝑢‖𝑊21[0,𝑋] = √〈𝑢, 𝑢〉𝑊21[0,𝑋] ,                                                                                                 (3.4)  

şeklinde tanımlanır [63]. 

Teorem 3.1. 𝑊2
1[0, 𝑋] doğuran çekirdekli bir Hilbert uzayıdır. Her 𝑢(𝑦) ∈ 𝑊2

1[0, 𝑋] ve 

her bir sabit 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑋] için 〈𝑢(𝑦), 𝐾𝑥(𝑦)〉𝑊21[0,𝑋] = 𝑢(𝑥) olacak şekilde 𝐾𝑥(𝑦) ∈

𝑊2
1[0, 𝑋] tanımlanır. 𝐾𝑥(𝑦) çekirdek fonksiyonu (3.3) iç çarpımına göre 
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𝐾𝑥(𝑦) =

{
 
 

 
 cosh(𝑋 − 𝑥) cosh(𝑦)

sinh(𝑋)
, 𝑦 ≤ 𝑥

cosh(𝑥) cosh(𝑋 − 𝑦)

sinh(𝑋)
, 𝑦 > 𝑥

                                                                            (3.5) 

olarak tanımlanır [63]. 

Tanım 3.2. 𝑊2
3[0, 𝑋] Hilbert uzayı, 

𝑊2
3[0, 𝑋] = {𝑢(𝑥)|𝑢, 𝑢′, 𝑢′′ fonksiyonu [0, 𝑋]aralığında mutlak sürekli ve 𝑢′′′(𝑥) ∈

𝐿2[0, 𝑋], 𝑢(0) = 0, 𝑢(𝑋) = 0}. 

𝑊2
3[0, 𝑋] uzayına ait iç çarpım 𝑢(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑊2

3[0, 𝑋], 

〈𝑢(𝑥), 𝑔(𝑥)〉𝑊2[0,𝑋]
3 = 𝑢(0)𝑔(0) + 𝑢′(0)𝑔′(0) + 𝑢(𝑋)𝑔(𝑋) + ∫ 𝑢′′′(𝑥)𝑔′′′(𝑥)𝑑𝑥

𝑋

0

(3.6) 

şeklinde ifade edilir. Aynı uzay üzerinde tanımlanan norm  

‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋] = √〈𝑢, 𝑢〉𝑊23[0,𝑋]                                                                                                   (3.7) 

olarak ifade edilir [63]. 

Teorem 3.2. 𝑊2
3[0, 𝑋] doğuran çekirdekli bir Hilbert uzayıdır. Her 𝑢(𝑦) ∈ 𝑊2

3[0, 𝑋] ve 

her bir sabit 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑋] için 〈𝑢(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,𝑋] = 𝑢(𝑥) olacak şekilde 𝑅𝑥(𝑦) ∈

𝑊2
3[0, 𝑋] çekirdek fonksiyonu vardır. 

𝑅𝑥(𝑦) çekirdek fonksiyonu (3.6) iç çarpımına göre 

𝑅𝑥(𝑦) = {
∑ 𝑐𝑖(𝑥)𝑦

𝑖−1,      𝑦 ≤ 𝑥6
𝑖=1

∑ 𝑑𝑖(𝑥)𝑦
𝑖−1,      𝑥 < 𝑦6

𝑖=1

                                                                                    (3.8)  

şeklinde ifade edilir. Burada 𝑐𝑖(𝑥) ve 𝑑𝑖(𝑥) aşağıdaki gibidir. 

𝑐1(𝑥) = 0,  
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𝑐2(𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

𝑋
,  

𝑐3(𝑥) =
𝑥2𝑋

20
−
𝑥3

12
+

𝑥4

24𝑋
−

𝑥5

120𝑋2
−
𝑥

𝑋
+
𝑥2

𝑋2
,  

𝑐4(𝑥) = 0,  

𝑐5(𝑥) = −
𝑥

24
+

𝑥2

24𝑋
,  

𝑐6(𝑥) = −
𝑥2

120𝑋2
+

1

120
,  

𝑑1(𝑥) =
𝑥5

120
,  

𝑑2(𝑥) = −
𝑥4

24
+ 𝑥 −

𝑥2

𝑋
,  

𝑑3(𝑥) =
𝑥2𝑋

20
+

𝑥4

24𝑋
−

𝑥5

120𝑋2
−
𝑥

𝑋
+
𝑥2

𝑋2
,  

𝑑4(𝑥) = −
𝑥2

12
,  

𝑑5(𝑥) =
𝑥2

24𝑋
,  

𝑑6(𝑥) = −
𝑥2

120𝑋2
.  

İspat. 𝑊2
3[0, 𝑋] uzayının iç çarpımından  

〈𝑢(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,𝑋]

= 𝑢(0)𝑅𝑥(0) + 𝑢′(0)𝑅𝑥′(0) + 𝑢(𝑋)𝑅𝑥(𝑋)

+ ∫ 𝑢′′′(𝑦)𝑅𝑥
′′′(𝑦)

𝑑𝑦                                                                                  (3.9)

𝑋

0

 

eşitliğinin sağ tarafındaki integral ifadesinde kısmi integrasyon uygulanarak  
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〈𝑢(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,𝑋]

= 𝑢(0)𝑅𝑥(0) + 𝑢
′(0)𝑅𝑥

′ (0) + 𝑢(𝑋)𝑅𝑥(𝑋) + 𝑢
′′(𝑋)𝑅𝑥

′′′(𝑋) − 𝑢′′(0)𝑅𝑥
′′′(0)

− 𝑢′(𝑋)𝑅𝑥
(4)(𝑋) + 𝑢′(0)𝑅𝑥

(4)(0)

+ ∫ 𝑢′(𝑦)𝑅𝑥
(5)(𝑦)𝑑𝑦

𝑋

0

                                                                                                             (3.10) 

elde edilir.  

〈𝑢(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,𝑋] = 𝑢(𝑥)                                                                                               (3.11) 

çekirdek doğurma özelliğine dayanarak  

𝑅𝑥(0) = 0,  

𝑅𝑥
′ (0) + 𝑅𝑥

(4)(0) = 0,  

𝑅𝑥
′′(0) − 𝑅𝑥′′′(0) = 0,  

𝑅𝑥(𝑋) = 0,   

𝑅𝑥
(4)(𝑋) = 0,  

𝑅𝑥
′′′(𝑋) = 0,  

ifadeleri yazılır. 

𝑅𝑥
(6)(𝑦) = 𝛿(𝑦 − 𝑥)  

ifadesinde 𝑥 ≠ 𝑦 iken  

𝑅𝑥
(6)(𝑦) = 0  

elde edilir. Böyle bir durumda  
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𝑅𝑥(𝑦) =

{
 
 

 
 ∑𝑐𝑖(𝑥)𝑦

𝑖−1,      𝑦 ≤ 𝑥

6

𝑖=1

∑𝑑𝑖(𝑥)𝑦
𝑖−1,      𝑥 < 𝑦

6

𝑖=1

                                                                                   (3.12) 

bulunur. 

𝑅𝑦
(6)(𝑥) = 𝛿(𝑥 − 𝑦)  

ifadesinden yararlanarak  

𝜕𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕𝑅𝑥−(𝑥),  

𝜕1𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕
1𝑅𝑥−(𝑥),  

𝜕2𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕
2𝑅𝑦−(𝑥),  

𝜕3𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕
3𝑅𝑥−(𝑥),  

𝜕4𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕
4𝑅𝑥−(𝑥),  

(−1)(𝜕5𝑅𝑥+(𝑥) − 𝜕
1𝑅𝑥−(𝑥)) = 1,  

denklemleri bulunur. Böylece 𝑐𝑖(𝑥) ve 𝑑𝑖(𝑥) katsayıları hesaplanıp 𝑅𝑥(𝑦) çekirdek 

fonksiyonu kolaylıkla bulunabilir. 

3.2. 𝑾𝟐
𝟑[𝟎, 𝑿] Uzayında Yaklaşık Çözümün Oluşturulması 

Burada ilk önce  𝑊2
3[0, 𝑋] Hilbert uzayında yaklaşık çözümün oluşturulması için 

Bagley-Torvik denklemine ait lineer operatör seçilecektir. Daha sonra çekirdek 

fonksiyon ve lineer operatör yardımıyla 𝑊2
3[0, 𝑋] uzayının ortonormal bazı elde 

edilecek ve denklemin yaklaşık çözümü oluşturulacaktır. 

𝐿 lineer operatörünü,   

 𝐿:𝑊2
3[0, 𝑋] → 𝑊2

1[0, 𝑋]                                                                                                      (3.13)  
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şeklinde seçelim. 

𝐿𝑢(𝑥) = 𝑎0𝐷
2𝑢(𝑥) + 𝑎1𝐷

3
2𝑢(𝑥) + 𝑎2𝑢(𝑥).                                                                    (3.14)  

Sınır şartlarının homojenleştirilmesinden sonra Bagley-Torvik denklemi 

𝐿𝑢(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑋],                                                                                                     (3.15) 

𝑢(0) = 0, 𝑢(𝑋) = 0 

haline gelir. Burada 𝑔(𝑥), sınır şartları homojenleştirildikten sonra elde edilen homojen 

olmayan terimleri göstermektedir. 

𝜑𝑖(𝑥) = 𝐾𝑥𝑖(𝑥)                                                                                                                       (3.16)  

ve 

𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝜑𝑖(𝑥)                                                                                                                     (3.17) 

fonksiyonları tanımlanıp, 𝐿 lineer operatörünün adjointi 𝐿∗ operatörüdür.  {𝜓𝑖(𝑥)}𝑖=1
∞  

ifadesini Gram-Schmidt ortogonalizasyon sürecinde kullanarak 

𝜓𝑖(𝑥) = ∑ 𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥)
𝑖
𝑘=1                         (𝛽𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,3… )                                      (3.18)  

eşitliğini sağlayan 𝑊2
3[0, 𝑋] uzayının {𝜓𝑖(𝑥)}𝑖=1

∞  ortonormal sistemi elde edilir. 𝛽𝑖𝑘 

ortogonalizasyon katsayısıdır. 

Teorem 3.3. 𝐿 operatörü sınırlı bir lineer operatördür.  

İspat. 𝐴 > 0  sabit sayı olmak üzere 

‖𝐿𝑢‖𝑊21[0,𝑋]
2 ≤ 𝐴‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋]

2   

olduğu gösterilir. 

𝑊2
1[0, 𝑋] uzayındaki iç çarpım ve norm tanımından yararlanarak 
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 ‖𝐿𝑢‖𝑊21[0,𝑋]
2 = 〈𝐿𝑢, 𝐿𝑢〉𝑊21[0,𝑋] = ∫ [𝐿𝑢(𝑥)]

2 + [𝐿𝑢′(𝑥)]2𝑑𝑥
𝑋

0
 

yazılır. Çekirdek doğurma özelliği sayesinde  

𝑢(𝑥) = 〈𝑢(𝑦), 𝑅𝑦(𝑥)〉𝑊23[0,𝑋]  

ve 

𝐿𝑢(𝑥) = 〈𝑢(𝑦), 𝐿𝑅𝑦(𝑥)〉𝑊23[0,𝑋] 

ifadeleri elde edilir. Böylece 

𝐴1 > 0 sabit sayı olmak üzere  

|𝐿𝑢(𝑥)| ≤ ‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋]‖𝐿𝑅𝑦‖𝑊23[0,𝑋]
= 𝐴1‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋]  

yazılır. Dolayısıyla  

∫ [(𝐿𝑢)(𝑥)]2𝑑𝑥 ≤ 𝑋𝐴1
2‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋]

2𝑋

0
  

ifade edilir. 𝐴2 > 0 sabit sayı olmak üzere 

[(𝐿𝑢)′(𝑥)]2 ≤ 〈𝑢(𝑦), (𝐿𝑅𝑦)′(𝑥)〉𝑊23[0,𝑋]  

ve  

|(𝐿𝑢)′(𝑥)| ≤ ‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋]‖(𝐿𝑅𝑦)′‖𝑊23[0,𝑋]
= 𝐴2‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋]  

olduğu için  

[(𝐿𝑢)′(𝑥)]2 ≤ 𝐴2
2‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋]

2   

ve  

∫ [(𝐿𝑢)′(𝑥)]2𝑑𝑥 ≤ 𝑋𝐴2
2‖𝑢‖𝑊23[0,𝑋]

2𝑋

0
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ifadeleri elde edilir. 

Buradan 𝐴 = (𝐴1
2 + 𝐴2

2) > 0 olduğu için 

‖𝐿𝑢‖2𝑊21[0,𝑋] ≤ ∫
[(𝐿𝑢)(𝑥)]2 + [(𝐿𝑢)′(𝑥)]2𝑑𝑥 ≤ 𝑋(
𝑋

0
𝐴1
2 + 𝐴2

2)‖𝑢‖2𝑊23[0,𝑋] =

𝐴‖𝑢‖2𝑊23[0,𝑋]  

elde edilir. Bu durum ispatı tamamlar. □ 

Teorem 3.4. {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  kümesi [0, 𝑋] aralığında yoğun ve 𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿𝑦𝑅𝑥(𝑦)|𝑦=𝑥𝑖

 olsun. O 

zaman {𝜓𝑖(𝑥)}𝑖=1
∞  dizisi 𝑊2

3[0, 𝑋] uzayının tam sistemidir.  

İspat. 𝜓𝑖(𝑥) = (𝐿
∗𝜑𝑖)(𝑥) = 〈(𝐿

∗𝜑𝑖)(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉 = 〈𝜑𝑖(𝑦), 𝐿𝑦𝑅𝑥(𝑦)〉 = 𝐿𝑦𝑅𝑥(𝑦)|𝑦=𝑥𝑖
 

yazılabildiği için 𝜓𝑖(𝑥) ∈ 𝑊2
3[0, 𝑋]  olduğu açıktır. Her bir sabit 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊2

3[0, 𝑋]  için  

〈𝑢(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 = 0,   𝑖 = 1,2, …  

ifadesi gerçekleşirse  

〈𝑢(𝑥), 𝐿∗𝜑𝑖(𝑥)〉 = 〈𝐿𝑢(. ), 𝜑𝑖(. )〉 = (𝐿𝑢)(𝑥𝑖) = 0  

elde edilir. 

{𝑥𝑖}𝑖=1
∞  ifadesi [0, 𝑋] aralığında yoğun olduğundan dolayı 

(𝐿𝑢)(𝑥) = 0  

yazılabilir. 𝐿−1 ters operatörün varlığından 𝑢 ≡ 0 sonucuna ulaşılır. Böylece ispat 

tamamlanır. □ 

Teorem 3.5. Eğer {𝑥𝑖}𝑖=1
∞ , [0, 𝑋]’de yoğun ise (3.1) denkleminin çözümü  

𝑢(𝑥) = ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘𝑔(𝑥𝑘)
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1 �̅�𝑖(𝑥)                                                                                     (3.19)  

şeklinde ifade edilir. 
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İspat. Teorem 3.4.’den yararlanarak {�̅�𝑖(𝑥)}𝑖=1
∞  ifadesi 𝑊2

3[0, 𝑋] uzayının ortonormal 

sistemidir. Buradan   

𝑢(𝑥) = ∑ 〈𝑢(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉𝑊23[0,𝑋]�̅�𝑖(𝑥)
∞
𝑖=1   

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘〈𝑢(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉𝑊23[0,𝑋]
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1 �̅�𝑖(𝑥)  

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘〈𝑢(𝑥), 𝐿
∗𝜑𝑘(𝑥)〉𝑊23[0,𝑋]�̅�𝑖(𝑥)

𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1   

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘〈𝐿𝑢(𝑥), 𝜑𝑘(𝑥)〉𝑊21[0,𝑋]�̅�𝑖(𝑥)
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1   

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘〈𝑔(𝑥), 𝐾𝑥𝑘(𝑥)〉𝑊21[0,𝑋]�̅�𝑖(𝑥)
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1   

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘𝑔(𝑥𝑘)�̅�𝑖(𝑥)
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1   

ifadesi elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanır. □ 

Yaklaşık çözüm ise  

𝑢𝑛(𝑥) = ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘𝑔(𝑥𝑘)�̅�𝑖(𝑥)
𝑖
𝑘=1

𝑛
𝑖=1                                                                                    (3.20)  

şeklinde 𝑢(𝑥) serisinde sonlu terimler alınarak elde edilir. 

Teorem 3.6. Eğer 𝑢(𝑥) ∈ 𝑊2
3[0, 𝑋] ise o zaman öyle bir 𝐹 > 0 vardır ki 

‖𝑢(𝑖)(𝑥)‖
𝐶[0,𝑋]

≤ 𝐹‖𝑢(𝑥)‖𝑊23[0,𝑋], 𝑖 = 0,1,2. Burada ‖𝑢(𝑥)‖𝐶[0,𝑋] = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈[0,𝑋]|𝑢(𝑥)| 

dır. 

İspat. Her 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝑋] için 𝑢(𝑖)(𝑥) = 〈𝑢(𝑦), 𝜕𝑥
𝑖𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,𝑋], 𝑖 = 0,1,2 eşitlikleri 

yazılır. 𝑅𝑥(𝑦) çekirdek fonksiyonu sayesinde ‖𝜕𝑥
𝑖𝑅𝑥(𝑦)‖𝑊23[0,𝑋]

≤ 𝐹𝑖,    𝑖 = 0,1,2 

sonucuna ulaşılır. Böylece  

|𝑢(𝑖)(𝑥)| = |〈𝑢(𝑥), 𝜕𝑥
𝑖𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,𝑋]| ≤ ‖𝑢(𝑥)‖𝑊23[0,𝑋]‖𝜕𝑥

𝑖𝑅𝑥(𝑦)‖𝑊23[0,𝑋]
 

                                                                    ≤ 𝐹𝑖‖𝑢(𝑥)‖𝑊23[0,𝑋], 𝑖 = 0,1,2.     



32 

 

Dolayısıyla  

 ‖𝑢(𝑖)(𝑥)‖
𝐶[0,𝑋]

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝐹0, 𝐹1, 𝐹2}‖𝑢(𝑥)‖𝑊23[0,𝑋],    𝑖 = 0,1,2. 

Bu durumda ispat tamamlanmış olur. □ 

Teorem 3.7. 𝑢𝑛(𝑥) ve onun 𝑢𝑛′(𝑥) ve 𝑢𝑛′′(𝑥)’nin yaklaşık çözümleri [0, 𝑋] aralığında 

düzgün yakınsaktır. 

İspat. Teorem 3.6.’den yararlanılarak her 𝑥 ∈ [0, 𝑋] için  

|𝑢𝑛
(𝑖)(𝑥) − 𝑢(𝑖)(𝑥)| = |〈𝑢𝑛(𝑥) − 𝑢(𝑥), 𝜕𝑥

𝑖𝑅𝑥(𝑥)〉𝑊23[0,𝑋]|                                                           

≤ ‖𝜕𝑥
𝑖𝑅𝑥(𝑥)‖𝑊23[0,𝑋]

‖𝑢𝑛(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖𝑊23[0,𝑋]  

≤ 𝐹𝑖‖𝑢𝑛(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖𝑊23[0,𝑋], 𝑖 = 0,1,2.                           

eşitliği elde edilir ve buradaki 𝐹0, 𝐹1ve 𝐹2 pozitif sabitlerdir. Dolayısıyla eğer 𝑛 → ∞ 

𝑊2
3[0, 𝑋]’in normu anlamında 𝑢𝑛(𝑥) → 𝑢(𝑥) ise 𝑢𝑛(𝑥) ve onun 𝑢𝑛′(𝑥) ve 𝑢𝑛′′(𝑥) 

türevleri sırasıyla 𝑢(𝑥) tam çözümüne ve tam çözümün 𝑢′(𝑥) ve 𝑢′′(𝑥) türevlerine 

düzgün yakınsar. □  

Legendre doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodunda ise shifted Legendre polinomları 

kullanılarak, klasik yönteme göre farklı bir iç çarpım tanımlanır. Bu durum üzerinde 

çalışılan Hilbert uzayındaki çekirdek fonksiyonunu değiştirmektedir. Klasik yöntemde 

çekirdek değişmezken L-RKM de çekirdek değişebilir. K-RKM de sonsuz boyutlu 

Hilbert uzayında çalışılırken L-RKM de ise sonlu boyutlu Hilbert uzayında çalışılır. 

Ayrıca L-RKM de klasik yöntemde olduğu gibi yoğun kümeye ihtiyaç duyulmayıp 

çalışılan aralıkta farklı noktaların kullanımının yeterli olduğu görülür. Bu nedenle L-

RKM, K-RKM den farklıdır. 

3.3. Baz Fonksiyon ve Legendre Doğuran Çekirdek 

Bu alt bölümde (3.1), (3.2) problemi 𝑋 = 1 olacak şekilde göz önüne alınacaktır. Daha 

sonra [0,1] aralığının [0, 𝑋] aralığına nasıl genişletileceği detaylı olarak verilecektir. 
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Birinci tip shifted Legendre polinomları, [0,1] aralığında 𝜌[0,1](𝑥) = 1 ağırlık 

fonksiyonuna göre aşağıda verilen ortogonallik şartını sağlamaktadır. 

〈𝑃𝑛(𝑥), 𝑃𝑚(𝑥)〉 = ∫𝜌[0,1](𝑥)𝑃𝑛(𝑥)𝑃𝑚(𝑥)𝑑𝑥

1

0

 

                           = {

0,                                       𝑛 ≠ 𝑚,
1,                              𝑛 = 𝑚 = 0,
1

2𝑛 + 1
,                  𝑛 = 𝑚 ≠ 0,

                                                         (3.21) 

Bu sayede shifted Legendre polinomlarının iteratif süreci  

𝑃0(𝑥) = 1, 

𝑃1(𝑥) = 2𝑥 − 1, 

⋮                                                                                                                                                   (3.22)   

(𝑛 + 1)𝑃𝑛+1(𝑥) = (2𝑛 + 1)(2𝑥 − 1)𝑃𝑛(𝑥) − 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥), 𝑛 = 1,2, …. 

şeklinde ifade edilir. 

𝑢(0) = 0 ve 𝑢(1) = 0 homojen sınır koşullarını sağlayan Legendre baz fonksiyonu 

aşağıdaki gibi tanımlanır 

𝜑𝑖(𝑥) = {
𝑃𝑖(𝑥) − 𝑃0(𝑥), 𝑖 çift ise,

𝑃𝑖(𝑥) − 𝑃1(𝑥),         𝑖 tek ise,
  𝑖 ≥ 2.                                                                (3.23) 

Yani baz fonksiyonu aşağıda verilen sınır şartlarına sağlar 

𝜑𝑖(0) = 𝜑𝑖(1) = 0.                                                                                                               (3.24) 

3.4. Legendre Doğuran Çekirdek Yaklaşımı 

Teorem 3.8. H, 𝑛 boyutlu bir Hilbert uzayı olsun. {𝑒𝑖}𝑖=1
𝑛  H’ın ortonormal bir bazıdır. 

H’ın çekirdek fonksiyonu  
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𝐾𝑦(𝑥) =∑𝑒𝑖(𝑥)𝑒𝑖(𝑦)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑛

𝑖=1

                                                                                                       (3.25) 

şeklindedir [48].  

Tanım 3.3. 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı derecesi 𝑚’ye eşit ya da 𝑚’den küçük reel katsayılı [0,1] 

üzerinde tanımlı polinomların ağırlıklı iç çarpım uzayı olsun, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] için iç 

çarpım ve norm sırasıyla  

〈𝑢, 𝑣〉𝑃𝜌𝑚 = ∫𝜌[0,1](𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

1

0

                                                                                   (3.26) 

‖𝑢‖𝑃𝜌𝑚 = √〈𝑢, 𝑢〉𝑃𝜌𝑚                                                                                                               (3.27) 

şeklindedir.  

Her bir sabit 𝑚 için  

𝐿𝜌
2 [0,1] = {𝑓| ∫𝜌[0,1](𝑥)|𝑓(𝑥)|

2𝑑𝑥 < ∞

1

0

}                                                                     (3.28) 

tanımına göre 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı 𝐿𝜌

2 [0,1] uzayının alt uzayıdır ve ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] için 

〈𝑢, 𝑣〉𝑃𝜌𝑚 = 〈𝑢, 𝑣〉𝐿𝜌2                                                                                                                  (3.29) 

eşitliği yazılabilir [52]. 

Teorem 3.9. 𝑃𝜌
𝑚[0,1] fonksiyon uzayı kendi üzerinde tanımlanan iç çarpımı ve normu 

ile bir RKHS dir. 

İspat. Tanım 3.3.’ten 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı sonlu boyutlu bir iç çarpım uzayıdır. Her sonlu 

boyutlu iç çarpım uzayı Hilbert uzayıdır. Bu sonuçtan ve Teorem 3.8.’den 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 

uzayı bir RKHS dir.□ 
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Sınır değer probleminin çözümü için homojen sınır koşullarını sağlayan 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 

uzayının kapalı bir alt uzayını tanımlamak gerekir.  

Tanım 3.4. 

𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0 = {𝑢|𝑢 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1], 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0}                                                            (3.30) 

olsun. Denklem (3.23) kullanılarak 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  fonksiyon uzayının bir RKHS olduğu 

kolayca gösterilir. Teorem 3.9.’dan yararlanarak 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0 ’in 𝐾𝑦
𝑚(𝑥) çekirdek 

fonksiyonu  

𝐾𝑦
𝑚(𝑥) =∑ℎ𝑖(𝑥)

𝑚

𝑖=2

ℎ𝑖(𝑦)                                                                                                     (3.31) 

şeklinde yazılabilir [34,52]. 

Buradaki ℎ𝑖(𝑥), Gram-Schmidt kullanılarak (3.23) denkleminden türetilen tam 

ortonormal sistemdir. (3.31) denklemi uygulama için oldukça elverişlidir. Yani 𝐾𝑦
𝑚(𝑥) 

çekirdek fonksiyonu ve 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı artan 𝑚 değerleri için kolayca yeniden 

hesaplanabilir. 

3.5. Legendre Doğuran Çekirdek Metodu (L-RKM) 

3.5.1. 𝑷𝝆
𝒎[𝟎, 𝟏]𝟎

𝟎  Uzayında tam çözümün temsili 

Bu alt bölümde Bagley-Torvik denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  uzayında yaklaşık çözümünü elde 

etmek için Legendre doğuran çekirdek metodu kullanılacaktır. İlk önce 𝐿 lineer 

operatörü  

𝐿: 𝑃𝜌
𝑚[0,1] → 𝐿𝜌

2 [0,1]0
0  

𝐿𝑢(𝑥) = 𝐷2𝑢(𝑥) + 𝐷
3
20

𝑐 𝑢(𝑥) + 𝑢(𝑥)                                                                                (3.32) 

şeklinde seçilir. Buradan (3.1) denklemi aşağıdaki gibi yazılabilir 
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{
𝐿𝑢 = 𝑔(𝑥),

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0.
                                                                                                                 (3.33) 

Burada 𝑔(𝑥) sınır şartlarını homoşenleştirdikten sonra elde edilen homojen olmayan 

fonksiyon ifadesidir. Yukarıdaki bölümlerde 𝐿 nin sınırlı bir lineer operatör olduğu 

gösterildi. (3.33) denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0   uzayında yaklaşık çözümünün oluşturulması 

için bu uzayın polinom bazlı 𝐾𝑦
𝑚(𝑥) doğuran çekirdek fonksiyonu bulunmalıdır. 

Teorem 3.10. Denklem (3.1) için, eğer  {𝑥𝑖}𝑖=0
𝑚−2 ifadesi (0,1) aralığında (𝑚 − 1) tane 

farklı nokta ise o zaman 𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 𝐿𝑦𝐾𝑦
𝑚(𝑥)|

𝑦=𝑥𝑖
yazılır. 

İspat. Herhangi sabit 𝑥𝑖 ∈ (0,1) için  

𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 〈𝐿∗𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥), 𝐾𝑥

𝑚(𝑦)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0  

              = 〈𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥), 𝐿𝑦𝐾𝑥

𝑚(𝑦)〉𝐿𝜌2 = 𝐿𝑦𝐾𝑥
𝑚(𝑦)|

𝑦=𝑥𝑖.
                                                        (3.34) 

Tanım 3.4’ten yararlanarak 𝐾𝑥
𝑚(𝑦) = 𝐾𝑦

𝑚(𝑥) eşitliği yazılabilir. Bu nedenle  

𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 𝐿𝑦𝐾𝑦
𝑚(𝑥)|

𝑦=𝑥𝑖
                                                                                  (3.35) 

ifadesi yazılır. Burada 𝐿∗, 𝐿’nin adjointidir ve 𝐿’nin 𝑦 alt indisi 𝐿 operatörünün 𝑦 

fonksiyonuna uygulandığını gösterir. Her sabit 𝑚 ve 𝑥𝑖 ∈ (0,1) için 𝜓𝑖 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  

olur. □ 

Teorem 3.11. 𝑚 ≥ 2 için, eğer {𝑥𝑖}𝑖=0
𝑚−2 kümesi (0,1) aralığında 𝑚− 1 farklı noktadan 

oluşursa {𝜓𝑖}𝑖=0
𝑚−2,  𝑃𝜌

𝑚[0,1]0
0  uzayın tam sistemidir. 

İspat. Her sabit 𝑦 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  için 

〈𝑦(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚0
0 = 0,   𝑖 = 0,1, … ,𝑚 − 2 

olsun. Bunun anlamı 𝑖 = 0,1, … ,𝑚 − 2 için  

〈𝑦(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚0
0 = 〈𝑦(𝑥), 𝐿∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚0
0  
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                                     = 〈𝐿𝑦(𝑥), 𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2  

                                     = 𝐿𝑦(𝑥𝑖) = 0. 

𝐿−1 ters operatörün varlığından 𝑦 ≡ 0 olduğu sonucuna varılır. Bu nedenle {𝜓𝑖}𝑖=0
𝑚−2, 

𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  uzayın tam sistemidir. Bu ise ispatı tamamlar. □ 

Teorem 3.11 sayesinde L-RKM de sonlu farklı noktanın kullanımının yeterli olduğunu 

ve yoğun bir diziye ihtiyaç duyulmadığını gösterir. Bu nedenle L-RKM, K-RKM den 

farklıdır.  

𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  uzayının {𝜓
𝑖
}
𝑖=0

𝑚−2
 ortonormal sistemi, {𝜓𝑖}𝑖=0

𝑚−2ifadesini Gram-Schmidt 

ortogonalizasyon sürecinde kullanarak aşağıda belirtilen şekilde  

𝜓
𝑖
(𝑥) = ∑𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥)           (𝛽𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,3… )                                                       (3.36)

𝑖

𝑘=0

 

elde edilir. Buradaki 𝛽𝑖𝑘 ortogonalizasyon katsayılarıdır. 

Teorem 3.12. 𝑢𝑚 (3.1) denkleminin tam çözümü olsun ve {𝑥𝑖}𝑖=0
𝑚−2 ifadesi (0,1) 

aralığında 𝑚 − 1 farklı noktadan oluşsun. Yaklaşık çözüm 

𝑢𝑚(𝑥) = ∑∑𝛽𝑖𝑘𝑔(𝑥𝑘)𝜓𝑖(𝑥)                                                                                       (3.37)

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

 

şeklindedir. 

İspat. 𝑢𝑚 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  olduğu için Teorem 3.11.’den yararlanarak  

𝑢𝑚(𝑥) = ∑〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥)

𝑚−2

𝑖=0

 

yazılabilir. Ayrıca (3.33) denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  uzayında tam çözümü olan 𝑢𝑚(𝑥), 

(3.34) ve (3.36) denklemleri kullanılarak aşağıdaki gibi elde edilir. 
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𝑢𝑚(𝑥) = ∑〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥)

𝑚−2

𝑖=0

 

             = ∑ 〈𝑢𝑚(𝑥),∑𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥) 

𝑖

𝑘=0

〉 𝑃𝜌𝑚0
0 𝜓

𝑖
(𝑥)

𝑚−2

𝑖=0

 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚0
0 𝜓

𝑖
(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑢𝑚(𝑥), 𝐿
∗𝐾𝑥𝑘

𝑚(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚0
0 𝜓

𝑖
(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝐿𝑢𝑚(𝑥), 𝐾𝑥𝑘
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2𝜓𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑔(𝑥), 𝐾𝑥𝑘
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2𝜓𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

𝑔(𝑥𝑘)𝜓𝑖(𝑥). 

Bu ise ispatı tamamlar. □ 

Teorem 3.13. Eğer 𝑢𝑚(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  ise 𝑟 = 0,1, … ,𝑚 − 1 için |𝑢𝑚
(𝑟)
(𝑥)| ≤

𝐹‖𝑢𝑚‖ 𝑃𝜌
𝑚

0
0  yazılır. Burada 𝐹 bir sabittir. 

İspat. Her 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1]için  

𝑢𝑚
(𝑟)(𝑥) = 〈𝑢𝑚(𝑦), 𝜕𝑥

𝑟𝐾𝑥(𝑦)〉 𝑃𝜌𝑚0
0 ,    𝑟 = 0,1, … ,𝑚 − 1  

yazıbilir. 𝐾𝑥(𝑦) ifadesiyle ‖𝜕𝑥
𝑟𝐾𝑥(𝑦)‖ 𝑃𝜌

𝑚
0
0 ≤ 𝐹𝑟 eşitsizliği yazılır. 

Böylece; 
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|𝑢𝑚
(𝑟)(𝑥)| = |〈𝑢(𝑥), 𝜕𝑥

𝑟𝐾𝑥(𝑦)〉 𝑃𝜌𝑚0
0 | 

                  ≤ ‖𝑢𝑚(𝑥)‖ 𝑃𝜌
𝑚

0
0 [𝑎,𝑏]‖𝜕𝑥

𝑟𝐾𝑥(𝑦)‖ 𝑃𝜌
𝑚

0
0  

                  ≤ 𝐹𝑟‖𝑢𝑚(𝑥)‖ 𝑃𝜌
𝑚

0
0 ,       𝑟 = 0,1, … ,𝑚 − 1 

olur. Dolayısıyla 

 |𝑢𝑚
(𝑟)(𝑥)| ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝐹0, … , 𝐹𝑚−1}‖𝑢𝑚(𝑥)‖ 𝑃𝜌

𝑚
0
0 ,    𝑟 = 0,1, … ,𝑚 − 1 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. □ 

Teorem 3.14. 𝑢𝑚(𝑥) yaklaşık çözümü ve onun 𝑢𝑚
(𝑟)(𝑥) türevleri sırasıyla 𝑢(𝑥) ve 

𝑢(𝑟)(𝑥)  (𝑟 = 0,1, … ,𝑚 − 1) ifadelerine düzgün yakınsar. 

İspat. Herhangi 𝑥 ∈ [0,1] için, Teorem 3.13’ten  

|𝑢𝑚
(𝑟)
− 𝑢(𝑟)(𝑥)| = |〈𝑢𝑚(𝑥) − 𝑢(𝑥), 𝜕𝑥

𝑟𝐾𝑥(𝑦)〉| 𝑃𝜌𝑚0
0  

                              ≤ ‖𝜕𝑥
𝑟𝐾𝑥(𝑦)‖ 𝑃𝜌

𝑚
0
0 ‖𝑢𝑚(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖ 𝑃𝜌

𝑚
0
0  

                              ≤ 𝐹𝑟‖𝑢𝑚(𝑥) − 𝑢(𝑥)‖ 𝑃𝜌
𝑚

0
0 ,   𝑟 = 0,1, … ,𝑚 − 1  

olur. Burada 𝐹0, 𝐹1, … , 𝐹𝑚−1 pozitif sabitlerdir. Bu nedenle, eğer 𝑚 → ∞ iken 𝑃𝜌
𝑚

0
0  nin 

normuna göre 𝑢𝑚(𝑥) → 𝑢(𝑥) ise 𝑢𝑚(𝑥) yaklaşık çözümü ve türevleri 

(𝑢′𝑚(𝑥), … , 𝑢𝑚
(𝑚−1)(𝑥)), 𝑢(𝑥) ve onun türevlerine (𝑢′(𝑥),… , 𝑢(𝑚−1)(𝑥)) sırasıyla 

düzgün yakınsar. □ 

Örnek 3.1. 

𝐷2𝑢(𝑥) + 𝐷
3
20

𝑐 𝑢(𝑥) + 𝑢(𝑥) = 𝑥3 + 5𝑥 +
8𝑥

3
2

√𝜋
,     𝑥 ∈ [0,1] 

Kesirli Bagley-Torvik denkleminin sınır değer şartları 
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𝑢(0) = 0, 𝑢(1) = 0 

ve tam çözümü  

𝑢(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 

dir [63]. Denklemin  K-RKM ile çözümü için 𝑥𝑖 =
𝑖

𝑚
, 𝑖 = 0,1,2, … ,𝑚 olarak alındı. 

Tablo 3.1.’de 𝑚 = 10 için tam çözüm, yaklaşık çözüm ve mutlak hata tablosu yapıldı. 

Tablo 3.2.’de 𝑚 = 20, 𝑚 = 30,   𝑚 = 40 için yaklaşık çözüm ile tam çözüm 

karşılaştırması yapıldı. Şekil 3.1.’de 𝑚 = 10 için yaklaşık çözüm ile tam çözümün 

karşılaştırma grafiği ile mutlak hata grafiği verildi. 

Tablo 3.1. Örnek 3.1.’de K-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 10 için hesaplanan yaklaşık 

çözüm, tam çözüm ve mutlak hata değerleri 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 Yaklaşık Çözüm Tam Çözüm Mutlak Hata 

𝟎. 𝟏 −0.0989868460 −0.0990000000 0.0000131539 

𝟎. 𝟐 −0.1915262302 −0.1920000000 0.0004737698 

𝟎. 𝟑 −0.2722912952 −0.2730000000 0.0007087048 

𝟎. 𝟒 −0.3351934355 −0.3360000000 0.0008065645 

𝟎. 𝟓 −0.3741958966 −0.3750000000 0.0008041034 

𝟎. 𝟔 −0.3832752650 −0.3840000000 0.0007247350 

𝟎. 𝟕 −0.3564138916 −0.3570000000 0.0005861084 

𝟎. 𝟖 −0.2875962893 −0.2880000000 0.0004037107 

𝟎. 𝟗 −0.1708055194 −0.1710000000 0.0001944806 
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Tablo 3.2. Örnek 3.1.’de K-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 20, 𝑚 = 30, 𝑚 = 40 

değerleri için hesaplanan yaklaşık çözüm ve tam çözüm değerleri  
𝒙 𝒎 = 𝟐𝟎 𝒎 = 𝟑𝟎 𝒎 = 𝟒𝟎 Tam Çözüm 

𝟎. 𝟏 −0.0989088998 −0.0989469375 −0.0989665486 −0.0990000000 

𝟎. 𝟐 −0.1918111422 −0.1919051972 −0.1919434784 −0.1920000000 

𝟎. 𝟑 −0.2727622900 −0.2728847808 −0.2729323527 −0.2730000000 

𝟎. 𝟒 −0.3357464795 −0.3358789934 −0.3359294523 −0.3360000000 

𝟎. 𝟓 −0.3747553952 −0.3748842103 −0.3749327294 −0.3750000000 

𝟎. 𝟔 −0.3837834650 −0.3838979607 −0.3839408414 −0.3840000000 

𝟎. 𝟕 −0.3568263803 −0.3569183506 −0.3569527063 −0.3570000000 

𝟎. 𝟖 −0.2878803687 −0.2879437246 −0.2879674033 −0.2880000000 

𝟎. 𝟗 −0.1709412261 −0.1709721986 −0.1709838612 −0.1710000000 

a) b)  

b)  

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.1. Örnek 3.1.’de K-RKM yöntemi kullanarak a) 𝑚 = 10 için tam çözüm ile 

yaklaşık çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 10 için mutlak hata grafiği 

L-RKM yönteminde kullanılan 𝑚, (0,1) aralığındaki hem nokta hem de baz sayısını 

vermektedir. Bu yöntemde 𝑚 değerinin çok büyük kullanılması çekirdek fonksiyonda 

kullanılan shifted Legendre polinomlarının sayısını artıracağı için çok kullanışlı 

olmamaktadır. Örnek 3.1.’in L-RKM yöntemiyle çözümünde 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 𝑖 =

0,1, … , (𝑚 − 1) olarak alındı. Tablo 3.3.’te 𝑚 = 3 için yaklaşık çözüm, tam çözüm ve 

mutlak hata tablosu yapıldı. Şekil 3.2.’de 𝑚 = 3 için tam çözüm ile yaklaşık çözümün 

karşılaştırma grafiği ile mutlak hata grafiği verildi. 
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Tablo 3.3. Örnek 3.1.’de L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 3 için hesaplanan yaklaşık 

çözüm, tam çözümün ve mutlak hata değerleri  
𝒙  Yaklaşık çözüm Tam çözüm           Mutlak Hata 

0.1 −0.0990000000 −0.0990000000 8.0 × 10−21 

0.2 −0.1920000000 −0.1920000000 1.2 × 10−20 

0.3 −0.2730000000 −0.2730000000 1.0 × 10−20 

0.4 −0.3360000000 −0.3360000000 2.0 × 10−20 

0.5 −0.3749999999 −0.3750000000 1.0 × 10−20 

0.6 −0.3840000000 −0.3840000000 0 

0.7 −0.3570000000 −0.3570000000 2.0 × 10−20 

0.8 −0.2880000000 −0.2880000000 1.0 × 10−20 

0.9 −0.1709999999 −0.1710000000 3.5 × 10−20 

a)                                                                     b)  

 a) 

 

 

 

 

 

Şekil 3.2. Örnek 3.1.’de L-RKM yöntemi kullanarak a) 𝑚 = 3 için tam çözüm ile 

yaklaşık çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 3 için mutlak hata grafiği 

Örnek 3.2. 

𝐷
3
20

𝑐 𝑢(𝑥) + 𝑢(𝑥) = 𝑥4 − 8𝑥 +
64𝑥

5
2

5√𝜋
,     𝑥 ∈ [0,2] 

kesirli Bagley-Torvik denkleminin sınır değer şartları 

𝑢(0) = 0, 𝑢(2) = 0 

ve tam çözümü  
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𝑢(𝑥) = 𝑥4 − 8𝑥 

dir [63]. İncelediğimiz denklemin L-RKM yöntemiyle çözümü için 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 𝑖 =

0,1, … , (2𝑚 − 1) eşitliği kullanıldı. Kullanılan bu eşitlik sayesinde 𝑚 = 4 alındığında 

[0,2] aralığına ait eşit dağılımlı 8 farklı nokta oluşturuldu. Çekirdek fonksiyonun 

oluşması için shifted Legendre polinomlarının [0,1] → [0,2] aralığında uygun dönüşüm 

olması için aşağıda verilen iteratif süreç uygulandı. 

𝑃0(𝑥) = 1, 

𝑃1(𝑥) = 𝑥 − 1, 

⋮ 

𝑃𝑘(𝑥) = (
2𝑘−1

𝑘
) (𝑥 − 1)𝑃𝑘−1(𝑥) − (

𝑘−1

𝑘
)𝑃𝑘−2(𝑥),      𝑘 = 2,… , 𝑛.  

Tablo 3.4.’te 𝑚 = 4 için yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak hata karşılaştırması 

yapıldı. Şekil 3.3.’te 𝑚 = 4 için tam çözüm ile yaklaşık çözümün karşılaştırma grafiği 

ile mutlak hata grafiği verildi. 

Tablo 3.4. Örnek 3.2.’de L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 4 için hesaplanan yaklaşık 

çözüm, tam çözüm ve mutlak hata değerleri 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 Yaklaşık Çözüm Tam Çözüm Mutlak Hata 

𝟎. 𝟐 −1.5984000000 −1.5984000000 1.595 × 10−16 

𝟎. 𝟒 −3.1744100000 −3.1744000000 3.016 × 10−16 

𝟎. 𝟔 −4.6704000000 −4.6704000000 4.193 × 10−16 

𝟎. 𝟖 −5.9904000000 −5.9904000000 5.726 × 10−16 

𝟏. 𝟎 −7.0000000000 −7.0000000000 5.957 × 10−16 

𝟏. 𝟐 −7.5264000000 −7.5264000000 6.139 × 10−16 

𝟏. 𝟒 −7.3584000000 −7.3584000000 5.517 × 10−16 

𝟏. 𝟔 −6.2464000000 −6.2464000000 6.193 × 10−16 

𝟏. 𝟖 −3.9024000000 −3.9024000000 3.422 × 10−16 
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a)                                                         b) 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.3. Örnek 3.2.’de L-RKM yöntemi kullanarak a) 𝑚 = 4 için tam çözüm ile 

yaklaşık çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 4 ve için mutlak hata 

grafiği 

Örnek 3.3. 

𝐷
3
20

𝑐 𝑢(𝑥) + 𝑢(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 +
4𝑥

1
2

√𝜋
,     𝑥 ∈ [0,4] 

denkleminin sınır değer şartları 

𝑢(0) = 0, 𝑢(4) = 0 

ve tam çözümü  

𝑢(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 

dir [63]. Alınan  denklemin [0,4] genişletilmiş aralığında  L-RKM yöntemiyle çözümü 

için 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 𝑖 = 0,1, … , (4𝑚 − 1) eşitliği kullanıldı. Kullanılan bu eşitlik sayesinde 

𝑚 = 4 alındığında, çalışılan aralıkta eşit dağılımlı 16 farklı nokta oluşturuldu. Çekirdek 

fonksiyonun oluşması için shifted Legendre polinomlarının [0,1] → [0,4] aralığında 

uygun dönüşüm olması için aşağıda verilen iteratif süreç uygulandı.  

𝑃0(𝑥) = 1, 
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𝑃1(𝑥) =
𝑥

2
− 1, 

⋮ 

𝑃𝑘(𝑥) = (
2𝑘−1

𝑘
) (

𝑥

2
− 1, )𝑃𝑘−1(𝑥) − (

𝑘−1

𝑘
) 𝑃𝑘−2(𝑥),      𝑘 = 2,… ,𝑚.  

Tablo 3.5.’te 𝑚 = 4 için yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak hata karşılaştırması 

yapıldı. Şekil 3.4. de 𝑚 = 4 içn tam çözüm ile yaklaşık çözümün karşılaştırma grafiği 

ile mutlak hata grafiği verildi. 

Tablo 3.5. Örnek 3.3.’te L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 4 için hesaplanan yaklaşık 

çözüm, tam çözüm ve mutlak hata değerleri 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝒙 
Yaklaşık Çözüm Tam Çözüm Mutlak Hata 

𝟎. 𝟐 −0.7599999999 −0.7600000000 1.732 × 10−17 

𝟎. 𝟒 −1.4399999999 −1.4400000000 3.883 × 10−17 

𝟎. 𝟔 −2.0399999999 −2.0400000000 4.624 × 10−17 

𝟎. 𝟖 −2.5599999999 −2.5600000000 5.980 × 10−17 

𝟏. 𝟎 −2.9999999999 −3.0000000000 7.050 × 10−17 

𝟏. 𝟐 −3.3599999999 −3.3600000000 7.870 × 10−17 

𝟏. 𝟒 −3.6399999999 −3.6400000000 8.190 × 10−17 

𝟏. 𝟔 −3.83999999999 −3.8400000000 7.930 × 10−17 

𝟏. 𝟖 −3.95999999999 −3.9600000000 8.270 × 10−17 

𝟐. 𝟎 −3.99999999999 −4.0000000000 8.100 × 10−17 

𝟐. 𝟐 −3.95999999999 −3.9600000000 6.350 × 10−17 

𝟐. 𝟒 −3.83999999999 −3.8400000000 8.940 × 10−17 

𝟐. 𝟔 −3.63999999999 −3.6400000000 5.510 × 10−17 

𝟐. 𝟖 −3.359999999999 −3.3600000000 4.950 × 10−17 

𝟑. 𝟎 −2.999999999999 −3.0000000000 7.610 × 10−17 

𝟑. 𝟐 −2.559999999999 −2.5600000000 5.460 × 10−17 

𝟑. 𝟒 −2.039999999999 −2.0400000000 3.510 × 10−17 

𝟑. 𝟔 −1.439999999999 −1.4400000000 3.390 × 10−17 

𝟑. 𝟖 −0.760000000000 −0.7600000000 1.950 × 10−17 
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a)                                                          b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.4. Örnek 3.3.’te L-RKM yöntemi kullanarak a) 𝑚 = 4 için tam çözüm ile 

yaklaşık çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 4 ve için mutlak hata 

grafiği 

Bu bölümde ve sonraki tüm bölümlerde tüm tablo sonuçları bilgisayarda 20 basamak 

olarak hesaplanmıştır ve mutlak hata sonuçları buna göre yazılmıştır. Ancak 

tablolardaki yaklaşık çözüm ve tam çözüm sonuçları ise yer genişliğine göre yazılmıştır. 
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4. BÖLÜM 

TROESCH DENKLEMİNİN KLASİK DOĞURAN ÇEKİRDEKLİ HİLBERT 

UZAYI METODU VE LEGENDRE DOĞURAN ÇEKİRDEKLİ HİLBERT 

UZAYI METODU İLE ÇÖZÜMÜ 

Bu bölümde radyasyon basıncı altında bir plazma kolonunun harekenin araştırılmasında 

ve ayrıca gaz gözenekli elektrotlar teorisinde ortaya çıkan lineer olmayan sınır değer 

denklemi olan Troesch problemi ele alınacaktır. Büyük parametreli değerler için 

oldukça hassas olan Troesch denklemi, ilk kez Weibel [64] tarafından tanımlandı ancak 

analitik çözüm Roberts ve Shipmann tarafından Jacobi eliptik fonksiyonu kullanarak 

elde edildi [65]. Birçok araştırmacının dikkatini çeken bu denklemin yaklaşık çözümünü 

elde etmek için farklı yöntemler kullanıldı. Scott, gömme yöntemi (imbedding method)  

kullanarak Troesch denkleminin sayısal çözümünü elde etti [66]. Khuri, modifiye 

edilmiş ayrıştırma metodu sayesinde sonuçlara ulaştı [67]. Feng ve arkadaşları 

değiştirilmiş homotopi pertürbasyon tekniğini kullanırken [68], Chang ve arkadaşları 

lineer olmayan fonksiyonların tek boyutlu diferansiyel dönüşümü üzerine oluşturulan 

yeni bir teknik önerdiler [69]. Troesch denkleminin yaklaşık çözümünü elde etmek için 

kullanılan diğer yöntemler ise Chang, ateşleme yöntemi (shooting method) [70], 

Zarebnia ve Sajjadian, Sinc-Galerkin yöntemini [71], Vazquez-Leal ve arkadaşları, 

homotopi pertürbasyon yöntemi [72], Khuri ve Sayfy, B-spline yöntemi [73], Doha ve 

arkadaşları, Jakobi kolakasyon yöntemi [74], Temimi, süreksiz Galerkin (Discontinuous 

Galerkin method) yöntemi [75], Chang, varyasyon iterasyon yöntemi [76], Inc ve Akgül 

ise klasik doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodunu kullandılar [77].  

Kesir mertebeli türev içeren lineer olmayan Troesch denkleminin sınır değer problemi, 

Caputo türev tanımı kullanılarak klasik doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodu (K-

RKM) ile Legendre doğuran çekirdekli Hilbert uzayı (L-RKM) metodu kullanılarak 

yaklaşık çözümleri elde edilerek karşılaştırılacaktır. 

Ele alınan Troesch denklemi 

𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑢(𝑥) = 𝛾 sinh(𝛾𝑢(𝑥)),          0 < 𝑥 < 1,         1 < 𝛼 ≤ 2                                         (4.1) 

ve sınır koşulları  
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𝑢(0) = 0 ve 𝑢(1) = 1                                                                                                             (4.2) 

şeklinde ifade edilir [67]. Burada 𝛾 sabit bir sayıdır. 

Bu problemin kapalı form çözümü, Roberts ve Shipmann tarafından Jacobian eliptik 

fonksiyonu kullanılarak  

𝑢(𝑥) =
2

𝛾
𝑠𝑖𝑛ℎ−1 {

𝑢′(0)

2
𝑠𝑐[𝛾𝑥|𝑘]}                                                                                      (4.3) 

tam çözümünü elde etmişlerdir. Buradaki 𝑢(𝑥)’in 𝑥 = 0 noktasındaki türevi 

 
sinh (

𝛾

2
)

√1−𝑘
= 𝑠𝑐(𝛾|𝑘)                                                                                                                      (4.4)   

denklemin çözümü ile bulunup 𝑘 = 1 −
1

4
𝑢′(0)2 olarak ifade edilir. Jacobian eliptik 

fonksiyonu  

𝑠𝑐(𝛾|𝑘) =
𝑠𝑖𝑛𝛽

𝑐𝑜𝑠𝛽
                                                                                                                          (4.5)   

şeklinde tanımlanmış olup 𝛽 

 𝛾 = ∫
1

√1−𝑘𝑠𝑖𝑛2𝜃
𝑑𝜃

𝛽

0
                                                                                                                (4.6)  

integrali ile hesaplanır [67]. 

4.1. Doğuran Çekirdekli Hilbert Uzaylar 

Bu bölümde Troesch denklemine ait yaklaşık çözümü bulmak için K-RKM kullanılacak 

olup denkleme ait doğuran çekirdek uzayları ve bu uzaylara ait çekirdek fonksiyonları 

elde edilecektir. Fakat bu işlemlere geçmeden önce kesir mertebeli türev içeren lineer 

olmayan Troesch denkleminin sınır değer probleminin K-RKM ve L-RKM ile yaklaşık 

çözümlerinin elde edilebilmesi için denklemin sınır şartlarının homojenleştirilmesi 

gerekmektedir. Yapılan 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) + 𝑥 dönüşümünden sonra  Troesch denklemi  

𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑣(𝑥) = 𝛾 sinh(𝛾(𝑣(𝑥) + 𝑥)),      0 < 𝑥 < 1,         1 < 𝛼 ≤ 2                                 (4.7) 
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ve sınır koşulları 

𝑣(0) = 0 ve 𝑣(1) = 0                                                                                                              (4.8) 

olacak şekilde elde edilir. 

Tanım 4.1. 𝑊2
1[0,1] Hilbert uzayı aşağıdaki gibi tanımlanır 

𝑊2
1[0,1] = {𝑣(𝑥)|𝑣 fonksiyonu [0,1] aralığında mutlak sürekli ve 𝑣′(𝑥) ∈ 𝐿2[0,1],

𝑥 ∈ [0,1]}. 

𝑊2
1[0,1] uzayına ait iç çarpım 𝑣(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑊2

1[0,1] 

〈𝑣(𝑥), 𝑔(𝑥)〉𝑊2[0,1]
1 = ∫𝑣(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑣′(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥                                                        (4.9)

1

0

 

ve norm ise  

‖𝑣‖𝑊21[0,1] = √〈𝑣, 𝑣〉𝑊21[0,1]                                                                                                  (4.10)  

şeklinde tanımlanır [48]. 

Teorem 4.1. 𝑊2
1[0,1] Hilbert uzayı doğuran çekirdekli Hilbert uzayıdır. Bu uzaya ait 

çekirdek fonksiyonu 𝐾𝑥(𝑦), (4.9) iç çarpımına göre 

𝐾𝑥(𝑦) =

{
 
 

 
 cosh(1 − 𝑥) cosh(𝑦)

sinh(1)
, 𝑦 ≤ 𝑥

cosh(𝑥) cosh(1 − 𝑦)

sinh(1)
, 𝑦 > 𝑥

                                                                         (4.11) 

şeklindedir [48]. 

Tanım 4.2. 𝑊2
3[0,1] Hilbert uzayı aşağıdaki gibi tanımlanır 

𝑊2
3[0,1] = {

𝑣(𝑥)|𝑣(𝑥), 𝑣′(𝑥), 𝑣′′(𝑥) fonksiyonları [0,1] aralığında mutlak sürekli

ve 𝑣′′′(𝑥) ∈ 𝐿2[0,1], 𝑥 ∈ [0,1], 𝑣(0) = 0, 𝑣(1) = 0
} 
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𝑊2
3[0,1] uzayına ait iç çarpım 𝑣(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑊2

3[0,1] 

〈𝑣(𝑥), 𝑔(𝑥)〉𝑊2[0,1]
3 =∑𝑣(𝑖)(0)𝑔(𝑖)(0) +

2

𝑖=0

𝑣(1)𝑔(1) + ∫𝑣′′′(𝑥)𝑔′′′(𝑥)𝑑𝑥             (4.12)

1

0

 

ve norm ise  

‖𝑣‖𝑊23[0,1] = √〈𝑣, 𝑣〉𝑊23[0,1] ,                                                                                                (4.13)  

şeklinde tanımlanır [48]. 

Teorem 4.2. 𝑊2
3[0,1] doğuran çekirdekli bir Hilbert uzayıdır. Her 𝑣(𝑦) ∈ 𝑊2

3[0,1] ve 

her bir sabit 𝑥, 𝑦 ∈ [0,1] için 〈𝑣(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,1] = 𝑣(𝑥) olacak şekilde 𝑅𝑥(𝑦) ∈

𝑊2
3[0,1] çekirdek fonksiyonu vardır. 

𝑅𝑥(𝑦) çekirdek fonksiyonu (4.12) iç çarpımına göre 

𝑅𝑥(𝑦) = {
∑ 𝑐𝑖(𝑥)𝑦

𝑖−1,      𝑦 ≤ 𝑥6
𝑖=1

∑ 𝑑𝑖(𝑥)𝑦
𝑖−1,      𝑥 < 𝑦6

𝑖=1

                                                                                  (4.14)  

şeklinde ifade edilir. Buradaki 𝑐𝑖(𝑥) ve 𝑑𝑖(𝑥) ifadeleri aşağıdaki gibidir. 

𝑐1(𝑥) = 0,  

𝑐2(𝑥) = −
1

156
𝑥5 +

5

156
𝑥4 −

5

78
𝑥3 −

5

26
𝑥2 +

3

13
𝑥,  

𝑐3(𝑥) = −
1

624
𝑥5 +

5

624
𝑥4 +−

5

312
𝑥3 +

21

104
𝑥2 −

5

26
𝑥,  

𝑐4(𝑥) = −
1

1872
𝑥5 +

5

1872
𝑥4 −

5

936
𝑥3 +

7

104
𝑥2 −

5

78
𝑥,  

𝑐5(𝑥) =
1

3744
𝑥5 −

5

3744
𝑥4 +

5

1872
𝑥3 +

5

624
𝑥2 −

1

104
𝑥,  

𝑐6(𝑥) = −
1

18720
𝑥5 +

1

3744
𝑥4 −

1

1872
𝑥3 −

1

624
𝑥2 −

1

156
𝑥 +

1

120
 , 
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𝑑1(𝑥) =
1

120
𝑥5,  

𝑑2(𝑥) = −
1

156
𝑥5 −

1

104
𝑥4 −

5

78
𝑥3 −

5

26
𝑥2 +

3

13
𝑥,  

𝑑3(𝑥) = −
1

624
𝑥5 +

5

624
𝑥4 +

7

104
𝑥3 +

21

104
𝑥2 −

5

26
𝑥,  

𝑑4(𝑥) = −
1

1872
𝑥5 +

5

1872
𝑥4 −

5

936
𝑥3 −

5

312
𝑥2 −

5

78
𝑥  

𝑑5(𝑥) = +
1

3744
𝑥5 −

5

3744
𝑥4 +

5

1872
𝑥3 +

5

624
𝑥2 +

5

156
𝑥,  

𝑑6(𝑥) = −
1

18720
𝑥5 +

1

3744
𝑥4 −

1

1872
𝑥3 −

1

624
𝑥2 −

1

156
𝑥.  

İspat. 𝑊2
3[0,1] uzayının iç çarpımından  

〈𝑣(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,1]

= 𝑣(0). 𝑅𝑥(0) + 𝑣′(0). 𝑅𝑥′(0) + 𝑣(1)𝑅𝑥(1)

+ ∫𝑣′′′(𝑦). 𝑅𝑥
′′′(𝑦)𝑑𝑦                                                                                                           (4.15)

1

0

 

iafedsi yazılabilir.(4.15) eşitliğinin sağ tarafındaki integral ifadesinde kısmi integraller 

uygulanarak  

〈𝑣(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,1]

= 𝑣(0). 𝑅𝑥(0) + 𝑣
′(0). 𝑅𝑥

′ (0) + 𝑣(1). 𝑅𝑥(1) + 𝑣
′′(1). 𝑅𝑥

′′′(1) − 𝑣′′(0). 𝑅𝑥
′′′(0)

− 𝑣′(1). 𝑅𝑥
(4)(1) + 𝑣′(0). 𝑅𝑥

(4)(0)

+ ∫𝑣′(𝑦). 𝑅𝑥
(5)(𝑦)𝑑𝑦

1

0

                                                                                                           (4.16) 

elde edilir.  

〈𝑣(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉𝑊23[0,1] = 𝑣(𝑥)                                                                                                (4.17)  

çekirdek doğurma özelliğine dayanarak  
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𝑅𝑥(0) = 0,  

𝑅𝑥
′ (0) + 𝑅𝑥

(4)(0) = 0,  

𝑅𝑥
′′(0) − 𝑅𝑥′′′(0) = 0,  

𝑅𝑥(1) = 0,   

𝑅𝑥
(4)(1) = 0,  

𝑅𝑥
′′′(1) = 0,  

ifadeleri yazılır. 

𝑅𝑥
(6)(𝑦) = 𝛿(𝑦 − 𝑥)  

ifadesinde 𝑥 ≠ 𝑦 iken  

𝑅𝑥
(6)(𝑦) = 0  

elde edilir. Böyle bir durumda  

𝑅𝑥(𝑦) =

{
 
 

 
 ∑𝑐𝑖(𝑥)𝑦

𝑖−1,      𝑦 ≤ 𝑥

6

𝑖=1

∑𝑑𝑖(𝑥)𝑦
𝑖−1,      𝑥 < 𝑦

6

𝑖=1

                                                                                   (4.18) 

bulunur. 

𝑅𝑦
(6)(𝑥) = 𝛿(𝑥 − 𝑦)  

ifadesinden yararlanarak  

𝜕𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕𝑅𝑥−(𝑥),  

𝜕1𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕
1𝑅𝑥−(𝑥),  
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𝜕2𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕
2𝑅𝑦−(𝑥),  

𝜕3𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕
3𝑅𝑥−(𝑥),  

𝜕4𝑅𝑥+(𝑥) = 𝜕
4𝑅𝑥−(𝑥),  

(−1)(𝜕5𝑅𝑥+(𝑥) − 𝜕
1𝑅𝑥−(𝑥)) = 1,  

denklemleri bulunur. 𝑐𝑖(𝑥) ve 𝑑𝑖(𝑥) katsayıları hesaplanıp 𝑅𝑥(𝑦) çekirdek fonksiyonu 

aşağıdaki gibi oluşturulur. 

𝑅𝑥(𝑦) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

3

13
𝑦𝑥 −

1

156
𝑦𝑥5 +

5

156
𝑦𝑥4 −

5

78
𝑦𝑥3 −

5

26
𝑦𝑥2 +

21

104
𝑦2𝑥2 −

1

624
𝑦2𝑥5 +

5

624
𝑦2𝑥4 −

5

312
𝑦2𝑥3 −

5

26
𝑦2𝑥

+
7

104
𝑦3𝑥2 −

1

1872
𝑦3𝑥5 +

5

1872
𝑦3𝑥4 −

5

936
𝑦3𝑥3 −

5

78
𝑦3𝑥 −

1

104
𝑦4𝑥 +

1

3744
𝑦4𝑥5 −

5

3744
𝑦4𝑥4 +

5

1872
𝑦4𝑥3

+
5

624
𝑦4𝑥2 −

1

18720
𝑦5𝑥5 +

1

3744
𝑦5𝑥4 −

1

1872
𝑦5𝑥3 −

1

624
𝑦5𝑥2 −

1

156
𝑦5𝑥 +

1

120
𝑦5                   𝑦 < 𝑥

3

13
𝑦𝑥 −

1

156
𝑦𝑥5 +

1

104
𝑦𝑥4 −

5

78
𝑦𝑥3 −

5

26
𝑦𝑥2 +

21

104
𝑦2𝑥2 −

1

624
𝑦2𝑥5 +

5

624
𝑦2𝑥4 +

7

104
𝑦2𝑥3 −

5

26
𝑦2𝑥

−
5

312
𝑦3𝑥2 −

1

1872
𝑦3𝑥5 +

5

1872
𝑦3𝑥4 −

5

936
𝑦3𝑥3 −

5

78
𝑦3𝑥 +

5

156
𝑦4𝑥 +

1

3744
𝑦4𝑥5 −

5

3744
𝑦4𝑥4 +

5

1872
𝑦4𝑥3

+
5

624
𝑦4𝑥2 −

1

18720
𝑦5𝑥5 +

1

3744
𝑦5𝑥4 −

1

1872
𝑦5𝑥3 −

1

624
𝑦5𝑥2 −

1

156
𝑦5𝑥 +

1

120
𝑥5                 𝑦 ≥ 𝑥

    (4.19)             

4.2. 𝑾𝟐
𝟑[𝟎, 𝟏] Uzayında Yaklaşık Çözümün Oluşturulması 

𝑊2
3[0,1] Hilbert uzayında lineer olmayan Troesch sınır değer probleminin, yaklaşık 

çözümünün oluşturulması için denkleme ait lineer operatör tanımlanacaktır. Daha sonra 

çekirdek fonksiyon ve lineer operatör yardımıyla 𝑊2
3[0,1] uzayının ortonormal bazı 

elde edilecek ve denklemin yaklaşık çözümü oluşturulacaktır. 

İlk olarak (4.7) denkleminde, 𝐿 lineer operatörü  

𝐿:𝑊2
3[0,1] → 𝑊2

1[0,1],  

𝐿𝑣(𝑥) = 𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑣(𝑥),       1 < 𝛼 ≤ 2                                                                                      (4.20)  

olarak seçilir. (4.7) ve (4.8) denklemleri 

𝑓(𝑥, 𝑣) = 𝛾 sinh(𝛾(𝑣(𝑥) + 𝑥))                                                                     

ve 
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{
𝐿𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑣), 𝑥 ∈ [0,1]

𝑣(0 = 0, 𝑣(1) = 0       
                                                                                                       (4.21) 

olacak şekilde ifade edilebilir. 

𝐿 lineer operatörünün adjointi 𝐿∗ operatörüdür.  

𝜑𝑖(𝑥) = 𝐾𝑥𝑖(𝑥)                                                                                                                       (4.22)  

ve 

𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝜑𝑖(𝑥)                                                                                                                     (4.23) 

fonksiyonları tanımlanır. {𝜓𝑖(𝑥)}𝑖=1
∞  fonksiyonlarına Gram-Schmidt ortogonalizasyon 

metodu uygulanarak 

�̅�𝑖(𝑥) = ∑ 𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥)
𝑖
𝑘=1        (𝛽𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,3… )                                                       (4.24)  

eşitliğini sağlayan 𝑊2
3[0,1] uzayının {�̅�𝑖(𝑥)}𝑖=1

∞  ortonormal sistemi elde edilir. 

Teorem 4.3. (4.20) ile verilen 𝐿 operatörü sınırlı lineer operatörüdür. 

İspat. 𝐴 > 0  sabit sayı olmak üzere 

‖𝐿𝑣‖𝑊21[0,1]
2 ≤ 𝐴‖𝑣‖𝑊23[0,1]

2   

olduğu gösterilir. 

𝑊2
1[0,1] uzayındaki iç çarpım ve norm tanımından yararlanarak 

 ‖𝐿𝑣‖𝑊21[0,1]
2 = 〈𝐿𝑣, 𝐿𝑣〉𝑊21[0,1] = ∫ [𝐿𝑣(𝑥)]

2 + [𝐿𝑣′(𝑥)]2𝑑𝑥
1

0
 

yazılır. Çekirdek doğrma özelliği sayesinde  

𝑣(𝑥) = 〈𝑣(𝑦), 𝑅𝑦(𝑥)〉𝑊23[0,1]  

ve 
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𝐿𝑣(𝑥) = 〈𝑣(𝑦), 𝐿𝑅𝑦(𝑥)〉𝑊23[0,1] 

ifadelerine sahip olunur. Böylece 

𝐴1 > 0 sabit sayı olmak üzere  

|𝐿𝑣(𝑥)| ≤ ‖𝑣‖𝑊23[0,1]‖𝐿𝑅𝑦‖𝑊23[0,1]
= 𝐴1‖𝑣‖𝑊23[0,1]  

yazılır. Dolayısıyla  

∫ [(𝐿𝑣)(𝑥)]2𝑑𝑥 ≤ 𝐴1
2‖𝑣‖𝑊23[0,1]

21

0
  

elde edilir. 𝐴2 > 0 sabit sayı olmak üzere 

[(𝐿𝑣)′(𝑥)]2 ≤ 〈𝑣(𝑦), (𝐿𝑅𝑦)′(𝑥)〉𝑊23[0,1]  

ve  

|(𝐿𝑣)′(𝑥)| ≤ ‖𝑣‖𝑊23[0,1]‖(𝐿𝑅𝑦)′‖𝑊23[0,1]
= 𝐴2‖𝑣‖𝑊23[0,1]  

olduğu için  

[(𝐿𝑣)′(𝑥)]2 ≤ 𝐴2
2‖𝑣‖𝑊23[0,𝑋]

2   

ve  

∫ [(𝐿𝑣)′(𝑥)]2𝑑𝑥 ≤ 𝐴2
2‖𝑣‖𝑊23[0,1]

21

0
  

ifadeleri elde edilir. 

Buradan 𝐴 = (𝐴1
2 + 𝐴2

2) > 0 olduğu için 

‖𝐿𝑣‖2𝑊21[0,1] ≤ ∫
[(𝐿𝑣)(𝑥)]2 + [(𝐿𝑣)′(𝑥)]2𝑑𝑥 ≤ (
1

0
𝐴1
2 + 𝐴2

2)‖𝑣‖2𝑊23[0,1] =

𝐴‖𝑣‖2𝑊23[0,1]  

elde edilir. Bu durum ispatı tamamlar. □ 
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Teorem 4.4. {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  dizisi [0,1] aralığında yoğun ve 𝜓𝑖 = 𝐿𝑦𝑅𝑥(𝑦)|𝑦=𝑥𝑖

 olsun. O 

zaman {𝜓𝑖(𝑥)}𝑖=1
∞  dizisi 𝑊2

3[0,1] uzayının tam sistemidir.  

İspat. 𝜓𝑖(𝑥) = (𝐿
∗𝜑𝑖)(𝑥) = 〈(𝐿

∗𝜑𝑖)(𝑦), 𝑅𝑥(𝑦)〉 = 〈𝜑𝑖(𝑦), 𝐿𝑦𝑅𝑥(𝑦)〉 = 𝐿𝑦𝑅𝑥(𝑦)|𝑦=𝑥𝑖
 

yazılabildiği için 𝜓𝑖(𝑥) ∈ 𝑊2
3[0,1]  olduğu açıktır. Her bir sabit 𝑣(𝑥) ∈ 𝑊2

3[0,1] için  

〈𝑣(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 = 0,   𝑖 = 1,2, …  

ifadesi gerçekleşirse  

〈𝑣(𝑥), 𝐿∗𝜑𝑖(𝑥)〉 = 〈𝐿𝑣(. ), 𝜑𝑖(. )〉 = (𝐿𝑣)(𝑥𝑖) = 0  

elde edilir. 

{𝑥𝑖}𝑖=1
∞  ifadesi [0,1] aralığında yoğun olduğundan dolayı 

(𝐿𝑣)(𝑥) = 0  

yazılabilir. 𝐿−1 ters operatör sayesinde 𝑣 ≡ 0 sonucuna ulaşılır. Bu durum ise ispatı 

tamamlar. □ 

Teorem 4.5. Eğer {𝑥𝑖}𝑖=1
∞ , [0,1] aralığında yoğun ise (4.7) denkleminin çözümü  

𝑣(𝑥) = ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘𝑓(𝑥𝑘, 𝑣𝑘)
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1 �̅�𝑖(𝑥)                                                                               (4.25)  

şeklinde ifade edilir. 

İspat. Teorem 4.4’ten yararlanarak {�̅�𝑖(𝑥)}𝑖=1
∞  ifadesi 𝑊2

3[0,1] uzayının ortonormal 

sistemidir.   

𝑣(𝑥) = ∑ 〈𝑣(𝑥)�̅�𝑖(𝑥)〉𝑊23[0,1]�̅�𝑖(𝑥)
∞
𝑖=1   

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘〈𝑣(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉𝑊23[0,1]
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1 �̅�𝑖(𝑥)  

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘〈𝑣(𝑥), 𝐿
∗𝜑𝑘(𝑥)〉𝑊23[0,1]�̅�𝑖(𝑥)

𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1   
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= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘〈𝐿𝑣(𝑥), 𝜑𝑘(𝑥)〉𝑊21[0,1]�̅�𝑖(𝑥)
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1   

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘〈𝑓(𝑥, 𝑣), 𝐾𝑥𝑘(𝑥)〉𝑊21[0,1]�̅�𝑖(𝑥)
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1   

= ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘𝑓(𝑥𝑘, 𝑣𝑘)�̅�𝑖(𝑥)
𝑖
𝑘=1

∞
𝑖=1   

ifadesi elde edilir. Bu durum ispatı tamamlar. □ 

Yaklaşık çözüm ise  

𝑣𝑚 = ∑ ∑ 𝛽𝑖𝑘𝑓(𝑥𝑘, 𝑣𝑘)�̅�𝑖(𝑥)
𝑖
𝑘=1

𝑚
𝑖=1                                                                                   (4.26)  

şeklinde 𝑣𝑚(𝑥) serisinde sonlu terimler alınarak elde edilir. 

Teorem 4.6. 

Eğer 𝑣(𝑥) ∈ 𝑊2
3[0,1] ise o zaman öyle bir 𝐹 > 0 vardır ki ‖𝑣(𝑖)(𝑥)‖

𝐶[0,1]
≤

𝐹‖𝑣(𝑥)‖𝑊23[0,1], 𝑖 = 0,1,2. Burada  ‖𝑣(𝑥)‖𝐶[0,1] = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈[0,1]|𝑣(𝑥)| dır. 

İspat önceki bölümde yapılana benzer şekilde yapılabilir. 

Teorem 4.7. 𝑣𝑚(𝑥) ve onun 𝑣𝑚′(𝑥) ve 𝑣𝑚′′(𝑥)’nin yaklaşık çözümleri [0,1] aralığında  

düzgün yakınsaktır. 

İspat önceki bölümde yapılana benzer şekilde yapılabilir. 

Eğer ele alınan (4.7) denklemi lineer ise K-RKM yöntemi kullanılarak (4.26) 

denkleminden yaklaşık çözüm elde edilir. Eğer (4.7) denklemi lineer değilse aşağıda 

belirtilen iteratif süreç kullanılacaktır. 

4.3. İteratif Sürecin Oluşturulması 

Öncelikle 𝑣𝑚 ifadesine ait iteratif dizi  

{
𝐿𝑣𝑚,𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥))

𝑤𝑚,𝑛(𝑥) = 𝐶𝑚−1𝑣𝑚,𝑛(𝑥).
                                                                                            (4.27) 
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olarak alınır. Buradaki 𝐶𝑚−1: 𝑊2
3[0,1] → 𝑠𝑝𝑎𝑛{�̅�1(𝑥), �̅�2(𝑥),… , �̅�𝑚−1(𝑥)} ortogonal 

projeksiyon operatör olup 𝑣𝑚,𝑛(𝑥) ∈ 𝑊2
3[0,1] ise (4.27) eşitliğinin 𝑛. iteratif yaklaşık 

çözümüdür. 

Teorem 4.8. {𝑥𝑖}𝑖=0
∞  ifadesi [0,1] aralığında farklı noktalardan oluşsun o halde 

𝑣𝑚,𝑛(𝑥) =∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

∞

𝑖=1

𝑓 (𝑥𝑘 , 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘)) �̅�𝑖(𝑥). 

İspat. 𝑣𝑚,𝑛(𝑥) ∈ 𝑊2
3[0,1] olduğu için {�̅�𝑖

𝑚(𝑥)}𝑖=0
∞ , 𝑊2

3[0,1] uzayında tam sistemdir, 

𝑣𝑚,𝑛(𝑥) =∑〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉𝑊23[0,1] �̅�𝑖(𝑥)

∞

𝑖=1

 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

∞

𝑖=1

〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉𝑊23[0,1]�̅�𝑖(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

∞

𝑖=1

〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝐿
∗𝜑𝑘(𝑥)〉𝑊23[0,1]�̅�𝑖(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

∞

𝑖=1

〈𝐿𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝜑𝑘(𝑥)〉𝑊23[0,1]�̅�𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

∞

𝑖=1

𝐿𝑣𝑚,𝑛(𝑥𝑘)�̅�𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

∞

𝑖=1

𝑓 (𝑥𝑘, 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘)) �̅�𝑖(𝑥). 

Bu ise ispatı tamamlar. □ 

𝑤𝑚,0(𝑥) = 0 alınarak iteratif süreç başlatılır (𝑤(𝑥) ∈ 𝑊2
3[0,1] olacak şekilde herhangi 

bir sabit alınabilir). Burada 𝑤𝑚,𝑛(𝑥) aşağıdaki gibi alınabilir. 
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𝑤𝑚,𝑛(𝑥) = 𝐶𝑚−1𝑣𝑚,𝑛(𝑥) 

                = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

∞

𝑖=1

𝑓 (𝑥𝑘 , 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘)) �̅�𝑖(𝑥),      𝑛 = 1,2, …                             (4.28) 

Buradan 𝑣(𝑥) bulunur. 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) + 𝑥 dönüşümü sayesinde (4.1) ve (4.2) 

denkleminin çözümü kolaylıkla bulunabilir 

4.4. Legendre Doğuran Çekirdek Yaklaşımı 

Teorem 4.9. H, 𝑛 boyutlu bir Hilbert uzayı olsun. {𝑒𝑖}𝑖=1
𝑛  H’ın ortonormal bir bazıdır. 

H’ın çekirdek fonksiyonu  

𝐾𝑦(𝑥) =∑𝑒𝑖(𝑥)�̅�𝑖(𝑦)

𝑛

𝑖=1

                                                                                                       (4.29) 

şeklinde ifade edilir[48].  

Tanım 4.3. 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı derecesi 𝑚’ye eşit ya da 𝑚’den küçük reel katsayılı [0,1] 

üzerinde tanımlı polinomların ağırlıklı iç çarpım uzayı olsun, ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] için iç 

çarpım ve norm sırasıyla  

〈𝑢, 𝑣〉𝑃𝜌𝑚 = ∫𝜌[0,1](𝑥)𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥

1

0

                                                                                   (4.30) 

‖𝑢‖𝑃𝜌𝑚 = √〈𝑢, 𝑢〉𝑃𝜌𝑚                                                                                                               (4.31) 

şeklindedir.  

Her bir sabit 𝑚 için  

𝐿𝜌
2 [0,1] = {𝑓| ∫𝜌[0,1](𝑥)|𝑓(𝑥)|

2𝑑𝑥 < ∞

1

0

}                                                                     (4.32) 
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tanımına göre 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı 𝐿𝜌

2 [0,1] uzayının alt uzayıdır ve ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] için 

〈𝑢, 𝑣〉𝑃𝜌𝑚 = 〈𝑢, 𝑣〉𝐿𝜌2                                                                                                                  (4.33) 

eşitliği yazılabilir [52]. 

Teorem 4.10. 𝑃𝜌
𝑚[0,1] fonksiyon uzayı kendi üzerinde tanımlanan iç çarpımı ve normu 

ile bir RKHS dir. 

İspat. Tanım 4.3.’ten 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı sonlu boyutlu bir iç çarpım uzayıdır. Her sonlu 

boyutlu iç çarpım uzayı Hilbert uzayıdır. Bu sonuçtan ve Teorem 4.9.’dan 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 

uzayı bir RKHS dir. □ 

Sınır değer probleminin çözümü için homojen sınır koşullarını sağlayan 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 

uzayının kapalı bir alt uzayını tanımlamak gerekir.  

Tanım 4.4. 

𝑃𝜌
𝑚[0,1] 0

0 = {𝑢|𝑢 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] , 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0}                                                          (4.34) 

olsun.  

𝑢(0) = 0 ve 𝑢(1) = 0 homojen sınır koşullarını sağlayan Legendre baz fonksiyonu  

𝜑𝑖(𝑥) = {
𝑃𝑖(𝑥) − 𝑃0(𝑥), 𝑖 çift ise,

𝑃𝑖(𝑥) − 𝑃1(𝑥),         𝑖 tek ise,
  𝑖 ≥ 2                                                                 (4.35) 

şeklinde tanımlanır.  

Bu ifadeden yararlanarak 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 0

0  fonksiyon uzayının bir RKHS olduğu kolayca 

gösterilebilir. Teorem 4.9.’dan yararlanarak 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0 ’in 𝐾𝑦
𝑚(𝑥) çekirdek fonksiyonu 

aşağıdaki gibi yazılabilir [52]. 

𝐾𝑦
𝑚(𝑥) =∑ℎ𝑖(𝑥)

𝑚

𝑖=2

ℎ𝑖(𝑦)                                                                                                     (4.36) 
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Buradaki ℎ𝑖(𝑥), Gram-Schmidt kullanılarak (4.35) denkleminden türetilen tam 

ortonormal sistemdir.  

4.5. Legendre Doğuran Çekirdek Metodu (L-RKM) 

Bu alt bölümde lineer olmayan Troesch denkleminin sınır değer probleminin, 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  

uzayında yaklaşık çözümünü elde etmek için Legendre doğuran çekirdek metodu 

kullanılacaktır. 

Ele alınan Troesch denklemi 

𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑢(𝑥) = 𝛾 sinh(𝛾𝑢(𝑥)) , 𝑢(0) = 0, 𝑢(1) = 1,   1 < 𝛼 ≤ 2                           (4.37) 

şeklindedir. Bu denklemin Legendre doğuran çekirdek metoduyla yaklaşık çözümünün 

elde edilmesi için homojen olmayan sınır şartlarının 𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥) − 𝑥 dönüşümü 

sayesinde homojenleştirerek, kullanılan denklem  

𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑣(𝑥) = 𝛾 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾(𝑣(𝑥) + 𝑥)) , 𝑣(0) = 0, 𝑣(1) = 0, 1 < 𝛼 ≤ 2                         (4.38) 

şeklinde ifade edilir. 

İlk önce 𝐿 lineer operatörü  

𝐿: 𝑃𝜌
𝑚[0,1] → 𝐿𝜌

2 [0,1]0
0  

𝐿𝑣(𝑥) = 𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑣(𝑥)                                                                                                                  (4.39) 

şeklinde seçilip, (4.38) denklemi aşağıdaki gibi yazılabilir. 

𝑓(𝑥, 𝑣) = 𝛾 sinh(𝛾(𝑣(𝑥) + 𝑥))                                                                     

{
𝐿𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑣)

 𝑣(0) = 𝑣(1) = 0.
                                                                                                                 (4.40) 

Yukarıdaki bölümlerde 𝐿 nin sınırlı bir lineer operatör olduğu gösterildi. İlk önce (4.40) 

denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0   uzayında yaklaşık çözümünün oluşturulması için bu uzayın 

polinom bazlı 𝐾𝑦
𝑚(𝑥) doğuran çekirdek fonksiyonu bulunmalıdır. 
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Teorem 4.11. (4.38) denklemi için, eğer {𝑥𝑖}𝑖=0
𝑚−2 ifadesi (0,1) aralığında (𝑚 − 1) tane 

farklı nokta ise o zaman 𝜓𝑖
𝑚(𝑥) = 𝐿∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 𝐿𝑦𝐾𝑦
𝑚(𝑥)|

𝑦=𝑥𝑖
yazılır. 

İspat. Herhangi sabit 𝑥𝑖 ∈ (0,1) için  

𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 〈𝐿∗𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥), 𝐾𝑥

𝑚(𝑦)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0  

              = 〈𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥), 𝐿𝑦𝐾𝑥

𝑚(𝑦)〉𝐿𝜌2 = 𝐿𝑦𝐾𝑥
𝑚(𝑦)|

𝑦=𝑥𝑖.
                                                        (4.41) 

Tanım 4.4.’ten yararlanarak 𝐾𝑥
𝑚(𝑦) = 𝐾𝑦

𝑚(𝑥) eşitliği yazılabilir. Bu nedenle  

𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 𝐿𝑦𝐾𝑦
𝑚(𝑥)|

𝑦=𝑥𝑖
                                                                                  (4.42) 

ifadesi yazılır. Burada 𝐿∗, 𝐿’nin adjointidir ve 𝐿’nin 𝑦 alt indisi 𝐿 operatörünün 𝑦 

fonksiyonuna uygulandığını gösterir. Her sabit 𝑚 ve 𝑥𝑖 ∈ (0,1) için 𝜓𝑖 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  

olur. □ 

Teorem 4.12. 𝑚 ≥ 2 için, {𝑥𝑖}𝑖=0
𝑚−2 ifadesi (0,1) aralığında 𝑚 − 1 farklı noktadan 

oluşsun. {𝜓𝑖}𝑖=0
𝑚−2, 𝑃𝜌

𝑚[0,1]0
0  uzayın tam sistemidir. 

İspat. Her sabit 𝑣 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  için 

〈𝑣(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 = 0,   𝑖 = 0,1, … ,𝑚 − 2 

olsun. Bunun anlamı 𝑖 = 0,1, … ,𝑚 − 2 için  

〈𝑣(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 = 〈𝑣(𝑥), 𝐿∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0  

                                        = 〈𝐿𝑣(𝑥), 𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2  

                                        = 𝐿𝑣(𝑥𝑖) = 0. 

𝐿−1 ters operatörün varlığından 𝑣 ≡ 0 olduğu sonucuna varılır. Bu nedenle {𝜓𝑖}𝑖=0
𝑚−2, 

𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  uzayın tam sistemidir. Bu ispatı tamamlar. □ 
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Teorem 4.12., L-RKM de sonlu farklı noktanın kullanımının yeterli olduğunu ve yoğun 

bir diziye ihtiyaç duyulmadığını gösterir. Bu nedenle L-RKM, K-RKM den farklıdır.  

𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  uzayının {𝜓
𝑖
}
𝑖=0

𝑚−2
 ortonormal sistemi, {𝜓𝑖}𝑖=0

𝑚−2ifadesini kullanılarak Gram-

Schmidt ortogonalizasyon sürecinden aşağıda belirtilen şekilde  

𝜓
𝑖
(𝑥) = ∑𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥)                         (𝛽𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,3… )                                         (4.43)

𝑖

𝑘=0

 

elde edilir. Buradaki 𝛽𝑖𝑘 ortogonalizasyon katsayılarıdır. 

Teorem 4.13. {𝑥𝑖}𝑖=0
𝑚−2 ifadesi (0,1) aralığında 𝑚 − 1 farklı noktadan oluşsun, (4.38) 

denkleminin tam çözümü 𝑣𝑚, 

𝑣𝑚(𝑥) = ∑∑𝛽𝑖𝑘𝑓(𝑥𝑘, 𝑣𝑚(𝑥𝑘))𝜓𝑖(𝑥)                                                                        (4.44)

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

 

şeklindedir. 

İspat. 𝑣𝑚 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  olduğu için Teorem 4.12’den yararlanarak  

𝑣𝑚(𝑥) = ∑〈𝑣𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥)

𝑚−2

𝑖=0

 

yazılabilir. Ayrıca (4.40) denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  uzayında tam çözümü olan 𝑣𝑚(𝑥), 

(4.41) ve (4.43) denklemleri kullanılarak aşağıdaki gibi elde edilir. 

𝑣𝑚(𝑥) = ∑〈𝑣𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥)

𝑚−2

𝑖=0

 

             = ∑ 〈𝑣𝑚(𝑥),∑𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥) 

𝑖

𝑘=0

〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥)

𝑚−2

𝑖=0
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             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑣𝑚(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑣𝑚(𝑥), 𝐿
∗𝐾𝑥𝑘

𝑚(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1] 0
0 𝜓

𝑖
(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝐿𝑣𝑚(𝑥), 𝐾𝑥𝑘
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2𝜓𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑓(𝑥, 𝑣𝑚(𝑥)), 𝐾𝑥𝑘
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2𝜓𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

𝑓(𝑥𝑘, 𝑣𝑚(𝑥𝑘))𝜓𝑖(𝑥). 

Bu durum ispatı tamamlar. □ 

(4.38) denklemi lineer ise L-RKM yöntemi ile yaklaşık çözüm (4.44) denkleminden 

bulunur. Lineer değil ise aşağıda verilen iteratif süreç kullanılarak yaklaşık çözüm elde 

edilir. 

4.6. İteratif Sürecin Oluşturulması 

Öncelikle 𝑣𝑚 iteratif dizi oluşturulur 

{
𝐿𝑣𝑚,𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥))

𝑤𝑚,𝑛(𝑥) = 𝐶𝑚−1𝑣𝑚,𝑛(𝑥).
                                                                                            (4.45) 

Buradaki 𝐶𝑚−1: 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 0

0 → 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜓
0
, 𝜓
1
, … , 𝜓

𝑚−2
} ortogonal projeksiyon operatör 

olup 𝑣𝑚,𝑛(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  ise (4.45) eşitliğinin 𝑛. iteratif yaklaşık çözümüdür. 

Teorem 4.14. {𝑥𝑖}𝑖=0
𝑚−2 dizisi (0,1) aralığında farklı noktalardan oluşsun. O halde 

yaklaşık çözüm  
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𝑣𝑚,𝑛(𝑥) = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

𝑓 (𝑥𝑘, 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘))𝜓𝑖(𝑥) 

Şeklindedir. 

İspat. 𝑣𝑚,𝑛(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]0

0  olduğu için {𝜓
𝑖
(𝑥)}

𝑖=0

𝑚−2
, 𝑃𝜌

𝑚[0,1] 0
0  uzayında tam sistemdir, 

𝑣𝑚,𝑛(𝑥) = ∑〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥)

𝑚−2

𝑖=0

 

             = ∑ 〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥),∑𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥) 

𝑖

𝑘=0

〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥)

𝑚−2

𝑖=0

 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1]0
0 𝜓

𝑖
(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝐿
∗𝐾𝑥𝑘

𝑚(𝑥)〉 𝑃𝜌𝑚[0,1] 0
0 𝜓

𝑖
(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝐿𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝐾𝑥𝑘
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2𝜓𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

〈𝑓 (𝑥, 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥)) , 𝐾𝑥𝑘
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2 𝜓𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

𝑓 (𝑥𝑘, 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘))𝜓𝑖(𝑥). 

Bu ise ispatı tamamlar. □ 

𝑤𝑚,0(𝑥) = 0 alınarak iteratif süreç başlatılır (𝑤𝑚,0(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 0

0 olacak şekilde 

herhangi bir sabit alınabilir). 

𝑤𝑚,𝑛(𝑥) = 𝐶𝑚−1𝑣𝑚,𝑛(𝑥) 
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                = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=0

𝑚−2

𝑖=0

𝑓 (𝑥𝑘, 𝑤𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘))𝜓𝑖(𝑥),      𝑛 = 1,2, …                               (4.46) 

buradan 𝑣(𝑥) bulunur. 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) + 𝑥 dönüşümü sayesinde (4.37) denkleminin 

çözümü kolaylıkla bulunabilir. 

Örnek 4.1. 

Troesch denklemi 

𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑢(𝑥) = 𝛾 sinh(𝛾𝑢(𝑥)),          0 < 𝑥 < 1,         1 < 𝛼 ≤ 2                                      (4.47) 

ve sınır koşulları  

𝑢(0) = 0 ve 𝑢(1) = 1                                                                                                           (4.48) 

şeklinde ifade edilir [67]. Alınan denklemin K-RKM ile 𝑢𝑚
𝑛 (𝑥) yaklaşık çözümü için 

𝑥𝑖 =
𝑖

𝑚
, 𝑖 = 0,1,2, … ,𝑚 olarak alındı. 𝑚 nokta sayısı, 𝑛 iterasyon sayısınıdır. 𝑚 = 5, 

𝑛 = 5 alınarak farklı 𝛾 ve 𝛼 için 𝑢5
5(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak hata 

tabloları yapıldı. 

Tablo 4.1. Örnek 4.1.’de K-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 5, 𝑛 = 5, 𝛾 = 1 ve farklı 𝛼 

değerleri için hesaplanan 𝑢5
5(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak hata 

değerleri 
 

𝒙 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟏 

𝜶 = 𝟐 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟏 

𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟏 

𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟏 

𝜶 = 𝟏. 𝟕 

 Tam Çözüm 

𝜸 = 𝟏 

(𝜶 = 𝟐) 

Mutlak Hata 

𝜸 = 𝟏 

(𝜶 = 𝟐) 

𝟎. 𝟏 0.08452783121 0.08253843892 0.08077747206 0.0788083832 0.0817969965 0.00273083471 

𝟎. 𝟐 0.1699057202 0.1667250018 0.1633738957 0.1596740769 0.1645308708 0.0053748494 

𝟎. 𝟑 0.2569979279 0.2529494463 0.2482910992 0.2432133707 0.2491673606 0.0078305673 

𝟎. 𝟒 0.3467145987 0.3421157723 0.3365402687 0.3305334565 0.3367322088 0.0099823899 

𝟎. 𝟓 0.4400102019 0.4352565489 0.4292252134 0.4227885141 0.4283471608 0.0116630411 

𝟎. 𝟔 0.5378864110 0.5334511782 0.5274520158 0.5210960152 0.5252740292 0.0126123818 

𝟎. 𝟕 0.6414982487 0.6378593425 0.6324394175 0.6267377323 0.6289711432 0.0125271055 

𝟎. 𝟖 0.7520534013 0.7498491900 0.7456412603 0.7412404747 0.7411683772 0.0108850241 

𝟎. 𝟗 0.8709949876 0.8704986858 0.8681055022 0.8656127218 0.8639700206 0.0070249670 
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Tablo 4.2. Örnek 4.1.’de K-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 5, 𝑛 = 5, 𝛾 = 0.5 ve farklı 

𝛼 değerleri için hesaplanan 𝑢5
5(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak 

hata değerleri 
 
𝒙 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 
𝜶 = 𝟐 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 
𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 
𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 
𝜶 = 𝟏. 𝟕 

  Tam Çözüm  Çözüm 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 
(𝜶 = 𝟐) 

Mutlak Hata 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 
(𝜶 = 𝟐) 

𝟎. 𝟏 0.09594001905 0.09534307690 0.09484344867 0.09428281143 0.09517690196 0.00076311709 

𝟎. 𝟐 0.1921185815 0.1911596056 0.1902189069 0.1891786894 0.1906338690 0.0014847125 

𝟎. 𝟑 0.2887775722 0.2875560766 0.2862641873 0.2848579918 0.2866534032 0.0021241690 

𝟎. 𝟒 0.3861620033 0.3847767445 0.3832546514 0.3816235282 0.3835229288 0.0026390745 

𝟎. 𝟓 0.4845196046 0.4830923218 0.4814784960 0.4797737655 0.4815373856 0.0029822190 

𝟎. 𝟔 0.5841022883 0.5827650044 0.5811999571 0.5795682553 0.5810019748 0.0031003135 

𝟎. 𝟕 0.6851709329 0.6840584391 0.6826840066 0.6812690292 0.6822351328 0.0029358001 

𝟎. 𝟖 0.7879902594 0.7872491927 0.7862086984 0.7851487598 0.7855717868 0.0024184726 

𝟎. 𝟗 0.8928371022 0.8925504088 0.8919702590 0.8913839803 0.8913669876 0.0014701146 

 

Tablo 4.3. Örnek 4.1.’de K-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 5, 𝑛 = 5, 𝛾 = 0.1 ve farklı 

𝛼 değerleri için hesaplanan 𝑢5
5(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak 

hata değerleri 

Troesch denkleminin, L-RKM yöntemi kullanılarak 𝑢𝑚
𝑛 (𝑥) yaklaşık çözümünün elde 

edilebilmesi için 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 𝑖 = 0,1, … , (𝑚 − 1) olarak alındı. 𝑚, (0,1) aralığındaki hem 

nokta hem de baz sayısı, 𝑛 ise iterasyon sayısıdır. Örnek 4.1.’in L-RKM yöntemiyle 

çözümünde 𝑚 = 3, 𝑛 = 5 alınarak farklı 𝛾 ve 𝛼 için  𝑢3
5(𝑥) yaklaşık çözümleri bulunup 

tam çözüm ile karşılaştırılarak mutlak hata tabloları yapıldı. 

 

 

 

 

 

 
𝑥 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 
𝜶 = 𝟐 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 
𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 
𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 
𝜶 = 𝟏. 𝟕 

     𝜸 = 𝟎. 𝟏 
     (𝜶 = 𝟐) 

Tam Çözüm 

      𝜸 = 𝟎. 𝟏 
      (𝜶 = 𝟐) 

Mutlak Hata 

𝟎. 𝟏 0.09983535096 0.09981017948 0.09978948591 0.09976626760 0.0998041752 0.00003117576 

𝟎. 𝟐 0.1996805897 0.1996401437 0.1996013284 0.1995584447 0.1996201980 0.0000603917 

𝟎. 𝟑 0.2995457334 0.2994942639 0.2994411892 0.2993835371 0.2994599206 0.0000858128 

𝟎. 𝟒 0.3994407892 0.3993825197 0.3993203378 0.3992539404 0.3993352030 0.0001055862 

𝟎. 𝟓 0.4993757367 0.4993158555 0.4992503919 0.4991816195 0.4992579186 0.0001178181 

𝟎. 𝟔 0.5993606191 0.5993045698 0.5992416387 0.5991765326 0.5992399580 0.0001206611 

𝟎. 𝟕 0.6994054404 0.6993587811 0.6993040532 0.6992482699 0.6992932326 0.0001062207 

𝟎. 𝟖 0.7995202394 0.7994886478 0.7994475875 0.7994062595 0.7994296804 0.0000905590 

𝟎. 𝟗  0.8997150732 0.8997019279 0.8996792003 0.8996565483 0.8996612690 0.0000905590 
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Tablo 4.4. Örnek 4.1.’de L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 3, 𝑛 = 5, 𝛾 = 1 ve farklı 𝛼 

değerleri için hesaplanan 𝑢3
5(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak hata 

değerleri 

Tablo 4.5. Örnek 4.1.’de L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 3, 𝑛 = 5, 𝛾 = 0.5 ve farklı 

𝛼 değerleri için hesaplanan 𝑢3
5(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak hata değerleri 

Tablo 4.6. Örnek 4.1. de L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 3, 𝑛 = 5, 𝛾 = 0.1 ve farklı 

𝛼 değerleri için hesaplanan 𝑢3
5(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak 

hata değerleri 
 

𝒙 
𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 

𝜶 = 𝟐 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 

𝜶 = 𝟏.𝟗 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 

𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 

𝜶 = 𝟏.𝟕 

Tam Çözüm 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 

(𝜶 = 𝟐) 

Mutlak Hata 

𝜸 = 𝟎. 𝟏 

(𝜶 = 𝟐) 

𝟎. 𝟏 0.09983512346 0.09981461102 0.09979260326 0.09976919354 0.0998041752 0.00003094826 

𝟎. 𝟐 0.1996802303 0.1996420969 0.1996016525 0.1995592510 0.1996201980 0.0000600323 

𝟎. 𝟑 0.2995453050 0.2994937535 0.2994397922 0.2993841358 0.2994599206 0.0000853844 

𝟎. 𝟒 0.3994403387 0.3993804913 0.3993187935 0.3992563526 0.3993352030 0.0001051357 

𝟎. 𝟓 0.4993753291 0.4993128348 0.4992495537 0.4991869463 0.4992579186 0.0001174105 

𝟎. 𝟔 0.5993602802 0.5993009229 0.5992420968 0.5991855028 0.5992399580 0.0001203222 

𝟎. 𝟕 0.6994052025 0.6993545088 0.6993055730 0.6992601487 0.6992932326 0.0001119699 

𝟎. 𝟖 0.7995201132 0.7994829601 0.7994482590 0.7994175513 0.7994296804 0.0000904328 

𝟎. 𝟗 0.8997150356 0.8996952584 0.8996775582 0.8996629188 0.8996612690 0.0000537666 

Tablo 4.7’de Troesch denkleminin, literatürde var olan yaklaşık çözümlerinden Sinc- 

Galerkin metodu (SGM), Laplace metodu (LM), homotopi perturbasyon metodu (HPM) 

ve perturbasyon metodunun (PM) sonuçları ile 𝛼 = 2 ve 𝛾 = 1 için L-RKM ve K-RKM 

𝒙 

 𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 
𝜸 = 𝟏 

𝜶 = 𝟐 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 
𝜸 = 𝟏 

   𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 
𝜸 = 𝟏 

   𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 
𝜸 = 𝟏 

    𝜶 = 𝟏. 𝟕 

        𝛄 = 𝟏 

       (𝛂 = 𝟐) 

Tam Çözüm 

        𝜸 = 𝟏 

      (𝜶 = 𝟐) 

Mutlak Hata 

𝟎. 𝟏 0.08482153655 0.08306548447 0.08118245978 0.07916832176 0.0817969965 0.00302454005 

𝟎. 𝟐 0.1704887278 0.1671982749 0.1636984624 0.1599896966, 0.1645308708 0.0059578570 

𝟎. 𝟑 0.2578552626 0.2533537433 0.2486060630 0.2436215272 0.2491673606 0.0086879020 

𝟎. 𝟒 0.3478285799 0.3425190324 0.3369690285 0.3311976028 0.3367322088 0.0110963711 

𝟎. 𝟓 0.4413698686 0.4357130543 0.4298568369 0.4238280971 0.4283471608 0.0130227078 

𝟎. 𝟔 0.5394940678 0.5339864919 0.5283446761 0.5225995722 0.5252740292 0.0142200386 

𝟎. 𝟕 0.6432698663 0.6378593425 0.6335134459 0.6285749741 0.6289711432 0.0142987231 

𝟎. 𝟖 0.7538197033 0.7501331937 0.7464497561 0.7427936352 0.7411683772 0.0126513261 

𝟎. 𝟗 0.8723197678 0.8702666735 0.8682459309 0.8662712754 0.8639700206 0.0083497472 

𝒙 
 𝒖𝟑

𝟓 (𝒙) 
𝜸 = 𝟎. 𝟓 

𝜶 = 𝟐 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 

𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 

𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 

𝜸 = 𝟎. 𝟓 

𝜶 = 𝟏. 𝟕          (𝜶 = 𝟐) 

Tam Çözüm 

 𝜸 = 𝟎. 𝟓      𝜸 = 𝟎. 𝟓 

       (𝜶 = 𝟐) 

    Mutlak Hata Hata 

𝟎. 𝟏 0.09595407344 0.09534307690 0.09484344867 0.09435629405 0.09517690196 0.00077717148 

𝟎. 𝟐 0.1921479010 0.1911596056 0.1902189069 0.1892059268 0.1906338690 0.0015140320 

𝟎. 𝟑 0.2888219506 0.2875560766 0.2862641873 0.2848830681 0.2866534032 0.0021685474 

𝟎. 𝟒 0.3862205675 0.3847767445 0.3832546514 0.3816939658 0.3835229288 0.0026976387 

𝟎. 𝟓 0.4845919735 0.4830923218 0.4814784960 0.4799169464 0.4815373856 0.0030545879 

𝟎. 𝟔 0.5841882677 0.5827650044 0.5811999571 0.5798024146 0.5810019748 0.0031862929 

𝟎. 𝟕 0.6852654260 0.6840584391 0.6826840066 0.6815728535 0.6822351328 0.0030302932 

𝟎. 𝟖 0.7880833013 0.7872491927 0.7862086984 0.7854228244 0.7855717868 0.0025115145 

𝟎. 𝟗 0.8929056236 0.8925504088 0.8919702590 0.8915189671 0.8913669876 0.0015386360 
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çözümleri ile elde edilen yaklaşık sonuçlarla tam çözüm karşılaştırıldı. Tablo 4.8.’de L-

RKM, K-RKM yöntemi ile diğer yöntemlerin mutlak hata sonuçları karşılaştırıldı. L-

RKM yöntemi kullanılarak 𝑢𝑚
𝑛 (𝑥) yaklaşık çözümünün elde edilebilmesi için 𝑥𝑖 =

𝑖+0.3

𝑚
, 𝑖 = 0,1, … , (𝑚 − 1) olarak alındı. 𝑚 = 3, 𝑛 = 5 alınarak 𝑢3

5(𝑥) yaklaşık çözüm 

bulundu. K-RKM ile 𝑢𝑚
𝑛 (𝑥) yaklaşık çözümü için 𝑥𝑖 =

𝑖

𝑚
, 𝑖 = 0,1,2, … ,𝑚 olarak 

alındı.. 𝑚 = 5, 𝑛 = 5 alınarak 𝑢5
5(𝑥) yaklaşık çözüm elde edildi.  

Tablo 4.7. Farklı yöntemler kullanarak  𝛼 = 2 ve  𝛾 = 1 için Troesch denkleminin 

yaklaşık çözümleri 
𝒙 TAM 

ÇÖZÜM 

𝜸 = 𝟏 

L-RKM 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 
𝜸 = 𝟏 

K-RKM 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 
𝜸 = 𝟏 

 SGM[71]] 

𝜸 = 𝟏 

LM[73] 

𝜸 = 𝟏 

   HPM[78]] 

𝜸 = 𝟏 

PM[73] 

𝜸 = 𝟏 

𝟎. 𝟏 0.0817969965 0.08482153655 0.08452783121 0.084661250 0.0846631 0.084934415 0.085417 

𝟎. 𝟐 0.1645308708 0.1704887278 0.1699057202 0.170171338 0.1701750 0.170697546 0.171669 

𝟎. 𝟑 0.2491673606 0.2578552626 0.2569979279 0.257393933 0.2573995 0.258133224 0.259603 

𝟎. 𝟒 0.3367322088 0.3478285799 0.3467145987 0.347222839 0.3472304 0.348116627 0.350053 

𝟎. 𝟓 0.4283471608 0.4413698686 0.4400102019 0.440599836 0.4406094 0.44157274 0.444010 

𝟎. 𝟔 0.5252740292 0.5394940678 0.5378864110 0.538534416 0.5385460 0.539498234 0.542315 

𝟎. 𝟕 0.6289711432 0.6432698663 0.6414982487 0.642128589 0.6421421 0.642987984 0.645984 

𝟎. 𝟖 0.7411683772 0.7538197033 0.7520534013 0.752608114 0.7526227 0.753267551 0.756064 

𝟎. 𝟗 0.8639700206 0.8723197678 0.8709949876 0.871362527 0.8713749 0.871733059 0.873671 

Tablo 4.8. Farklı yöntemler kullanarak  𝛼 = 2 ve 𝛾 = 1 için Troesch denkleminin 

mutlak hata değerleri 
𝒙 L-RKM 

𝒖𝟑
𝟓(𝒙) 
𝜸 = 𝟏 

K-RKM 

𝒖𝟓
𝟓(𝒙) 
𝜸 = 𝟏 

 SGM[71]] 

𝜸 = 𝟏 

LM[73] 

𝜸 = 𝟏 

   HPM[78] 

𝜸 = 𝟏 

    PM[73] 

𝜸 = 𝟏 

𝟎. 𝟏 3.024 × 10−3 2.703 × 10−3 2.864 × 10−3 7.648 × 10−1 3.137 × 10−3 3.620 × 10−3 

𝟎. 𝟐 5.957 × 10−3 5.374 × 10−3 5.640 × 10−3 5.64 × 10−3 6.166 × 10−3 7.140 × 10−3 

𝟎. 𝟑 8.687 × 10−3 7.830 × 10−3 8.226 × 10−3 8.23 × 10−3 8.965 × 10−3 1.044 × 10−2 

𝟎. 𝟒 1.109 × 10−2 9.982 × 10−3 1.049 × 10−2 1.05 × 10−2 1.138 × 10−2 1.332 × 10−2 

𝟎. 𝟓 1.302 × 10−2 1.166 × 10−2 1.225 × 10−2 1.226 × 10−2 1.322 × 10−2 1.566 × 10−2 

𝟎. 𝟔 1.422 × 10−2 1.261 × 10−2 1.326 × 10−2 1.327 × 10−2 1.422 × 10−2 1.704 × 10−2 

𝟎. 𝟕 1.429 × 10−2 1.252 × 10−2 1.315 × 10−2 1.317 × 10−2 1.401 × 10−2 1.701 × 10−2 

𝟎. 𝟖 1.265 × 10−2 1.088 × 10−2 1.143 × 10−2 1.145 × 10−2 1.209 × 10−2 1.490 × 10−2 

𝟎. 𝟗 8.349 × 10−3 7.024 × 10−3 7.392 × 10−3 7.4 × 10−3 7.763 × 10−3 9.700 × 10−3 
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5. BÖLÜM 

ÇOKLU MERTEBEDEN KESİRLİ TÜREV İÇEREN ÇOK NOKTALI 

BAŞLANGIÇ-SINIR DEĞER PROBLEMLERİNİN EK BAZLI LEGENDRE 

DOĞURAN ÇEKİRDEKLİ HİLBERT UZAYI METODU İLE ÇÖZÜMÜ 

Çoklu mertebeden kesirli türev içeren, lineer olmayan, çok noktalı başlangıç-sınır değer 

problemleri, uygulamalı matematik ve fiziğin farklı alanlarında ortaya çıkan bir 

denklem türüdür [79-85]. Dinamik sistemler, akışkanlar mekaniği, kontrol teorisi, petrol 

endüstrileri ve ısı iletimi gibi mühendislik ve uygulamalı bilimlerin birçok önemli 

alanında kullanılmaktadır [86-87]. 

Kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin çözümlerini bulmak oldukça zordur [88-89]. 

Bu nedenle yaklaşık çözümleri ve çözümlerin nitel davranışlarını bulmak için, sonlu 

fark yöntemi [90], sonlu elemanlar yöntemi [91], homotopi pertürbasyon yöntemi [92], 

Haar dalgacık yöntemleri [93], kolokasyon yöntemleri [94], pertürbasyon-iterasyon 

algoritması [95], diferansiyel dönüşüm metodu [96], varyasyonel iterasyon metodu [97], 

doğuran çekirdekli Hilbert uzay metodu [98-99] gibi birçok verimli ve kullanışlı 

yöntemler geliştirildi [100-109]. 

İlk olarak Zaremba 1907 yılında doğuran çekirdek kavramını tanıtıp Dirichlet koşulunu 

dâhil ederek sınır değer problemleri üzerine araştırmalar yapmıştır [1]. Daha sonra 

doğuran çekirdek yöntemi (RKM) kullanılarak birçok adi, kısmi ve integro-diferansiyel 

denklemler için yakınsak seri formda çözümler üretilmiş olup son zamanlarda ise 

doğuran çekirdek metodu kesir mertebeden lokal olmayan sınır değer problemleri, 

Riccati diferansiyel denklemi, lokal olmayan sınır koşullarına sahip zorlanmış Duffing 

(forced duffing) denklemleri, kesir mertebeden Caputo türevli Burgers denklemi, zaman 

kesirli Kawahara denklemi, kesir mertebeli Boussinesq denklemi, lineer olmayan 

Volterra integro-diferansiyel denklemleri gibi farklı problem türleri için uygulandı [110-

116]. 

Bu bölümde, diğer bölümlerde aşina olduğumuz L-RKM yöntemi farklı bir teknikle, ek 

baz kullanılarak modifiye edilecektir. Çoklu mertebeden kesirli türev içeren lineer 

olmayan üç noktalı sınır değer problemlerinin yaklaşık çözümünü elde etmek için 
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üzerinde çalışılan problemde 𝛼 ve 𝛽’ya göre kesirli türevler Caputo anlamında 

tanımlanıp ele alınan denklem  

𝑎0(𝑥) 𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑢(𝑥) + 𝑎1(𝑥) 𝐷𝑎

𝑐 𝛽𝑢(𝑥) + 𝑎2(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝑢
′(𝑥))                          (5.1) 

0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 1 < 𝛼 ≤ 2,        0 < 𝛽 ≤ 1 

ve sınır koşulları ise; 

𝑢(0) = 𝜇0, 𝑢(𝜗) = 𝜇1, 𝑢(1) = 𝜇2,    0 < 𝜗 < 1                                                               (5.2)  

şeklinde ifade edilir [35]. 

𝑎0(. ),  𝑎1(. ), 𝑎2(. ) ∈ 𝐶
2(0,1) ve 𝐹(. , 𝑢(𝑥), 𝑢′(𝑥)) ∈ 𝐿𝜌

2 [0,1] düzgün (smooth) 

fonksiyonlar olup 𝜌, Legendre polinomlarının ağırlık fonksiyonu olarak ifade edilerek 

𝜌 = 1 alınır. 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı, derecesi 𝑚’ye eşit ya da 𝑚’den küçük reel katsayılı [0,1] 

üzerinde tanımlı polinomların ağırlıklı iç çarpım uzayı olup 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı sonlu 

boyutlu bir iç çarpım uzayıdır. 

5.1. Legendre Doğuran Çekirdek Metodu (L-RKM) 

Bu alt bölümde lineer olmayan çoklu mertebeli kesirli türev içeren diferansiyel 

denklemlerin çok noktalı başlangıç-sınır değer problemlerinin, 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayında 

yaklaşık çözümlerini elde etmek için ek bazlı Legendre doğuran çekirdek metodu 

kullanılacaktır. 

İlk önce 𝐿 lineer operatörü, 

𝐿: 𝑃𝜌
𝑚[0,1]  → 𝐿𝜌

2 [0,1] 

𝐿𝑢(𝑥) = 𝑎0(𝑥) 𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑢(𝑥) + 𝑎1(𝑥) 𝐷𝑎

𝑐 𝛽𝑢(𝑥) + 𝑎2(𝑥)𝑢(𝑥)                                               (5.3) 

şeklinde tanımlanır. Böylece (5.1) ve (5.2) denklemleri: 

𝐿𝑢 = 𝐹(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝑢′(𝑥)) 

𝑢(0) = 𝜇0, 𝑢(𝜗) = 𝜇1, 𝑢(1) = 𝜇2                                                                                         (5.4) 
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olarak ifade edilebilir. 

Burada 𝐿’nin sınırlı bir lineer operatör olduğunu göstermek kolaydır. (5.4) denkleminin 

𝑃𝜌
𝑚[0,1]  uzayında yaklaşık çözümünün oluşturulması için bu uzayın polinom bazlı 

𝐾𝑦
𝑚(𝑥) doğuran çekirdek fonksiyonu bulunmalıdır. 

(5.1) denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1] fonksiyon uzayında ek bazlı Legendre doğuran çekirdek 

metodu kullanılarak yaklaşık çözümü verilecektir. Burada  

𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 〈𝐿∗𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥), 𝐾𝑥

𝑚(𝑦)〉𝑃𝜌𝑚[0,1] 

              = 〈𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥), 𝐿𝑦𝐾𝑥

𝑚(𝑦)〉𝐿𝜌2 = 𝐿𝑦𝐾𝑥
𝑚(𝑦)|

𝑦=𝑥𝑖
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1                      (5.5) 

ve 𝜓𝑖(𝑥) = 𝑥
𝑖−1, 𝑖 ≥ 𝑚 olduğu da kabul edilecektir. 𝐿∗, 𝐿’nin adjoint operatörüdür. 

Her sabit 𝑚 ve 𝑥𝑖 ∈ (0,1) için 𝜓𝑖 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] dir. 

Teorem 5.1. (5.1) ve (5.2) denklemleri için, eğer {𝑥𝑖}𝑖=1
𝑚−1 ifadesi (0,1) aralığında 

(𝑚 − 1) tane farklı nokta ise o zaman 𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 𝐿𝑦𝐾𝑦
𝑚(𝑥)|

𝑦=𝑥𝑖
yazılır. 

İspatı daha önceki bölümlerde yapılanlara benzer şekilde gösterilebilir. 

Teorem 5.2. {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  ifadesi için (0,1) aralığında faklı noktalar olsun. O zaman {𝜓𝑖}i=1

∞  

dizisi 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayın tam sistemidir. 

İspat. Her sabit 𝑦 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] için  

〈𝑢(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1] = 0,   𝑖 = 1,2… 

olsun. Bunun anlamı 𝑖 = 1,2… için  

〈𝑢(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1] = 〈𝑢(𝑥), 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1] 

                                     = 〈𝐿𝑢(𝑥), 𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2  

                                     = 𝐿𝑢(𝑥𝑖) = 0. 
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𝐿−1 ters operatörün varlığından 𝑢 ≡ 0 olduğu sonucuna varılır. Bu nedenle {𝜓𝑖}𝑖=1
∞ , 

𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayın tam sistemidir. Bu ispatı tamamlar. □ 

Teorem 5.2.’den L-RKM de sonlu farklı nokta kullanımının yeterli olduğunu ve klasik 

RKM de olduğu gibi yoğun bir diziye ihtiyaç duyulmadığını gösterir. L-RKM 

yönteminde 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayının {�̅�𝑖}𝑖=1

∞  ortonormal sistemi, {𝜓𝑘}𝑖=1
∞ ifadesi kullanılarak 

Gram-Schmidt ortogonalizasyon sürecinden aşağıda belirtilen şekilde  

�̅�𝑖(𝑥) = ∑𝛽𝑖𝑘
𝑚𝜓𝑘(𝑥), (𝛽𝑖𝑖

𝑚 > 0, 𝑖 = 1,2,3… ),                                                        (5.6)

𝑖

𝑘=1

 

elde edilir. 𝛽𝑖𝑘
𝑚 ortogonalizasyon katsayısıdır. 

Not 5.1. Kullanılan bu yeni yöntemde 𝑚 − 1 tane baz (5.6)’dan gelirken 3 tane ek baz 

sisteme eklenip sınır şartları sağlanır. Böylece sistemde 𝑚 + 2 tane baz fonksiyonu 

kullanılmaktadır.  

Teorem 5.3. {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  ifadesi (0,1) aralığında farklı noktalar olsun. (5.1)’de verilen 

denklemin tam çözümü 𝑢𝑚(𝑥), 

𝑢𝑚(𝑥) = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚𝐹(𝑥𝑘 , 𝑢(𝑥𝑘), 𝑢

′(𝑥𝑘))�̅�𝑖(𝑥) +∑ 𝛾𝑖

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥)                                  (5.7)

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

 

şeklindedir. 

İspat. 𝑢𝑚 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] olduğu için Teorem 5.2.’den yararlanılarak  

𝑢𝑚(𝑥) =∑(〈𝑢𝑚(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]�̅�𝑖(𝑥)

∞

𝑖=1

 

yazılabilir. Ayrıca (5.1) denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayında tam çözümü olan 𝑢𝑚(𝑥),  

𝑢𝑚(𝑥) =∑(〈𝑢𝑚(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]�̅�𝑖(𝑥))

∞

𝑖=1
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             = ∑(〈𝑢𝑚(𝑥),∑𝛽𝑖𝑘
𝑚𝜓𝑘(𝑥) 

𝑖

𝑘=1

〉𝑃𝜌𝑚[0,1] �̅�𝑖
𝑚(𝑥)

𝑚−1

𝑖=1

) +∑〈𝑢𝑚(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]�̅�𝑖(𝑥) +∑〈𝑢𝑚(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝑢𝑚(𝑥), 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]�̅�𝑖(𝑥) +∑〈𝑢𝑚(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝐿𝑢𝑚(𝑥), 𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2 �̅�𝑖(𝑥) +∑〈𝑢𝑚(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝐹(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝑢′(𝑥)), 𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2 �̅�𝑖(𝑥) +∑ 𝛾𝑖

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥)   

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

𝐹(𝑥𝑘 , 𝑢(𝑥𝑘), 𝑢
′(𝑥𝑘))�̅�𝑖(𝑥) +∑ 𝛾𝑖

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥). 

şeklinde elde edilir. Bu ispatı tamamlar. □  

Ele aldığımız (5.1) denklemine ait 3 tane başlangıç-sınır şartı olduğu için 3 tane ek baz 

gerekmektedir. Daha sonra başlangıç-sınır şartları yerine yazılarak 𝛾1, 𝛾2 ve 𝛾3 

bilinmeyen katsayıları bulunur. Dolayısıyla 𝑢𝑚(𝑥) yaklaşık çözüm, 𝑢(𝑥) tam 

çözümünün sonlu 𝑚 + 2 teriminden  

𝑢𝑚(𝑥) = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

𝐹(𝑥𝑘, 𝑢(𝑥𝑘), 𝑢
′(𝑥𝑘))�̅�𝑖(𝑥) + 𝛾1�̅�𝑚(𝑥) + 𝛾2�̅�𝑚+1(𝑥)

+ 𝛾3�̅�𝑚+2(𝑥)                                                                                                  (5.8) 

şeklinde elde edilir. 

(5.1) denklemi lineer ise ek bazlı L-RKM yöntemi ile yaklaşık çözüm (5.8) 

denkleminden bulunur. Fakat lineer değilse aşağıda verilen iteratif süreç kullanılarak 

yaklaşık çözüm elde edilir. 
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5.2. İteratif Sürecin Oluşturulması 

Ele alınan denklemin lineer olmama durumunda aşağıda verilen iteratif süreç 

kullanılacaktır. Bu durumda öncelikle 𝑢𝑚 iteratif dizi oluşturulur 

𝐿𝑣𝑚,𝑛(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑢𝑚,𝑛−1(𝑥),  𝑢′𝑚,𝑛−1(𝑥)) 

𝑢𝑚,𝑛(𝑥) = 𝑃𝑚+2𝑣𝑚,𝑛(𝑥).                                                                                                        (5.9) 

Buradaki 𝑃𝑚+2: 𝑃𝜌
𝑚[0,1] → 𝑠𝑝𝑎𝑛{�̅�1, �̅�2, … �̅�𝑚−1, �̅�𝑚, �̅�𝑚+1, �̅�𝑚+2} ortogonal 

projeksiyon operatör olup 𝑣𝑚,𝑛(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] ise (5.9) eşitliğinin 𝑛. iteratif yaklaşık 

çözümüdür. Burada her bir iterasyonda 𝛾1,𝑛, 𝛾2,𝑛, 𝛾3,𝑛 katsayıları değişmektedir. 

Teorem 5.4. {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  dizisi (0,1) aralığında farklı noktalardan oluşsun o halde 

𝑣𝑚,𝑛(𝑥) = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

𝐹 (𝑥𝑘, 𝑢𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘),  𝑢′𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘)) �̅�𝑖(𝑥) +∑ 𝛾𝑖,𝑛

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥). (5.10) 

İspat. 𝑣𝑚,𝑛(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] olduğu için {�̅�𝑖

𝑚(𝑥)}𝑖=1
∞ , 𝑃𝜌

𝑚[0,1] uzayında tam sistemdir, 

𝑣𝑚,𝑛(𝑥) =∑〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]�̅�𝑖(𝑥)

∞

𝑖=1

 

             = ∑ 〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥),∑𝛽𝑖𝑘
𝑚𝜓𝑘(𝑥) 

𝑖

𝑘=1

〉𝑃𝜌𝑚[0,1] �̅�𝑖(𝑥) +∑〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥)

𝑚−1

𝑖=1

 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]�̅�𝑖(𝑥) +∑〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝐿
∗𝐾𝑥𝑘

𝑚(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]�̅�𝑖(𝑥) +∑〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝐿𝑣𝑚,𝑛(𝑥), 𝐾𝑥𝑘
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2 �̅�𝑖(𝑥) +∑〈𝑣𝑚,𝑛(𝑥), �̅�𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥) 
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            = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝐹 (𝑥, 𝑢𝑚,𝑛−1(𝑥), 𝑢′𝑚,𝑛−1(𝑥))𝐾𝑥𝑘
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2 �̅�𝑖(𝑥) +∑ 𝛾𝑖,𝑛

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥)   

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

𝐹 (𝑥𝑘, 𝑢𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘), 𝑢′𝑚,𝑛−1(𝑥𝑘)) �̅�𝑖(𝑥) +∑ 𝛾𝑖,𝑛

∞

𝑖=𝑚

�̅�𝑖(𝑥). 

Bu durum ispatı tamamlar. □ 

𝑢𝑚,0(𝑥) = 0 alınarak iteratif süreç başlatılır (𝑢𝑚,0(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] olacak şekilde 

herhangi bir sabit alınabilir). 

𝑢𝑚,𝑛(𝑥) = 𝑃𝑚+2𝑣𝑚,𝑛(𝑥) 

                = ∑∑𝛽𝑖𝑘
𝑚

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

𝐹(𝑥𝑘 , 𝑢(𝑥𝑘), 𝑢
′(𝑥𝑘))�̅�𝑖(𝑥) + 𝛾1,𝑛�̅�𝑚(𝑥) + 𝛾2,𝑛�̅�𝑚+1(𝑥)

+ 𝛾3,𝑛�̅�𝑚+2(𝑥)    𝑛 = 1,2, …                                                                    (5.11) 

Lineer olmayan problemde her bir iterasyon için 𝛾𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2,3 değerleri değişmekte 

olup iterasyon sürecinin her aşamasında verilen başlangıç-sınır şartları (5.11) 

denkleminde yerine yazılarak  𝛾𝑠,𝑛 değerleri bulunur. 

Örnek 5.1.  

Çoklu mertebeden kesirli türev içeren, lineer olmayan, üç noktalı başlangıç-sınır değer 

problemi 

𝐷𝛼0
𝑐 𝑢(𝑥) + (𝑥 + 1) 𝐷𝛽0

𝑐 𝑢(𝑥) + 𝑥𝑢(𝑥) − 𝑢2(𝑥) = 𝑓(𝑥),

1 < 𝛼 ≤ 2, 0 < 𝛽 ≤ 1.                                                                               (5.12) 

Denklemin başlangıç-sınır şartları 

𝑢(0) = 𝑢 (
1

2
) = 𝑢(1) = 0                                                                                                   (5.13) 

ve tam çözüm  



77 

 

𝑢(𝑥) = 𝑥 (𝑥 −
1

2
) (𝑥 − 1)                                                                                                    (5.14) 

olup 𝑓(𝑥) tam çözüm kullanılarak elde edilecek olup bilinen bir fonksiyondur [35]. 

İncelenen denklemin, ek baz kullanarak L-RKM yöntemiyle çözümü için 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 

𝑖 = 0,1, … , (𝑚 − 1) olarak alındı. Burada 𝑚, (0,1) aralığındaki hem nokta hem de baz 

sayısını ifade etmekte olup 𝑛 ise iterasyon sayısını göstermektedir. Denklemin çözümü 

için 𝑚 − 1 tane baz sistemden gelirken 3 tane başlangıç-sınır değer şartı olduğu için 3 

tane ek baz sisteme eklendi. Bu sayede toplamda 𝑚 + 2 tane baz denklemin yaklaşık 

çözümü için kullanıldı. Tablo 5.1. ve Tablo 5.2.’de farklı 𝛼 ve 𝛽 değerleri için mutlak 

hatalar karşılaştırılırken Tablo 5.3.’te ise 𝛼 = 1.75 ve 𝛽 = 0.75 için tam çözüm ile 

yaklaşık çözümün karşılaştırılması yapılıp Şekil 5.1 ile 𝑚 = 4, 𝑛 = 25 ve 𝛼 = 1.75,

𝛽 = 0.75 değerleri için hesaplanan 𝑢4
25(𝑥) yaklaşık çözüm ile tam çözümün 

karşılaştırma grafiği ile aynı parametreler için mutlak hata grafiği verildi.  

Tablo 5.1. Örnek 5.1.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 3, 𝑛 = 15 ve farklı 

𝛼, 𝛽 değerleri için hesaplanan mutlak hata değerleri 
 

𝒙 

𝜶 = 𝟐 

𝜷 = 𝟏 

𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝜷 = 𝟎. 𝟗 

𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝜷 = 𝟎. 𝟖 

𝜶 = 𝟏. 𝟕 

𝜷 = 𝟎. 𝟕 

𝜶 = 𝟏. 𝟔 

𝜷 = 𝟎. 𝟔 

𝟎 0 0 0 0 0 

𝟎. 𝟏 3.350 × 10−19 1.517 × 10−18 1.160 × 10−19 1.610 × 10−19 1.629 × 10−18 

𝟎. 𝟐 7.440 × 10−19 2.339 × 10−18 6.900 × 10−20 5.980 × 10−19 2.070 × 10−18 

𝟎. 𝟑 8.880 × 10−19 2.320 × 10−18 2.510 × 10−19 8.610 × 10−19 1.710 × 10−18 

𝟎. 𝟒 6.480 × 10−19 1.500 × 10−18 2.510 × 10−19 6.810 × 10−19 9.300 × 10−19 

𝟎. 𝟓 0 0 0 0 0 

𝟎. 𝟔 9.120 × 10−19 1.780 × 10−18 5.190 × 10−19 1.049 × 10−18 8.100 × 10−19 

𝟎. 𝟕 1.842 × 10−18 3.400 × 10−18 1.069 × 10−18 2.179 × 10−18 1.320 × 10−18 

𝟎. 𝟖 2.372 × 10−18 4.200 × 10−18 1.459 × 10−18 2.879 × 10−18 1.390 × 10−18 

𝟎. 𝟗 1.962 × 10−18 3.350 × 10−18 1.289 × 10−18 2.369 × 10−18 9.700 × 10−19 

𝟏 0 0 0 0 0 
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Tablo 5.2. Örnek 5.1.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 3, 𝑛 = 20 ve farklı 

𝛼, 𝛽 değerleri için hesaplanan mutlak hata değerleri 
 

𝒙 

𝜶 = 𝟐 

𝜷 = 𝟏 

𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝜷 = 𝟎. 𝟗 

𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝜷 = 𝟎. 𝟖 

𝜶 = 𝟏. 𝟕 

𝜷 = 𝟎. 𝟕 

𝜶 = 𝟏. 𝟔 

𝜷 = 𝟎. 𝟔 

𝟎 0 0 0 0 0 

𝟎. 𝟏 5.590 × 10−19 1.110 × 10−18 1.890 × 10−19 7.81 × 10−19 1.023 × 10−18 

𝟎. 𝟐 1.183 × 10−18 1.591 × 10−18 7.090 × 10−19 9.75 × 10−19 1.025 × 10−18 

𝟎. 𝟑 1.421 × 10−18 1.490 × 10−18 1.028 × 10−18 7.99 × 10−19 6.090 × 10−19 

𝟎. 𝟒 1.021 × 10−18 9.100 × 10−19 8.080 × 10−19 4.09 × 10−19 1.790 × 10−19 

𝟎. 𝟓 0 0 0 0 0 

𝟎. 𝟔 1.479 × 10−18 9.800 × 10−19 1.282 × 10−18 3.71 × 10−19 1.390 × 10−19 

𝟎. 𝟕 2.969 × 10−18 1.840 × 10−18 2.642 × 10−18 5.91 × 10−19 5.590 × 10−19 

𝟎. 𝟖 3.829 × 10−18 2.190 × 10−18 3.492 × 10−18 6.11 × 10−19 9.790 × 10−19 

𝟎. 𝟗 3.159 × 10−18 1.760 × 10−18 2.952 × 10−18 4.31 × 10−19 9.490 × 10−19 

𝟏 0 0 0 0 0 

Tablo 5.3. Örnek 5.1.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 4, 𝑛 = 25 ve 

𝛼 = 1.75, 𝛽 = 0.75 değerleri için hesaplanan 𝑢4
25(𝑥) yaklaşık çözüm, tam 

çözüm ve mutlak hata değerleri  

𝒙 𝒖𝟒
𝟐𝟓(𝒙) Tam Çözüm Mutlak Hata 

𝟎 0 0 0 

𝟎. 𝟏 0.0359999999999999699150 0.03600000000000000000 3.008 × 10−17 

𝟎. 𝟐 0.0479999999999999644740 0.04800000000000000000 3.552 × 10−17 

𝟎. 𝟑 0.0420000000000000008210 0.04200000000000000000 8.210 × 10−19 

𝟎. 𝟒 0.0240000000000000346210 0.02400000000000000000 3.462 × 10−17 

𝟎. 𝟓 0 0 0 

𝟎. 𝟔 −0.024000000000000150799 −0.02400000000000000000 1.507 × 10−16 

𝟎. 𝟕 −0.042000000000000407349 −0.04200000000000000000 4.073 × 10−16 

𝟎. 𝟖 −0.048000000000000661359 −0.04800000000000000000 6.613 × 10−16 

𝟎. 𝟗 −0.036000000000000666779 −0.03600000000000000000 6.667 × 10−16 

𝟏 0 0 0 
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Şekil 5.1. Örnek 5.1. için ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak a)  𝑚 = 4), 𝑛 = 25 ve 

𝛼 = 1.75, 𝛽 = 0.75 değerleri için hesaplanan 𝑢4
25(𝑥) yaklaşık çözüm ve 

tam çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 5, 𝑛 = 25 ve 𝛼 = 1.75, 𝛽 =
0.75 değerleri için mutlak hata grafiği 

Örnek 5.2.  

Çoklu mertebeden kesirli türev içeren, lineer olmayan, üç noktalı başlangıç-sınır değer 

problemi 

𝑥2 𝐷𝛼0
𝑐 𝑢(𝑥) + (𝑥2 − 1) 𝐷𝛽0

𝑐 𝑢(𝑥) + 𝑥3𝑢(𝑥) − 𝑢(𝑥)𝑢′(𝑥) − 𝑢3(𝑥) = 𝑓(𝑥),    

 1 < 𝛼 ≤ 2,   0 < 𝛽 ≤ 1.                                                                                                       (5.15) 

Denklemin başlangıç-sınır şartları 

𝑢(0) = 𝑢 (
3

5
) = u(1) = 0                                                                                                    (5.16) 

ve tam çözüm  

𝑢(𝑥) = 𝑥 (𝑥 −
3

5
) (𝑥 − 1)                                                                                                    (5.17) 

olup 𝑓(𝑥) tam çözüm kullanılarak elde edilecek olup bilinen bir fonksiyondur [35]. 
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Alınan denklemin ek baz kullanarak L-RKM yöntemiyle çözümü için 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 

𝑖 = 0,1, … , (𝑚 − 1) olarak seçildi. Denklemin çözümü için 𝑚 − 1 tane baz sistemden 

gelirken, 3 tane başlangıç-sınır değer şartı olduğu için 3 tane ek bazı sisteme biz 

ekledik. Bu sayede toplamda 𝑚 + 2 baz denklemin yaklaşık çözümü için kullanıldı. 

Tablo 5.4. ve Tablo 5.5.’te farklı 𝛼 ve 𝛽 değerleri için mutlak hatalar karşılaştırılırken 

Tablo 5.6.’da ise 𝛼 = 1.75 ve 𝛽 = 0.75 için yaklaşık çözüm ile tam çözümün 

karşılaştırılması yapılıp Şekil 5.2. ile 𝑚 = 4, 𝑛 = 25 ve 𝛼 = 1.75, 𝛽 = 0.75 değerleri 

için hesaplanan 𝑢4
25(𝑥) yaklaşık çözüm ve tam çözümün karşılaştırılma grafiği ile aynı 

parametreler için mutlak hata grafiği verildi. 

Tablo 5.4. Örnek 5.2.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 3, 𝑛 = 15 ve farklı 

𝛼, 𝛽 değerleri için hesaplanan mutlak hata değerleri 

𝒙 𝜶 = 𝟐 

𝜷 = 𝟏 

𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝜷 = 𝟎. 𝟗 

𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝜷 = 𝟎. 𝟖 

𝜶 = 𝟏. 𝟕 

𝜷 = 𝟎. 𝟕 

𝜶 = 𝟏. 𝟔 

𝜷 = 𝟎. 𝟔 

𝟎 0 0 0 0 0 

𝟎. 𝟏 4.142 × 10−18 1.535 × 10−17 5.510 × 10−17 2.198 × 10−16 8.444 × 10−16 

𝟎. 𝟐 5.146 × 10−18 1.916 × 10−17 6.068 × 10−17 2.229 × 10−16 7.701 × 10−16 

𝟎. 𝟑 4.340 × 10−18 1.624 × 10−17 4.234 × 10−17 1.311 × 10−16 3.340 × 10−16 

𝟎. 𝟒 2.730 × 10−18 1.037 × 10−17 1.900 × 10−17 3.262 × 10−17 6.859 × 10−17 

𝟎. 𝟓 1.130 × 10−18 4.379 × 10−18 2.970 × 10−18 1.809 × 10−17 2.039 × 10−16 

𝟎. 𝟔 0 0 0 0 0 

𝟎. 𝟕 4.800 × 10−19 1.931 × 10−18 9.070 × 10−18 7.402 × 10−17 4.541 × 10−16 

𝟎. 𝟖 3.600 × 10−19 1.561 × 10−18 2.262 × 10−17 1.576 × 10−16 9.074 × 10−16 

𝟎. 𝟗 9.000 × 10−20 2.610 × 10−19 2.657 × 10−17 1.708 × 10−16 9.473 × 10−16 

𝟏 0 0 0 0 0 
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Tablo 5.5. Örnek 5.2.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 3, 𝑛 = 20 ve farklı 

𝛼, 𝛽 değerleri için hesaplanan mutlak hata değerleri 

𝒙 𝜶 = 𝟐 

𝜷 = 𝟏 

𝜶 = 𝟏. 𝟗 

𝜷 = 𝟎. 𝟗 

𝜶 = 𝟏. 𝟖 

𝜷 = 𝟎. 𝟖 

𝜶 = 𝟏. 𝟕 

𝜷 = 𝟎. 𝟕 

𝜶 = 𝟏. 𝟔 

𝜷 = 𝟎. 𝟔 

𝟎 0 0 0 0 0 

𝟎. 𝟏 1.820 × 10−19 6.800 × 10−19 2.250 × 10−19 2.520 × 10−19 4.500 × 10−20 

𝟎. 𝟐 7.700 × 10−20 1.797 × 10−18 6.460 × 10−19 8.000 × 10−20 4.100 × 10−19 

𝟎. 𝟑 9.900 × 10−20 2.580 × 10−18 9.600 × 10−19 5.000 × 10−19 8.900 × 10−19 

𝟎. 𝟒 2.090 × 10−19 2.590 × 10−18 9.800 × 10−19 7.100 × 10−19 1.020 × 10−18 

𝟎. 𝟓 1.790 × 10−19 1.670 × 10−18 6.500 × 10−19 5.300 × 10−19 7.100 × 10−19 

𝟎. 𝟔 0 0 0 0 0 

𝟎. 𝟕 2.910 × 10−19 1.920 × 10−18 7.700 × 10−19 7.400 × 10−19 9.500 × 10−19 

𝟎. 𝟖 4.910 × 10−19 3.380 × 10−18 1.340 × 10−18 1.380 × 10−18 1.640 × 10−18 

𝟎. 𝟗 5.410 × 10−19 3.150 × 10−18 1.260 × 10−18 1.330 × 10−18 1.630 × 10−18 

𝟏 0 0 0 0 0 

Tablo 5.6. Örnek 5.2.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 4, 𝑛 = 25 ve 

𝛼 = 1.75, 𝛽 = 0.75 değerleri için hesaplanan 𝑢4
25((𝑥) yaklaşık çözüm, tam 

çözüm ve mutlak hata değerleri  

𝒙 𝒖𝟒
𝟐𝟓(𝒙) Tam Çözüm Mutlak Hata 

𝟎 0 0 0 

𝟎. 𝟏 0.045000000000000002253 0.045000000000000000000 2.253 × 10−18 

𝟎. 𝟐 0.063999999999999990974 0.064000000000000000000 9.026 × 10−18 

𝟎. 𝟑 0.062999999999999991061 0.063000000000000000000 8.939 × 10−18 

𝟎. 𝟒 0.048000000000000002281 0.048000000000000000000 2.281 × 10−18 

𝟎. 𝟓 0.025000000000000010681 0.025000000000000000000 1.068 × 10−18 

𝟎. 𝟔 0 0 0 

𝟎. 𝟕 −0.021000000000000036859 −0.021000000000000000000 3.685 × 10−17 

𝟎. 𝟖 −0.032000000000000086539 −0.032000000000000000000 8.653 × 10−17 

𝟎. 𝟗 −0.027000000000000103759 −0.027000000000000000000 1.037 × 10−16 

𝟏 0 0 0 
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a)                                                                   b)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 5.2. Örnek 5.2. için ek bazlı L-RKM 

yöntemi kullanarak a)  𝑚 = 4, 𝑛 = 25 ve 𝛼 = 1.75, 𝛽 = 0.75 değerleri 

için hesaplanan 𝑢4
25((𝑥) yaklaşık çözüm ve tam çözümün karşılaştırılma 

grafiği b) 𝑚 = 4, 𝑛 = 25 ve 𝛼 = 1.75, 𝛽 = 0.75 değerleri için mutlak hata 

grafiği 
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6. BÖLÜM 

KESİRLİ MERTEBEDEN VOLTERRA VE FREDHOLM İNTEGRO- 

DİFERANSİYEL DENKLEMLERİNİN EK BAZLI LEGENDRE DOĞURAN 

ÇEKİRDEKLİ HİLBERT UZAYI METODU (L-RKM) İLE ÇÖZÜMÜ 

İntegro-diferansiyel denklemler, fizik, biyoloji, elektrokimya, kimya, ekonomi, 

elektromanyetik, kontrol teorisi ve viskoelastisite gibi mühendislik ve bilimsel 

disiplinlerde ortaya çıkan, birçok dinamiğin tanımlanması için verimlilik sağlayan 

önemli bir denklem türüdür. Diferansiyel ve integral denklemlerin bir kombinasyonu 

olan dördüncü mertebeden integro-diferansiyel denklemlerin sınır değer problemleri 

akışkanlar dinamiği, biyolojik modeller, kimyasal kinetik, biyomekanik, 

elektromanyetik, elastikiyet, elektrodinamik, ısı ve kütle transferi ve oskilasyon teorisi 

gibi birçok alanda sıklıkla kullanılmaktadır [117-120]. 

İntegro-diferansiyel denklemlerin analitik olarak çözümlerini bulmak oldukça güçtür. 

Bu nedenle lineer ve lineer olmayan integro-diferansiyel denklemlerin yaklaşık 

çözümünü elde etmek için birçok yöntem kullanıldı. Behiry, Adomian polinomları ile 

diferansiyel transform metodunu [121], Heris, modifiye edilmiş Laplace Adomian 

ayrıştırma metodunu [122], Wang, varyasyonel iterasyon yöntemini [123], Yeganeh ve 

arkadaşları Sinc-collocation metodunu [124], Dehghan, Chebyshev sonlu fark yöntemini 

[125], Rashed, Lagrange inrerpolasyon yöntemini [126], Maleknejad ve Mahmoudi 

Taylor polinomlarını [127], Maleknejad ve arkadaşları rasyonelleştirilmiş Haar 

fonksiyonları metodunu [128], Abbasbandy ve Taati, operasyonel Tau metodunu [129], 

Biazar ve arkadaşları, homotopi pertürbasyon yöntemini [130] kullanarak başarılı 

sonuçlar elde etmişlerdir. İntegro-diferansiyel denklemlerinin yaklaşık çözümü için 

daha farklı yöntemler de kullanıldı [131-133]. 

Doğuran çekirdek teorisi, lineer olmayan Fredholm integro-diferansiyel denklem 

sistemleri, lineer olmayan operatör denklemler, lineer olmayan kısmi diferansiyel 

denklemler, ikinci tip Wiener-Hopf denklemleri, lineer olmayan Abel integral 

denklemleri gibi lineer ve lineer olmayan birçok denklemde başarılı bir şekilde 

kullanıldı [134-138]. Doğuran çekirdek teorisinin kullanıldığı daha birçok başarılı 

çalışma bulunmaktadır [139-145].  
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Bu bölümde, diğer bölümlerde aşina olduğumuz L-RKM yöntemi farklı bir teknikle 

kullanılacaktır. Diğer bölümlerde kullanılan denklemlerin sınır şartları homojen ya da 

sınır şartlarını homojenleştirildikten sonra çözülmekteydi, burada dördüncü mertebeden 

kesirli türev içeren lineer ve lineer olmayan Volterra ve Fredholm integro-diferansiyel 

denklemlerinin sınır değer problemlerini, sınır şartları homojenleştirilmeden ek baz 

kullanarak L-RKM ile çözülecektir. 

Volterra integro-diferansiyel denklemi ve başlangıç sınır şartları  

{
𝐷𝑢𝛼(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 𝑢, 𝑢

′, 𝑢′′, 𝑢′′′) + ∫𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓2(𝑢, 𝑢
′)𝑑𝑡 , 𝑥 ∈ (0, 𝑏)

𝑥

𝑎

 3 < 𝛼 ≤ 4

𝑢(0) = 𝛽0, 𝑢
′′(0) = 𝛽1, 𝑢(𝑏) = 𝛽2, 𝑢

′′(𝑏) = 𝛽3                                                     

      (6.1) 

Fredholm integro-diferansiyel denklemi ve başlangıç sınır şartları  

{
 

 
𝐷𝑢𝛼(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 𝑢, 𝑢

′, 𝑢′′, 𝑢′′′) + ∫𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓2(𝑢, 𝑢
′)𝑑𝑡 , 𝑥 ∈ [0,1],

1

0

 3 < 𝛼 ≤ 4   

𝑢(𝑎) = 𝛽0, 𝑢
′(𝑎) = 𝛽1, 𝑢(𝑏) = 𝛽2, 𝑢

′(𝑏) = 𝛽3                                                          

   (6.2) 

şeklinde ifade edilir.  𝑖 = 0,1,2,3 için 𝛽𝑖 sabit sayı olup 𝑘(𝑥, 𝑡), [0,1] × [0,1] de sürekli  

fonksiyondur.  

6.1. Legendre Doğuran Çekirdek Metodu (L-RKM) 

Bu alt bölümde lineer ve lineer olmayan kesirli mertebeden türev içeren Volterra ve 

Fredholm integro-diferansiyel denklemlerinin, sınır değer problemlerinin 𝑃𝜌
𝑚[0,1] 

uzayında yaklaşık çözümlerini elde etmek için Legendre doğuran çekirdek metodu 

kullanılacaktır. 

Ele alınan Volterra integro-diferansiyel denklemi ve Fredholm integro-diferansiyel 

denklemi sırasıyla  

𝐷𝛼𝑢(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝑢′(𝑥), 𝑢′′(𝑥), 𝑢′′′(𝑥), 𝑇1𝑢(𝑥)), 0 < 𝑥 < 1, 3 < 𝛼 ≤ 4             (6.3) 

𝐷𝛼𝑢(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝑢′(𝑥), 𝑢′′(𝑥), 𝑢′′′(𝑥), 𝑇2𝑢(𝑥)), 0 < 𝑥 < 1, 3 < 𝛼 ≤ 4             (6.4) 
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şeklindedir. (6.3) ve (6.4)’te ifade edilen 𝑢(𝑥), 𝑢′(𝑥), 𝑢′′(𝑥), 𝑢′′′(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1]  olup 

𝑇1𝑢(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓2(𝑢(𝑡), 𝑢
′(𝑡))𝑑𝑡

𝑥

𝑎
, 𝑇2𝑢(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓2(𝑢(𝑡), 𝑢

′(𝑡))𝑑𝑡
1

0
,   ve 

𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑧 = 𝑧(𝑥), 𝑤1 = 𝑤1(𝑥),𝑤2 = 𝑤2(𝑥),𝑤3 = 𝑤3(𝑥) ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1], 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ 𝐿𝜌
2 [0,1] dir.  

İlk önce her iki integro-diferansiyel denklem için 𝐿 lineer operatörü  

𝐿: 𝑃𝜌
𝑚[0,1] → 𝐿𝜌

2 [0,1] 

𝐿𝑢(𝑥) = 𝐷𝑎
𝑐 𝛼𝑢(𝑥)                                                                                                                    (6.5) 

şeklinde seçilir. 

Önceki bölümlerde 𝐿 nin sınırlı bir lineer operatör olduğunu göstermiştik. (6.3) 

denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayında yaklaşık çözümünün oluşturulması için bu uzayın 

polinom bazlı 𝐾𝑦
𝑚(𝑥) doğuran çekirdek fonksiyonu bulunmalıdır. 

Not 6.1. Burada teorik analizler Volterra integro-diferansiyel denklemine göre 

yapılacak olup, Fredholm integro-diferansiyel denklemi için de teorik analiz benzer 

şekilde yapılabilir. 

(6.1) denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1] fonksiyon uzayında ek bazlı Legendre doğuran çekirdek 

metodu kullanılarak yaklaşık çözümü verilecektir. Problemin çözümünün varlık ve 

tekliği kabul edilecek olup 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayı, (0,1) aralığında sınır şartlarını 

sağlamamaktadır. Ayrıca  

𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 〈𝐿∗𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥), 𝐾𝑥

𝑚(𝑦)〉𝑃𝜌𝑚[0,1] 

              = 〈𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥), 𝐿𝑦𝐾𝑥

𝑚(𝑦)〉𝐿𝜌2 = 𝐿𝑦𝐾𝑥
𝑚(𝑦)|

𝑦=𝑥𝑖
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 − 1                          

ve 𝜓𝑖(𝑥) = 𝑥
𝑖−1, 𝑖 ≥ 𝑚 olduğu kabul edilecektir. 𝐿∗, 𝐿’nin adjointidir. Her sabit 𝑚 ve 

𝑥𝑖 ∈ [0,1] için 𝜓𝑖 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] dir. 
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Teorem 6.1. (6.3) denklemi için, eğer {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  ifadesi (0,1) aralığında farklı noktalar ise 

o zaman 𝜓𝑖(𝑥) = 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥) = 𝐿𝑦𝐾𝑥
𝑚(𝑦)|

𝑦=𝑥𝑖
. 

İspatı daha önceki bölümlerde yapılanlara benzer şekilde gösterilebilir. 

Teorem 6.2. {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  ifadesi (0,1) aralığında farklı noktalar olsun. O zaman {𝜓𝑖}𝑖=1

∞  

dizisi 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayın tam sistemidir. 

İspat. Her sabit 𝑢 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] için 

〈𝑢(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1] = 0,   𝑖 = 1,2, … 

olsun. Bunun anlamı 𝑖 = 1,2, … için  

〈𝑢(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1] = 〈𝑢(𝑥), 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1] 

                                     = 〈𝐿𝑢(𝑥), 𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2  

                                     = 𝐿𝑦(𝑥𝑖) = 0. 

𝐿−1 ters operatörün varlığından 𝑢 ≡ 0 olduğu sonucuna varılır. Bu nedenle {𝜓𝑖}𝑖=1
∞ , 

𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayın tam sistemidir. Bu ispatı tamamlar. □ 

Teorem 6.2., ek bazlı L-RKM de sonlu farklı noktanın kullanımının yeterli olduğunu ve 

klasik RKM de olduğu gibi yoğun bir diziye ihtiyaç duyulmadığını gösterir. Ek bazlı L-

RKM yönteminde, {𝜓𝑖}𝑖=1
∞  ifadesi Gram-Schmidt ortogonalizasyon sürecinde 

kullanılarak 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayının {𝜓

𝑖
}
𝑖=1

∞
 ortonormal sistemi, aşağıda belirtilen şekilde  

𝜓
𝑖
(𝑥) = ∑𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥), (𝛽𝑖𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2,3… ),                                                         (6.6)

𝑖

𝑘=1

 

elde edilir. 𝛽𝑖𝑘 ortogonalizasyon katsayısıdır. 
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Not 6.2. Kullanılan bu yeni yöntemde 𝑚 − 1 tane baz (6.6) denkleminden gelirken 4 

tane ek baz sisteme eklenip sınır şartları sağlanır. Bu sayede sistemde 𝑚+ 3 tane baz 

fonksiyonu kullanılmaktadır.  

Teorem 6.3. {𝑥𝑖}𝑖=1
∞  ifadesi (0,1) aralığında farklı noktalar olsun. (6.3)’te verilen 

denklemin tam çözümü 𝑢𝑚(𝑥), 

𝑢𝑚(𝑥) = ∑∑𝛽𝑖𝑘𝐹(𝑥𝑘 , 𝑢(𝑥𝑘), 𝑢
′(𝑥𝑘), 𝑢

′′(𝑥𝑘), 𝑢
′′′(𝑥𝑘), 𝑇1𝑢(𝑥𝑘))𝜓𝑖(𝑥)

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

+∑ 𝛾𝑖

∞

𝑖=𝑚

𝜓
𝑖
                                                                                                       (6,7) 

şeklindedir. 

İspat. 𝑢𝑚 ∈ 𝑃𝜌
𝑚[0,1] olduğu için Teorem 6.2.’den yararlanarak  

𝑢𝑚(𝑥) =∑(〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]𝜓𝑖(𝑥)

∞

𝑖=1

 

yazılabilir. Ayrıca (6.3) denkleminin 𝑃𝜌
𝑚[0,1] uzayında tam çözümü olan 𝑢𝑚(𝑥), 

aşağıdaki gibi elde edilir. 

𝑢𝑚(𝑥) =∑(〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]𝜓𝑖(𝑥))

∞

𝑖=1

 

             = ∑(〈𝑢𝑚(𝑥),∑𝛽𝑖𝑘𝜓𝑘(𝑥) 

𝑖

𝑘=1

〉𝑃𝜌𝑚[0,1]𝜓𝑖(𝑥)

𝑚−1

𝑖=1

) +∑〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

𝜓
𝑖
(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑘(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]𝜓𝑖(𝑥) +∑〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

𝜓
𝑖
(𝑥) 

             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝑢𝑚(𝑥), 𝐿
∗𝐾𝑥𝑖

𝑚(𝑥)〉𝑃𝜌𝑚[0,1]𝜓𝑖(𝑥) +∑〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

𝜓
𝑖
(𝑥) 
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             = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝐿𝑢𝑚(𝑥), 𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2𝜓𝑖(𝑥) +∑〈𝑢𝑚(𝑥), 𝜓𝑖(𝑥)〉

∞

𝑖=𝑚

𝜓
𝑖
(𝑥) 

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

〈𝐹(𝑥, 𝑢(𝑥), 𝑢′(𝑥), 𝑢′′(𝑥), 𝑢′′′(𝑥), 𝑇1𝑢(𝑥)), 𝐾𝑥𝑖
𝑚(𝑥)〉𝐿𝜌2𝜓𝑖(𝑥)

+∑ 𝛾𝑖

∞

𝑖=𝑚

𝜓
𝑖
(𝑥)   

            = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

𝐹(𝑥𝑘 , 𝑢(𝑥𝑘), 𝑢
′(𝑥𝑘), 𝑢

′′(𝑥𝑘), 𝑢
′′′(𝑥𝑘), 𝑇1𝑢(𝑥𝑘))𝜓𝑖(𝑥)

+∑ 𝛾𝑖

∞

𝑖=𝑚

𝜓
𝑖
(𝑥). 

Bu ispatı tamamlar. □ 

Ele alınan (6.3) ve (6.4) denklemlerine ait 4 tane sınır şartı olduğundan 4 tane ek bazın 

eklenmesi gerekir ve sınır şartları yerine yazılarak lineer denklemler için 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 ve 𝛾4 

bilinmeyen katsayıları bulunur. Dolayısıyla 𝑢𝑚(𝑥) yaklaşık çözüm, 𝑢(𝑥) tam 

çözümünün sonlu 𝑚 + 3 teriminden  

𝑢𝑚(𝑥) = ∑∑𝛽𝑖𝑘

𝑖

𝑘=1

𝑚−1

𝑖=1

𝐹(𝑥𝑘, 𝑢(𝑥𝑘), 𝑢
′(𝑥𝑘), 𝑢

′′(𝑥𝑘), 𝑢
′′′(𝑥𝑘), 𝑇1𝑢(𝑥𝑘))𝜓𝑖(𝑥) + 𝛾1𝜓𝑚(𝑥)

+ 𝛾2�̅�𝑚+1
𝑚 (𝑥) + 𝛾3�̅�𝑚+2

𝑚 (𝑥) + 𝛾4�̅�𝑚+3
𝑚 (𝑥)                                             (6.8) 

elde edilir. 

Not 6.3. (6.3) denklemi lineer ise ek bazlı L-RKM yöntemi ile yaklaşık çözüm (6.8) 

denkleminden bulunur fakat lineer değil ise daha önceki bölümde verilen iteratif sürecin 

benzeri (6.8) denklemi için de kullanılacaktır. Lineer olmayan problemde her bir 

iterasyon için 𝛾𝑠,𝑛 (𝑠 = 1,2,3,4) değerleri değişmekte olup, iterasyon sürecinin her 

aşamasında yeni𝛾𝑠,𝑛 değerleri bulunup bir sonraki iterasyona aktarılır. 

Örnek 6.1.   
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Dördüncü mertebeden kesirli türev içeren lineer Volterra integro-diferansiyel denklemi. 

𝐷𝛼𝑢(𝑥) = 𝑥(1 + 𝑒𝑥) + 3𝑒𝑥 + 𝑢(𝑥) − ∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡    0 < 𝑥 < 1,       3 < 𝛼 ≤ 4

𝑥

0

 

sınır şartları 

𝑢(0) = 1,   𝑢′′(0) = 2, 𝑢(1) = 1 + 𝑒,   𝑢′′(1) = 3𝑒 

ve 𝛼 = 4 için tam çözüm 𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥𝑒𝑥 şeklinde ifade edilir [144].  

Alınan denklemin ek baz kullanılarak L-RKM yöntemiyle çözümü için 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 

𝑖 = 0,1, … , (𝑚 − 1) olarak alındı. 𝑚, (0,1) aralığındaki hem nokta hem de baz sayısını 

ifade etmekte olup 𝑚 − 1 tane baz sistemden gelirken 4 tane sınır şartı olduğu için 4 

tane ek bazı sisteme eklendi. Toplamda 𝑚 + 3 baz ile incelenen denklemin farklı 𝛼 

değerlerinde 𝑚 = 7 için yaklaşık değerleri bulunup tablo ve grafiklerle gösterildi. 

𝑚 = 7 için 𝛾𝑖, 𝑖 = 1,2,3,4 değerlerinin değişim tablosu verildi.   

Tablo 6.1. Örnek 6.1.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 7 ve farklı 𝛼 

değerleri için hesaplanan yaklaşık çözümler ile 𝛼 = 4 için yaklaşık çözüm, 

tam çözüm ve mutlak hata değerleri 

 

𝒙 
𝜶 = 𝟑.𝟖 𝜶 = 𝟑.𝟗 𝜶 = 𝟒 

    Tam Çözüm 

(𝜶 = 𝟒) 

Mutlak Hata 

 (𝜶 = 𝟒) 

𝟎. 𝟏 1.11451296811026 1.112621288666486 1.110517046346279 1.110517091807564 4.546 × 10−8 

𝟎. 𝟐 1.251747423104280 1.248224286973852 1.244280463514345 1.244280551632033 8.811 × 10−8 

𝟎. 𝟑 1.415032953978463 1.410298108097953 1.404957517343828 1.404957642272800 1.249 × 10−7 

𝟎. 𝟒 1.608350900190870 1.602914412438139 1.596729726101880 1.596729879056508 1.529 × 10−7 

𝟎. 𝟓 1.836374621615915 1.830782931722656 1.824360465730824 1.824360635350064 1.696 × 10−7 

𝟎. 𝟔 2.104533378237897 2.099321855435146 2.093271107797011 2.093271280234305 1.724 × 10−7 

𝟎. 𝟕 2.419089595781681 2.414739798790654 2.409626736480074 2.409626895229333 1.587 × 10−7 

𝟎. 𝟖 2.787231923831191 2.784130457365996 2.780432616935802 2.780432742793974 1.258 × 10−7 

𝟎. 𝟗 3.217181061106566 3.215580106973511 3.213642728098380 3.213642800041254 7.194 × 10−8 
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Tablo 6.2. Örnek 6.1.’de 𝑚 = 7 için hesaplanan 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 ve 𝛾4 değerleri 
𝜸𝟏 𝜸𝟐 𝜸𝟑 𝜸𝟒 

1.6205717968334814560 −0.99548551955552237878 0.77859436011887114677 −0.61139807628145488159 

a) b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.1 Örnek 6.1.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak a) 𝑚 = 7 ve 𝛼 = 4 için 

yaklaşık çözüm ile tam çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 7 için mutlak 

hata grafiği 

Örnek 6.2.  

Dördüncü mertebeden kesirli türev içeren lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel 

denklemi 

𝐷𝛼𝑢(𝑥) = 1 + ∫𝑒−𝑡𝑢2(𝑡)𝑑𝑡    0 < 𝑥 < 1,      3 < 𝛼 ≤ 4

𝑥

0

 

sınır şartları  

𝑢(0) = 1,    𝑢′′(0) = 1, 𝑢(1) = 𝑒,   𝑢′′(1) = 𝑒   

ve 𝛼 = 4 için tam çözüm 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥 şeklinde ifade edilir [144].  

Ele alınan denklemin ek bazlı L-RKM yöntemiyle çözümü için. 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 𝑖 =

0,1, … , (𝑚 − 1) olarak alındı. 𝑚, (0,1) aralığındaki hem nokta hem de baz sayısını ifade 

etmekte olup 𝑛 ise iterasyon sayısını temsil etmektedir. 𝑚 = 7, 𝑛 = 20 alınarak farklı 𝛼 
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değerleri için 𝑢7
20(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak hata tablosu yapıldı. 

İterasyon sürecinde değişen 𝛾𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2,3,4 değerlerinin değişim tablosu verildi.   

 Tablo 6.3. Örnek 6.2.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 7, 𝑛 = 20 ve farklı 

𝛼 değerleri için hesaplanan 𝑢7
20(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak 

hata değerleri  

 

Tablo 6.4. Örnek 6.2.’de 𝑚 = 7, 𝑛 = 20 için hesaplanan 𝛾1,𝑛, 𝛾2,𝑛, 𝛾3,𝑛 ve 𝛾4,𝑛 değerleri 

 

 

 

𝒙 

             𝒖𝟕
𝟐𝟎(𝒙) 

           𝜶 = 𝟑. 𝟖 

    𝒖𝟕
𝟐𝟎(𝒙) 

     𝜶 = 𝟑. 𝟗 

                  𝒖𝟕
𝟐𝟎(𝒙) 

                  𝜶 = 𝟒    
Tam Çözüm 

    (𝜶 = 𝟒)       (𝜶 = 𝟒) 
Mutlak Hata 

𝟎. 𝟏 1.10593585846065 1.10558570254487 1.10517089636118 1.10517091807564 2.171 × 10−8 

𝟎. 𝟐 1.22282232695311 1.22217601548752 1.22140271617243 1.22140275816016 4.198 × 10−8 

𝟎. 𝟑 1.35175733460533 1.35089872352941 1.34985874827101 1.34985880757600 5.930 × 10−8 

𝟎. 𝟒 1.49399246735440 1.49301963293877 1.49182462541302 1.49182469764127 7.222 × 10−8 

𝟎. 𝟓 1.65093801514142 1.64995193028360 1.64872119116527 1.64872127070012 7.953 × 10−8 

𝟎. 𝟔 1.82417319008818 1.82326849666727 1.82211872030014 1.82211880039050 8.009 × 10−8 

𝟎. 𝟕 2.01545877433934 2.01471620931542 2.01375263475658 2.01375270747047 7.271 × 10−8 

𝟎. 𝟖 2.22675263760468 2.22623235750487 2.22554087206323 2.22554092849246 5.642 × 10−8 

𝟎. 𝟗 2.46022718228955 2.45996304320901 2.45960307982560 2.45960311115694 3.133 × 10−8 

𝒏 𝜸𝟏 𝜸𝟐 𝜸𝟑 𝜸𝟒 

𝟏 1.2441995212230805082 −0.85673706330285457304 0.72803800200382351839 −0.60244789680430913114 

𝟐 1.2459226550079328779 −0.86070390541826975382 0.73233121630744915497 −0.60409089033951011214 

𝟑 1.2459366819496998044 −0.86073619189138976681 0.73236587961072555873 −0.60410408095811273807 

𝟒 1.2459367954682982639 −0.86073645315816477115 0.73236616003925591994 −0.60410418765962165279 

𝟓 1.2459367963867114911 −0.86073645527191693409 0.73236616230801919269 −0.60410418852287136237 

𝟔 1.2459367963941417588 −0.86073645528901789580 0.73236616232637425250 −0.60410418852985534418 

𝟕 1.2459367963942019108 −0.86073645528915632568 0.73236616232652281826 −0.60410418852991187094 

𝟖 1.2459367963942023920 −0.86073645528915743529 0.73236616232652401309 −0.60410418852991232607 

𝟗 1.2459367963942023776 −0.86073645528915740681 
0.73236616232652398920 −0.60410418852991231764 

𝟏𝟎 1.2459367963942024087 −0.86073645528915747277 0.73236616232652405344 −0.60410418852991234153 

𝟏𝟏 1.2459367963942023551 −0.86073645528915736054 0.73236616232652394482 −0.60410418852991230090 

𝟏𝟐 1.2459367963942023844 −0.86073645528915742091 0.73236616232652400148 −0.60410418852991232186 

𝟏𝟑 1.2459367963942023854 −0.86073645528915742287 0.73236616232652400425 −0.60410418852991232309 

𝟏𝟒 1.2459367963942023972 −0.86073645528915745001 
0.73236616232652403154 −0.60410418852991233310 

𝟏𝟓 1.2459367963942024150 −0.86073645528915748418 0.73236616232652406042 −0.60410418852991234364 

𝟏𝟔 1.2459367963942024566 −0.86073645528915757231 0.73236616232652414523 0.604104188529912374911 

𝟏𝟕 1.2459367963942023952 −0.86073645528915744443 
0.73236616232652402568 −0.60410418852991233107 

𝟏𝟖 1.2459367963942024073 −0.86073645528915747068 0.73236616232652405295 −0.60410418852991234165 

𝟏𝟗 1.2459367963942023933 −0.86073645528915743854 0.73236616232652401739 −0.60410418852991232775 

𝟐𝟎 1.2459367963942023874 −0.86073645528915742700 0.73236616232652400853 −0.60410418852991232485 
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a) b) 

 

Şekil 6.2 Örnek 6.2.’de ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak a) 𝑚 = 7, 𝑛 = 20 ve 

𝛼 = 4 için yaklaşık çözüm ile tam çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 7, 

𝑛 = 20 ve 𝛼 = 4 için mutlak hata grafiği 

Örnek 6.3.  

Dördüncü mertebeden kesirli türev içeren lineer Fredholm integro-diferansiyel denklemi 

𝐷𝑢𝛼(𝑥) = 4𝑒𝑥 + 1 + 𝑢(𝑥) − ∫𝑢(𝑡)𝑑𝑡,    0 ≤ 𝑥 ≤ 1

1

0

,     3 < 𝛼 ≤ 4 

sınır şartları 

𝑢(0) = 1,  𝑢′(0) = 1, 𝑢(1) = 1 + 𝑒,  𝑢′(1) = 2𝑒 

𝛼 = 4 için tam çözüm ise 𝑢(𝑥) = 1 + 𝑥𝑒𝑥 şeklinde ifade edilir [145]. Yukarıda ifade 

edilien Fredholm denkleminin ek bazlı L-RKM yöntemiyle çözümü için 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 

𝑖 = 0,1, … , (𝑚 − 1) olarak alındı. 𝑚 = 7 ve farklı 𝛼 değerleri için yaklaşık değerleri 

bulunup tam çözümle karşılaştırma yapılarak tablo ve grafiklerle gösterildi. 𝑚 = 7 için 

𝛾𝑖, 𝑖 = 1,2,3,4 değerlerinin değişim tablosu verildi.   
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Tablo 6.5. Örnek 6.3.’te ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 7 ve farklı 𝛼 

değerleri için hesaplanan yaklaşık çözümler ile 𝛼 = 4 için yaklaşık çözüm, 

tam çözüm ve mutlak hata değerleri  

Tablo 6.6. Örnek 6.3.’te 𝑚 = 7  için hesaplanan γ1, γ2, γ3 ve γ4 değerleri 
𝜸𝟏 𝜸𝟐 𝜸𝟑 𝜸𝟒 

1.6205718463858205021 −0.99548562249960733137 0.77859446203127477427 −0.61139811537587374758 

a) b) 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.3 Örnek 6.3.’te ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak a) 𝑚 = 7 ve 𝛼 = 4 için 

yaklaşık çözüm ile tam çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 7 için mutlak 

hata grafiği 

Örnek 6.4.  

Dördüncü mertebeden kesirli türev içeren lineer olmayan Fredholm integro-diferansiyel 

denklemi 

𝒙 

              
  𝜶 = 𝟑. 𝟖 

 

     𝜶 = 𝟑. 𝟗              𝜶 = 𝟒              (𝜶 = 𝟒) 

Tam Çözüm Mutlak Hata 

 (𝜶 = 𝟒) 

𝟎. 𝟏 1.11087152832480 1.11069892936192 1.11051709065470 1.11051709180756 1.152 × 10−9 

𝟎. 𝟐 1.24535723835491 1.24483699693760 1.24428054764657 1.24428055163203 3.985 × 10−9 

𝟎. 𝟑 1.40675541191570 1.40589197718632 1.40495763488979 1.40495764227280 7.383 × 10−9 

𝟎. 𝟒 1.59901608147162 1.59792419176984 1.59672986869528 1.59672987905650 1.036 × 10−8 

𝟎. 𝟓 1.82678130007609 1.82563203357898 1.82436062299336 1.82436063535006 1.235 × 10−8 

𝟎. 𝟔 2.09544902025021 2.09442235288905 2.09243090814293 2.09327126713882 1.309 × 10−8 

𝟎. 𝟕 2.41125035941044 2.41049242539878 2.40887832910415 2.40962688288519 1.234 × 10−8 

𝟎. 𝟖 2.78134265934682 2.78092460707740 2.77992864050307 2.78043273313348 9.660 × 10−9 

𝟎. 𝟗 3.21391531250610 3.21379383217674 3.21364279548491 3.21364280004125 4.556 × 10−9 
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𝐷𝑢𝛼(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1 − 𝑒 + ∫𝑒−𝑡𝑢2(𝑡)𝑑𝑡,   0 < 𝑥 < 1,    3 < 𝛼 ≤ 4

1

0

 

sınır şartları 

𝑢(0) = 1, 𝑢′(0) = 1,  𝑢(1) = 𝑒, 𝑢′(1) = 𝑒 

tam çözüm 𝛼 = 4 için  𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥 şeklinde ifade edilir [145].  

Ele alınan denklem, ek bazlı L-RKM yöntemiyle çözüldü. 𝑥𝑖 =
𝑖+0.3

𝑚
, 𝑖 = 0,1, … , (𝑚 −

1) olarak alındı. 𝑚 = 7, 𝑛 = 20 alınarak farklı 𝛼 değerleri için 𝑢7
20(𝑥) yaklaşık çözüm, 

tam çözüm ve mutlak hata tablosu yapılıp grafiklerle gösterildi. İterasyon sürecinde 

değişen 𝛾𝑠,𝑛, (𝑠 = 1,2,3,4) değerlerinin değişim tablosu verildi  

Tablo 6.7. Örnek 6.4.’te ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak 𝑚 = 7, 𝑛 = 20 ve farklı 

𝛼 değerleri için hesaplanan 𝑢7
20(𝑥) yaklaşık çözüm, tam çözüm ve mutlak 

hata değerleri 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

𝒙 

              𝒖𝟕
𝟐𝟎(𝒙) 

            𝜶 = 𝟑. 𝟖 

    𝒖𝟕
𝟐𝟎(𝒙) 

𝜶 = 𝟑. 𝟗 

   𝒖𝟕
𝟐𝟎(𝒙) 

𝜶 = 𝟒           (  𝜶 = 𝟒) 
    Tam Çözüm Mutlak Hata 

 (𝜶 = 𝟒) 

𝟎. 𝟏 1.10524159689325 1.10520789833453 1.10517091616623 1.10517091807564 1.909 × 10−9 

𝟎. 𝟐 1.22161302190476 1.22151396183660 1.22140275162742 1.22140275816016 6.532 × 10−9 

𝟎. 𝟑 1.35020294770812 1.35004241424337 1.34985879531642 1.34985880757600 1.225 × 10−8 

𝟎. 𝟒 1.49225371009526 1.49205550758277 1.49182468003305 1.49182469764127 1.760 × 10−8 

𝟎. 𝟓 1.64916630490136 1.64896285851501 1.64872124934221 1.64872127070012 2.135 × 10−8 

𝟎. 𝟔 1.82251055278835 1.82233373718005 1.82211877775241 1.82211880039050 2.263 × 10−8 

𝟎. 𝟕 2.01403769529534 2.01391134240427 2.01375268665686 2.01375270747047 2.081 × 10−8 

𝟎. 𝟖 2.22569586763149 2.22562919248214 2.22554091316778 2.22554092849246 1.532 × 10−8 

𝟎. 𝟗 2.45964750986571 2.45962950461517 2.45960310464975 2.45960311115694 6.507 × 10−9 
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Tablo 6.8. Örnek 6.4.’te 𝑚 = 7, 𝑛 = 20 için hesaplanan 𝛾1,𝑛, 𝛾2,𝑛, 𝛾3,𝑛 ve 𝛾4,𝑛 değerleri 

a) b) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 6.4 Örnek 6.4.’te ek bazlı L-RKM yöntemi kullanarak a) 𝑚 = 7, 𝑛 = 20 ve 

𝛼 = 4 için yaklaşık çözüm ile tam çözümün karşılaştırılma grafiği b) 𝑚 = 7, 

𝑛 = 20 ve 𝛼 = 4 için mutlak hata grafiği 

Ek bazlı L-RKM ile yaklaşık çözümleri bulunan lineer Volterra ve Fredholm integro-

diferansiyel denklemlerinde 𝑚 = 7 nokta sayısı ve 𝑛 = 20 iterasyonla sonuçlar 

tablolarla verildi. Nokta ve iterasyon sayısı artırıldıkça elde edilen sonuçlar 𝛼 = 4 için 

𝒏 𝜸𝟏 𝜸𝟐 𝜸𝟑 𝜸𝟒 

𝟏 1.2454379860516901424 −0.85896381928461996649 0.73028777726018597889 −0.60354822895498095190 

𝟐 1.2459354242250435521 −0.86073156210993516875 0.73236042040872499806 −0.60410265532132561837 

𝟑 1.2459368045487817733 −0.86073646735749267638 0.73236617171349419893 −0.60410419377960155287 

𝟒 1.2459368083830032177 −0.86073648098314067072 0.73236618768929427314 −0.60410419805308432333 

𝟓 1.2459368083936538328 −0.86073648102098969257 0.73236618773367149516 −0.60410419806495510870 

𝟔 1.2459368083936834178 −0.86073648102109482876 0.73236618773379476524 −0.60410419806498808311 

𝟕 1.2459368083936835000 −0.86073648102109512079 0.73236618773379510764 −0.60410419806498817470 

𝟖 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512164 0.73236618773379510863 −0.60410419806498817496 

𝟗 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512160 0.73236618773379510858 −0.60410419806498817495 

𝟏𝟎 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512161 0.73236618773379510860 −0.60410419806498817495 

𝟏𝟏 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 −0.60410419806498817496 

𝟏𝟐 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 −0.60410419806498817496 

𝟏𝟑 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 −0.60410419806498817496 

𝟏𝟒 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512160 0.73236618773379510858 −0.60410419806498817495 

𝟏𝟓 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 −0.60410419806498817496 

𝟏𝟔 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512163 0.73236618773379510862 −0.60410419806498817496 

𝟏𝟕 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512160 0.73236618773379510858 −0.60410419806498817495 

𝟏𝟖 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512162 0.73236618773379510861 −0.60410419806498817496 

𝟏𝟗 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512161 0.73236618773379510860 −0.60410419806498817495 

𝟐𝟎 1.2459368083936835002 −0.86073648102109512162 0.73236618773379510861 −0.60410419806498817496 
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elde edilen tam çözüme daha da yaklaşacaktır. Bulunan sonuçlar, az nokta ve az 

iterasyon sayısı ile yöntemin gayet başarılı ve etkili olduğunu göstermektedir.   
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7. BÖLÜM 

TARTIŞMA SONUÇ VE ÖNERİLER 

Kesirli mertebeden türev sayesinde mühendislik, fizik, akışkanlar dinamiği, akışkanlar 

mekaniği, dinamik sistemler, kontrol teorisi, ısı transferi, petrol sanayisi gibi birçok 

bilim alanında yapılan çalışmalarda modellenen yapının davranışlarını ve süreci daha iyi 

ifade ettiği görüldü. 

Bu tez çalışmasında, kesirli mertebeden türev içeren diferansiyel denklemlerin yaklaşık 

çözümlerinin sonlu ve sonsuz boyutlu doğuran çekirdekli Hilbert uzaylarında bulunması 

amaçlandı. Tezin 3. bölümünde Bagley-Torvik denklemine Klasik doğuran çekirdekli 

Hibert uzayı (K-RKM) metodu ile Legendre doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodu 

(L-RKM) uygulanarak iki yöntem arasında karşılaştırma yapılırken 4. Bölümde Troesch 

denklemine K-RKM ile L-RKM uygulanıp daha önce literatürde var olan sonuçlarla 

karşılaştırdı. Doğuran çekirdekli Hilbert uzayı metodunun uygulanabilir olması için 

başlangıç ve sınır şartlarının homojen olması gerekmektedir fakat 5. bölümde L-RKM 

yöntemine yeni bir bakış açısı getirilerek ek baz eklenip, çoklu mertebeden türev içeren 

çok noktalı lineer olmayan model denklemlere uygulanarak yaklaşık sonuçlar elde 

edildi. Son bölümde ise lineer ve lineer olmayan Volterra ve Fredholm integro-

diferansiyel denklemleri ek bazlı L-RKM yöntemiyle homojenleştirilmesine gerek 

kalmadan denklemlerin yaklaşık sonuçlarını elde edildi.  

Elde edilen sonuçlardan metotların etkili ve kullanışlı olduğu sonucuna varılmıştır. 

Kullanılan metotlarla değişik türden kesir mertebeli adi ve integro-diferansiyel 

denklemlere uygulanabileceği düşünülebilir. 
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