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OZET

Bu c¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, fark denklemlerinin 6nemi
ve uygulama alan ile ilgili genel bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde, fark denklemleri
ve fark denklem sistemleri ile ilgili yapilan ¢aligmalardan bahsedilmistir. Ardindan

fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler

verilmistir. Ucgiincii béliimde,
ay bz CX
Xn+1=ayn+—n1 yn+1=lBZn+—n’zn+1:7/Xn+—n’ r]EI\IO' fark
Yn _ﬁzn—l Z, = 7% X, —aYn,

denklem sistemi tanimlanarak katsayilarin durumuna gore 10 alt durumda ¢6ziimler

elde edilmistir. Dordiincii boliimde ise sonug ve Oneriler verilmistir.
Anahtar kelimeler: Fark Denklemi, Fark denklem sistemi.
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ABSRACT

This study consists of four sections. In the first section, general information about the
importance of difference equations and their application area is given. In the second
section, studies on difference equations and system of difference equations are
mentioned. Then, general definitions and theorems about difference equations and
systems of difference equations are given. In the third chapter, the solitions of

ay bz CX
Xy =Y, + . ’ yn+1=IBZn+—ﬂ’Zn+1:7/xn+—n nENov

Yn _ﬁzn—l Z, = 7% X, =AYy,

are obtained in 10 sub-cases according to the condition of the coefficients. In the

fourth section, results and discussions are given.
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1. BOLUM
1.1. GIRIS

Fark denklemleri bazen iirete¢ fonksiyonlarindan bazen diferansiyel denklemlerin
niimerik yaklasimlardan dogabildigi gibi bazen de fiziksel bir olayin matematiksel modeli
olarak ortaya cikar [23]. Ornegin bir canlidaki veya bir doga olaymndaki degisikler genellikle
diferansiyel denklemle hesaplanir. Hesaplamalarda, mertebesi birden biiyiikk olan lineer
olmayan diferansiyel denklemler biiyiik 6nem tasir. Bu tiir denklemler biyoloji, fizik,
geometri, finans vb. alanlarda sikilikla karsimiza ¢ikar. Ancak diferansiyel denklemlerinin
analitik ¢ozlimlerini bulmak o kadar kolay degildir. Bu yilizden diferansiyel denklem yerine
fark denklemlerini kullanmak daha da 6nem tasir. Bu nedenle fark denklemleri matematigin
her dalinda karsimiza ¢ikar ve 6nemi goz ardi edilemez. Fark denklemlerin hesabi diferansiyel
denklemin hesab1 kadar eskidir, fakat onun kadar gelismis degildir. Ornegin; bir tiir
popiilasyon modeli, balik hasadi, kirmizi kan hiicrelerinin iiretimi, havalandirma hacmi ve kan
karbondioksit seviyeleri, basit bir salgin modeli gibi daha bir¢cok konu iizerinde incelemeler
fark denklem sistemleriyle yapilmaktadir. Son zamanlarda kararli bir kontrol sisteminin
kararsiz  hale geldigi fizyolojik  bozukluklarla  birlikte dinamik hastaliklarla

iligkilendirilmistir.Bu konudaki ilk makaleler Mackey ve Glass’a aittir.

Sabit katsayili lineer fark denklemlerin teorik olarak ¢oziilebilir oldugu bilinmektedir ve
cozliimler i¢in ilk ¢alismalar de Moivre, Bernoulli ve Lagrange tarafindan yapilmistir. Fark
denklemleriyle ilgili temel bilgiler hemen hemen her kitapta bulunabilir. Denklemler teorik
olarak coziilebilir ancak pratik olarak ¢oziilebilir degildir. Genellikle derecesi biiyiik polinom
denklemleri ¢6zmek zordur. Sabit katsayili homojen lineer fark denklemlerin polinom
denklemlerle iliskili oldugu bilinmektedir ve ¢dziimlerinin zor oldugu da sdylenebilir. Ote
yandan lineer olmayan fark denklemleri ve sistemleri igin ¢dzlimleri bulmak daha da zordur.
Lineer olmayan fark denklemler ve sistemlerinin neredeyse kii¢iik bir boliimiiniin doniistimler
yardimiyla ¢oziimleri bilinen denklemler ya da sistemlere indirgenerek ¢oziilebilir olmasi son
zamanlarda oldukca fazla ilgi gormektedir. Dahasi bilgisayarlarin ve programlarin ¢ikmasiyla
¢ozilebilir fark denklemleri ve sistemlerinin {izerindeki g¢alismalar artmistir. Bazi bilim

insanlar1 bunlar1 kullanarak yeni ¢6ziilebilir fark denklemleri ve sistemleri elde etmistir [34].



Biyoloji, fizik, finans vb. alanlarda karsimiza ¢ikan bazi 6rnekler su sekildedir;

Hasat Modeli: Belli bir yasaya gore stirekli ¢ogalan ve yeterli beslenme kaynaklarina
sahip olan bir balik tiiri hakkinda bulunan model F, , =rF (1-F),1<r <3, seklindedir;

= = r=-1 .. ..
burada F  balik sayisin1 gostermektedir. Bu denklemin F =0ve F:r— gibi iki denge
r
¢oziimii vardir. Bunlardan ilki kararsiz ikincisi kararlidir. Her hasat doneminde sabit bir h >0

sayis1 kadar balik toplandigi kabul edilsin. Boyle bir durumda balik tiiri hakkindaki denklem

F.. =F, (1-F,)—h denklemine doniisiir.

n+.

E(l)(h):i[(r—l)— (r-1y —4rh},

Bu denklemin er iki denge ¢Oziimii vardir. Bu
F @(h) :E[(r—l)+ (r-1) —4rh}

¢oziimlerin kararliliklari, f (X) =rX (1— X) -h olmak lizere

—(i)
d, (F ) D
A= T = —2rF() +r,i=12, yardimiyla  incelenebilir. A =1+ (r —1)2 —4rh

oldugundan ilk F® denge ¢oziimii her h>0 ve sabit r i¢in kararsizdir. Ikinci denge ¢oziimii

2
icin Aizl—w/(r—1)2—4rh olup |A|<1 0<h<h, dir. Burada h, =@’dir. Buna gore

4r
h hasat1 h, kritik degerinden daha kiigiik ise o zaman ikinci denge ¢oziimii kararlt olur. Aksi
durumda kararsizdir. Ote yandan, h=h_igin F "(h))=F ?(h,)= r2_—1 ve 0<h<h, igin
r

0<F W(h)<F ®(h)°dir. Hasat etkisini belirlemek icin hasat éncesi ve sonrast denge
coziimlerini irdelemek gerekir. Daha oOnceden bu ¢oziimlerin kararli olup olmadiklar
vurgulandi buna gdre F (1)(0) ve E(z)(O) denge noktalarmin hasat sonucu yer degistirdigi
ancak kararlilik oOzelliklerini koruduklart ortaya ¢ikmuis bulunuyor. Ayrica 0<h<h,
araliginda bir hasat toplamak, yani balik¢ilig1 siirdiirebilmek icin baslangigtaki F, balik sayis:
r-1

-1
ET3 <k < - seklinde olmalidir. Aksi durumda, balik tiirii yok olmaya mahkumdur. Diger
r r

taraftan, maksimum diizeyde hasattan sakinmak gerekir. Zira boyle bir durumda F, baslangi¢

degeri yar1 kararli denge noktasina indirgenir. Bu ise balik niifusunun tiikenme riski altinda
oldugunu gosterir [4].

Gerilla-Gerilla Modeli (GGM): Savasan iki gerilla kuvvetini gbz oniine alalim.



Operasyonel kaybin olmadig1 ve kuvvetlerin izole oldugu kabul edilsin. Son kabuliin anlama,
her iki kuvvet de disaridan ek kuvvet aliyor demektir. Bu durumda GG modeli

AXn =—0X, Yo
Ay, =-hx.y,,
veqre e AX g
formunu alir. Denklemler taraf tarafa boliniirse, - =1 veya gy,.,—hx, ., =ay, —hx,

n

bulunur. Buradan gy, —hx, =L’dir. Burada L =gy,—hx,=sabit olur. Eger L>0 ise Y
kazanir, L =0 ise her iki kuvvet yok olur, L <0 ise X kazanir [4].

1.2. Amag¢ ve Kapsam

Bu ¢aligmanin temel amaci, Stevo Stevig’in 2019 yilinda “On a Class of System of Rational
Secon-Order Difference Equation Solvable in Closed Form” isimli ¢alismasi1 olan

cy, dx

Xp =Y, +———,V,,, =bx, +————, neN,, iki boyutlu fark denklem sistemini ii¢
Yo — bXn—l Xn =Y
a bz CX
boyutlu x ., =ay, +¢, Vou=p2,+———,2,,=yX,+——,neN,, fark
Yn _ﬂzn—l Z,— VX1 X, —aY,,

denklem sistemine genisletip, genisletilen {i¢ boyutlu fark denklem sisteminin katsayilarinin

durumlarina gore ¢oziimlerini elde etmektir.



2. BOLUM
2.1 Kaynak Arastirmasi

Bu béliimde fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili literatiirde yapilmis olan

calismalardan bahsedilecektir.

Kulenovi¢ ve Nurkanovi¢ (2005), “Global Behavior of a Three-Dimensional Linear

Fractional System of Difference Equations” isimli ¢alismalarinda

_a+x, _CHY, _e+z,

=T - v Sl T N N’
b+y, d+z," ™ f+x =T

n+1 n+1

fark denklem sistemlerinin ¢dziimlerinin global asimptotik davraniglarini incelemislerdir.

Burada a,b,c,d,e, f parametreleri sifir olmayan pozitif reel sayilar ve X,,Y,,z, baslangic

sartlar1 negatif olmayan keyfi sabitlerdir. Ayrica parametrelerin farkli degerleri i¢in bu
sistemin pozitif denge noktalarinin bazi kosullar altinda global ¢ekimliligini de

incelemislerdir [27].

Andruch ve Migda (2006), “Further Properties of the Rational Recursive Sequence

= _ &1 ”ijsimli calismalarinda
" btex X,
" b+ox X, 0

ikinci mertebeden rasyonel fark denkleminin ¢oziimlerini ve ¢oziimlerin asimptotik

davranisini incelemislerdir. Burada a ve c pozitif parametreler, b negatif parametre ve x_,, x,

baslangic kosullar1 da negatif olmayan reel sayilardir [1].

Elsayed (2008),  “Qualitative Behavior of a Rational Recursive Sequence” isimli

caligmasinda

bx_x
Xy, =X, +———=— neN,,
cx, +dx. ,
X, X, baslangi¢ sartlar1 altinda ikinci mertebeden fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin

davranisini incelemistir. Ayrica bu denklemin birkag 6zel durumlarinin ¢éziimlerini vermistir.

Burada a,b,c ve d keyfi reel sabitlerdir [13].



Elsayed (2010), “Dynamics of Recursive Sequence of Order Two” isimli ¢alismasinda

=ax, +————,neN,,
cx, —dx, 4

fark denkleminin ¢oziimlerinin davranisini incelemistir. Burada X ,, X, baslangi¢ sartlar1 keyfi
reel sayilardir, a,b,c,d pozitif sabitlerdir ve cx, —dx , #0’dir. Ayrica bu denklemin birkag

0zel durumlarinin ¢6ziimlerini vermistir [12].

Elabbasy, El-Metwally ve Elsayed (2011) “Global Behavior of the Solutions of Some

Difference Equations” isimli ¢aligmasinda rzmax{l,k, p,q} negatif olmayan tam say1

olmak tizere X ., X ,,;,X ,,,,..., X, baslangi¢ sartlar1 altinda
ax. X
Xowa = = neN,,
bx, , —¢x, ,

fark denklemini g6z oniine almiglardir. Bu denklemin bazi 6zel durumlarinin ¢éziimlerinin

davranisini ve ¢oziimlerini elde etmislerdir. Burada a,b,c pozitif sabitlerdir [8].

Raouf (2012), “Global Behavior of the Rational Riccati Difference Equation of Order Two:

the General Case” isimli ¢alismasinda

,neN,,
X, XX

n nn-1

ikinci mertebeden Riccati fark denkleminin ¢6ziimlerinin asimptotik davranisi ve kararlilik
ozellikleri incelemistir. Burada parametreler a, b, ¢ ve X,, X, baslangic kosullari reel

sayilardir [33].

Stevic (2012), “On a Third Order System of Difference Equations” isimli ¢alismasinda

_ a:LXn—Z y _ a'2 yn—z _ aSZn—Z
- v Jn+l T ' Snsl T
blyn Zn—lxn—z + C1 bzznxn—lyn—z + CZ b3xn yn—lzn—z + C3

Xn+1 ,Ne NO'
ti¢ boyutlu tigiincii mertebeden sabit katsayili lineer olmayan fark denklem sistemini goz
oniine almistir. Burada katsayilar1 ve baslangic kosullari reel sabitlerdir. Bu sistemin

katsayilarinin durumuna gore ¢oziimlerini doniisiimler kullanarak elde etmistir [34].



Ibrahim ve Touafek (2013), “On a Third Order Rational Difference Equation with Variable

Coefficients” isimli caligsmalarinda

_ Xn—lxn—z ne N
- 1 0!
X, (8, +b,%, 41X, ,)

n“*n-1

Xn +1

rasyonel fark denkleminin ¢ozlimlerini incelemislerdir. Burada a,, b, iki periyotlu periyodik

reel dizi ve baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan reel sayilardir [22].

Ozkan ve Kurbanh (2013), “On a System of Difference Equations” isimli ¢alismalarinda

yn—2 y _ Xn—2 7 _ Xn—2 + yn—2
v Jn+l T ' Sn+l T '
(_:l'i X2 Yna Xy ) (_1i X2 Yna X, )

Xn+ -
' (_1i yn—2 Xn—lyn )

neN,

rasyonel fark denklem sisteminin periyodik ¢Oziimlerini incelemislerdir. Burada

X 00X 13 %0y Y00 Yoq, Yor 2.5, 24, 2, baslangig sartlari reel sabitlerdir [32].
Din (2013), “Dynamics of a Discrete Lotka-Volterra Model” isimli ¢alismasinda

_ % = BX Y o = Yo =E%Yn 1o N,,
1+ yx, 1+ny,

n+1

ayrik bir Lotka-Volterra modelinin denge noktalarini, denge noktalarmin lokal asimptotik
kararliligin1 ve denge noktalarinin global davranisini incelemistir. Burada «, f,7,0,&,n€R”
ve X,,Y, baslangic sartlari pozitif reel sayilardir. Ayrica tek pozitif denge noktasina

yakinsayan bir ¢0ziimiin yakinsama orani incelenmistir. Son olarak teorik sonuclar

desteklemek i¢in bazi niimerik drnekler vermistir [7].

Elsayed (2014), “On the Solutions and Periodic Nature of Some Systems of Difference
Equations” isimli ¢alismasinda
Xn—lyn—z _ yn—lzn—z

Yo =" - v =TT nENO’
yn—zizn Z +XI’]

n-2 —

X _ anlxnfz
n+l

Xn—ziyn
rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini incelemistir. Burada baslangig¢ kosullari

sifirdan farkli reel sayilardir [15].

Elsayed (2014), “Solution for Systems of Difference Equations of Rational Form of Order

Two” isimli ¢alismasinda



— Xn yn—2 y — yn anz
yn—l(ili Xn yn—z) "~ Xn—l(ili— yan—Z)

neN,,

n+1

fark denklem sisteminin ¢oziimlerini elde etmistir. Ayrica sistemin ¢dzlimlerinin

periyodikligini de incelemistir[14].

Stevic (2014), “On a Cyclic System of Difference Equations” isimli calismasinda

n

_ (x““))p o
XrLl:A_’_W’ le,k, nENO,
Xnl1

k-boyutlu fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin sinirliligini incelemistir. Burada A, p
ve ( pozitif sayilar ve j+i>K ise baz1 ] € {1, 2,..., k} ve ie {l, 2} igin x| xU"9 olarak

tanimlamustir [35].

Elsayed ve Ahmed (2014), “Dynamics of a Three-Dimensional Systems of Rational

Difference Equations” isimli ¢aligmalarinda

_ ynxn—z Al Zn yn—z Z XnZn—Z

= =——— Ne N
1 Jn+l T Tn+l 0
X * Zn—l yn—Z * Xn—l

X ,
n-2 — Z,, 2tz Yo

n+1

tic boyutlu rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini ve ¢dziimlerin periyodikligini
aragtirmiglardir. Burada iE{O,l, 2} igin X ,,Y,,Z; baslangi¢ kosullart sifir olmayan reel

sayilardir [16].

Tollu, Yazlik ve Taskara (2014), “On Fourteen Solvable Systems of Difference Equations”

isimli galismalarinda X, ve Yo baslangi¢ kosullari sifirdan farkl: reel sayilar olmak {izere

_1+p, 1+r

— n
n+1 v Yo = , NeNg,

On Sh

X

Riccati fark denklem sistemlerinin 16 durumdan 14 tanesi ¢6ziilmiis ve bunlardan 12 tanesi
Fibonacci sayilari ile iligskilendirmislerdir. Burada pp, Qn, n V€ Sn, X, Veya Y, dizilerinden
biridir [41].

El-Dessoky ve Elsayed (2015), “On a Solution of System of Three Fractional Difference

Equations” isimli ¢alismalarinda baslangi¢ kosullari sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere



_ X2 Yoo Zn o

zZ ,=——— neN
n+l ’ 0!
i1+ Zn—2 yn—lxn

fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini incelemislerdir [11].

Stevig, Iricanin ve Smarda (2015), “On a Close to Symmetric System of Difference

Equations of Second Order” isimli ¢alismalarinda

y n-1 y n-2 X n-1 X n-2

X = Yo =
Xn—l (an + bn yn—lyn—z ) yn—l (an + Bn Xn—lxn—2 )

n

, neNg,

rasyonel fark denklem sisteminin iyi tamimlanmig ¢oziimlerini elde etmislerdir. Burada
(an), (bn), (an) ve (,Bn) dizi ve ie{l, 2} icin X,y baslangic kosullari reel sabitlerdir.
Elde edilen ¢oziimleri kullanarak c¢oziimlerin asimptotik davranislarini da incelemislerdir

[36].

Stevi¢, Diblik, iricanin ve Smarda (2015), “On the System of Difference Equations

X X AT
X, = natnz = Yoskoo 2 iiml caligmalarinda
ay,, +by,, X, +OX
X X
Xn — n—lyn—2 , yn — yn—l n-2 , Ne NO’
ayn—2 + byn—l CXn—Z + an—l

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilir oldugunu gostermisler ve elde ettikleri

formiilleri kullanarak ¢6ziimlerin asimptotik davraniglarini incelemislerdir. Burada a,b,c,d

parametreler, i € {1, 2} i¢in X, Y ; baslangic sartlar1 reel sayilardir [38].

Stevig, Alghamdi, Alotaibi ve Elsayed (2015), “Solvable Product-Type System of Difference

Equations of Second Order” isimli ¢aligmalarinda

w2 z¢
_ _'n __“n
Zn+1_ b ’Wn+l_ d ’nENO’
Zn—l Wn—l

ikinci mertebeden carpilabilir tipteki iki boyutlu fark denklem sisteminin kapali formda
¢Oziilebildigini gostermislerdir. Burada a,b,c,d €eZ ve iE{O,l} icin Z ,,W,; baslangig

sartlar1 kompleks sayilardir [37].



Yazhk, Taskara ve Tollu (2016), “On the Solutions of a Three Dimensional System of

Difference Equation” isimli ¢aligmalarinda

— Xn yn—l — yn Zn—l — Zn Xn—l

b - v S+l T b yNe I\IO’
aOXn + Oyn—2 a1yn +blzn—2 aZZn + 2Xn—2

ti¢ boyutlu fark denklem sisteminin ¢oziimlerini doniisiimler kullanarak elde etmislerdir.

Burada i<{0,1,2} icin a,b, parametreler ve X,y z,; baslangic sartlar reel sayilardir.

1
Ayrica elde edilen ¢oziimlerin agik formlarindan sistemin iyi tanimli ¢dztimlerinin asimptotik

davranislarini da incelemislerdir [44].

Dekkar, Touafek ve Yazhk (2017), “Global Stability of a Third-Order Nonlinear System of
Difference Equations with Period-Two Coefficients ” isimli ¢alismalarinda

pn+yn qn+xn
N+l n+l ’nENO’

pn + yn—2 qn + Xn—z

tiglincli mertebeden periyodik katsayili rasyonel fark denklem sisteminin global davranigini
incelemiglerdir. Fark denklem sisteminin periyodikligini, smirliligini, yakinsaklik oranini,
asimptotik kararliligini, global ¢ekimliligini ve global asimptotik kararliligini incelemistir.

Burada {pn} ve {qn} pozitif sayilarim iki periyotlu dizileridir. Ayrica ie{0,1,2} i¢in X, Yy

baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan reel sayilardir [6].

Elsayed, Alotaibi ve Almaylabi (2017) “On a Solutions of Fourth Order Rational Systems of

Difference Equations” isimli ¢aligmalarinda

— yan—Z y — Xnyn—z , ner

n+1

yn + yn—S X, £ Xn—S

n+1

dordiincii  mertebeden fark denklem sisteminin ¢Oziimlerini elde etmislerdir. Burada

e {0,1, 2,3} i¢in X ;, Y ; baslangic sartlari sifirdan farkl keyfi reel sayilardir [17].

Halim (2018), “On the Solutions of a Second-Order Difference Equation in Terms of

Generalized Padovan Sequences ” isimli ¢calismasinda X ; ve X, baslangi¢ sartlar1 altinda

ax .+
=—n1 ﬁ, neN,,
VX Xn1

n+1



rasyonel fark denkleminin ¢oziimii, ¢6ziimlerin periyodikligi ve asimptotik davranigi iizerine

calismistir. Burada «, 8,y pozitif reel sayilardir [19].

Okumus ve Soykan (2018), “Dynamical Behavior of a System of Three-Dimensional Non
linear Difference Equations” isimli ¢alismalarinda AE(O,OO) ve i e {—1, 0} icin X,,Y.,,Z,

baslangi¢ kosullari pozitif reel sayilar olmak iizere

X Zn—l

,neNg,

n+1

= A+t Yoo = A+t Z,.=A+
Zﬂ Zn yn
fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararliligi, pozitif

¢oziimlerin periyodikligi, direnci ve sinirlart ¢alisilmistir [31].

Abo-Zeid ve Kamal (2019), “Global Behavior of Two Rational Third Order Difference

Equations” isimli ¢calismalarinda X ,, X ,, X, baslangic sartlar altinda

X X X X
=—012 neN, Ve X,,, =—""2— neN,,
X1~ X2 Xt X

n+1

iki fark denkleminin de iyi tanimli tiim ¢6ziimlerini ve ¢6ziimlerinin asimptotik davranislarini

incelemislerdir [2].

Stevi¢c (2019), “ On a Class of Systems of Rational Second-Order Difference Equations

Solvable in Closed Form” isimli ¢calismasinda

—Cy”x Yo = DX, PO ,neN,

X =Y, +
Y, ~b n—1 Xp =@

lineer olmayan fark denklem sistemini bilinen ¢6ziilebilir fark denklemine doniistiirerek
kapali bigimde ¢oziilebildigini gostermistir. Burada a,b,c,d parametreler ve X ,,%,, Y., Y,
baslangi¢ kosullari reel sayilardir. Ayrica (1)c=0;(2)d =0;(3)a=0;(4)b=0 ve (5)abcd =0

bes durumu incelemistir [45].

Stevic (2019), “Solvability of a One-Parameter Class of Nonlinear Second-Order Difference

Equations by Invariants” isimli galismasinda
X, —X,, +d

X, =X —2—"1— neN,,
X —X

n n-1
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tek parametreli lineer olmayan ikinci mertebeden fark denkleminin kapali formda
coziilebilirligini invaryantlar1 kullanarak gostermistir. Burada d,x ,,X, € C’dir. Ayrica,

herhangi bir mertebeden fark denklemleri i¢in yontemin nasil uygulanabilecegine dair genel

bir ipucu da vermistir [39].

Stevi¢c ve Tollu (2019) “Solvability of Eight Classes of Nonlinear Systems of Difference
Equations” isimli ¢alismalarinda
X = a+ pn—lqn—z _ a-+t IFr'lflsn72

n n

, neN,,
pn—l + qn—2 rn—l + Sn—2

ikinci mertebeden iki boyutlu fark denklem sistemlerinin sekiz alt durumu i¢in kotanjant

doniisimiinii kullanarak sisteminin ¢oziilebilirligini ve yar1 dongiilerini incelemislerdir.

Burada a€[0,+%), p,,q,,r,,S, dizileri x, ve y, dizilerinden herhangi biridir, j € {1,2} icin

n?’'n?

X_;,Y_; baslangi¢ kosullar1 pozitif reel sayilardir [40].

Elsayed ve Alzahrani (2019), “Periodicity and Solutions of Some Rational Difference
Equations Systems” isimli ¢alismalarinda
_ yn—lxn—z _— anlyn—z Z — Xn—lzn—z

= =—"=2"2 neN
1 Jn+l 1 Tn+l ! 0
Xn—2 T Zn yn—2 T Xn Zn—z * yn

n+1

ii¢ boyutlu tglincii mertebeden lineer olmayan rasyonel fark denklem sistemlerinin
coziimlerini bulmuslardir. Ayrica ¢ozlimlerin periyodikligini incelemisler ve sonuglari

destekleyen niimerik 6rnekler vermislerdir [18].

Tollu ve Yalginkaya (2019), “Global Behavior of a Three-Dimensional System of Difference

Equations of Order Three” isimli ¢aligsmalarinda

U, 4 A oW, 4

= 5 = —, = . ,neN,,
Bitrvi, B+ 7, W, B+ 7Us,

un+l ' Tn+l n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢dziimlerinin global davranislarini incelemislerdir. Burada
u,,v;,w,,i=012 baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar ve je{1,2,3} icin a;, ;7

parametreler ve p,q,r pozitif reel sayilardir [42].

Kara, Touafek ve Yazhk (2020) , “Well-Defined Solutions of a Three-Dimensional System

of Difference Equations” isimli ¢alismalarinda

11



ax.z by x cz
_ n n—l+ — yn n—1+a 7 — nyn—l_'_ﬂ, nGNO,

X
n+1 v Jn+l v fptl
Z,— ﬂ X, —V Y, —«

¢ boyutlu fark denklem sisteminin ¢oziimlerini elde etmislerdir. Ayrica ¢6ziimlerin
davranislarini incelemislerdir. Burada baslangi¢ kosullar1 ve a,b,c,a, 3,y sifirdan farkli reel

sayilardir [29].

Kara, Yazhk ve Tollu (2020), “Solvability of a System of Higer order Nonlinear Difference

Equations” isimli ¢caligmalarinda

dY, 4 Xy —aX 4 Xk Yn- ks
) - n—k 1
bX,_(ks1y +CYii BYn-ay ¥ 7%

X, =ay, , + neN,,

fark denklem sisteminin kapali formda ¢oziilebilecegini gostermislerdir. Burada k ve |

pozitif tam sayilar, a,b,c,d,a,,7,0 parametreleri reel sayilar, j=1k+I i¢in X Y

baslangi¢ sartlari, reel sayilardir. Ayrica | =1 igin ¢6ziimlerin asimptotik davraniglarini
incelemisler ve elde edilen ¢oztiimleri kullanarak iyi tanimli olmayan ¢oziimlerin kiimesini
elde etmislerdir [30].

Khelifa, Halim, Bouchair ve Berkal (2020), “On a System of Three Difference Equations of

Higer Order Solved in Terms of Lucas and Fibonacci Numbers” isimli ¢aligmalarinda

_ 1+2y, _ 1+2z, _ 1+2x,
34y, "™ 34z, 34X,

n+1 n+1 ,nENO,

yiiksek mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin genel ¢6ziimiiniin temsili ile ilgili teorik
bilgiler vermislerdir. Burada N, KeNj, X, X 10X Yoo Yorerreo Yor Zoxr Zoyarreeos Zo
baslangi¢ sartlar1 -3’ e esit olmayan keyfi reel sayilardir. Ayrica sistemin kapali formda

coziilebilir ve ¢ozlimlerin iyi bilinen Lucas ve Fibonacci sayilart ile iligkili oldugunu

gostermiglerdir [26].

Halim, Berkal ve Khelifa (2020), “On a Three-Dimensional Solvable System of Difference

Equations” isimli ¢aligmalarinda

__ g _ X _ Y
a+byz 0"

Xn +1

a+bz,x, ,
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fark denklem sisteminin ¢Oziimiinii elde etmislerdir. Burada a,b parametreler ve

X 1%, Y11 Yo» 24, Z, baslangic sartlari sifirdan farkl reel sayilardir [20].

Kara ve Yazlik (2020), “On a Solvable Three-Dimensional System of Difference Equations”

isimli ¢aligmalarinda

Zn—ZXn—3 _ Xn—2 yn—3 yn—ZZn—S

X, = Y = , 2, =—"="1=— nelN,,
aXn—S + byn—l Cyn—s + dzn—l

n

" ez, X,

ii¢c boyutlu fark denklem sisteminin ¢oziilebilirligini gostermislerdir. Burada a,b,c,d,e, f
parametreler ve ie{1,2,3} icin X,,Y;,Z, baslangi¢c sartlar1 reel sayilardir. Ayrica
¢ozlimlerin asimptotik davraniglari ile elde edilen formiiller kullanilarak sistemi tanimsiz

yapan baslangi¢ degerlerinin kiimesini bulmuslardir [23].

Akrour, Kara, Touafek ve Yazhk (2021), “Solutions Formulas for Some General Systems

of Difference Equations” isimli ¢alismalarinda

X, = fH(@g(y,) +bf (1) +cg(y,) +df (X, 5), neN,,
Yoo =97 (af (x,) +bg(y,,) +cf (x,,) +dg(y,). ne Ny,

ve

a b c d
X.,=Tf"]a+ + + ,NeNy,
[ 9(y))  9(ya) (%) g(yn)f(xn_l)g(yn_z)]

ylzg_l(a‘l' b + ¢ + d jynENo’
" fOx) ()90 F(%)9(Yns)f(x,.)

iki genel fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin agik formiillerini vermislerdir. Burada
f,g:D—>R,DcRR, iizerinde birebir siirekli fonksiyonlardir. Ayrica ie{0,1,2,3} icin
X, Y, baslangic sartlari D kiimesi lizerinde tamimli keyfi reel sayilar ve a,b,c ve d

parametreleri keyfi reel sayilardir [3].

Kara ve Yazhk (2021), “On Eight Solvable Systems of Difference Equations in Terms of

Generalized Padovan Sequences” isimli ¢alismalarinda

Xn+l = f_l (af (pn—l) + bf (qn—Z))1 yn+l = f B (af (rn—l) +bf (Sn—Z))’ ne I\IO’
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fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin genellestirilmis Padovan sayilari ile iliskili oldugunu
gostermislerdir. Burada p,, q,, r, ve s, dizileri x, ve Yy, dizilerinden herhangi biridir,
f:D; >R, D, cR, iizerinde birebir siirekli fonksiyon, J 6{0,1, 2} i¢in X_ Y baslangic

sartlart D, tizerinde taniml keyfi reel sayilar, a,b keyfi kompleks sayilardir [24].

Touafek, Tollu ve Akrour (2021), “On a General Homogeneous Three-Dimensional System

of Difference Equations” isimli ¢aligmasinda

Xn+l = f(yn’yn—l)’ yn+1 = g(znlzn—l)’ Zn+l :h(xn’Xn—l)’ I’]GI\IO’

iic boyutlu fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin davranislarini incelemislerdir. Burada
X 1%, Y 1Yo 24,2, baslangic sartlar1 pozitif reel sayilar, f,g,h :(0,+oo)2 —>(O,+oo)
fonksiyonlart siirekli ve sifirinci dereceden homojen fonksiyonlardir. Ayrica bazi yakinsaklik
teoremlerini ispatlayarak, tek denge noktasinin global asimptotik kararliligi igin uygun

kosullar olusturmuslar ve sistemin iki asal periyotlu ¢oziimii igin gerek ve yeterli kosullari

vermislerdir. Son olarak salinimli ¢éziimler igin de yeni bir sonug elde etmislerdir [43].

Hamioud, Touafek, Dekkar ve Yazhk (2022) “On a three Dimensional Nonautonomous
System of Difference Equations” 1simli ¢alismalarinda
P, +VY, q,+Z, r,+X,

X, =—t—T Yy = Z,..= neN
n+1 ' JIn+l 1 Sn+l ! [
pn + yn—3 qn + Zn—3 rn + Xn—3

dordiincii mertebeden rasyonel otonom olmayan {i¢ boyutlu fark denklem sisteminin

cozlimlerinin davraniglarini incelemislerdir. Burada {pn},{qn},{ rn} pozitif sayilarin 3
periyotlu dizileri ve ie{—3, -2,-1, 0} icin X;,Y,,Z baslangic kosullar1 negatif olmayan reel

sayilardir [21].
2.2 On Bilgiler
Bu boliimde temel bilgiler genel olarak [4], [5], [9] ve [28] kaynaklarindan alinmustir.

Tamm 2.2.1. [4, 9] X:N — R taniml bir fonksiyon olsun. E 6teleme operatorii
Ex(n)=x(n+1)

seklinde tanimlanir.
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Tanim 2.2.2. [4, 9] Bir x:N—>R fonksiyonu igin A fark operatorii veya X’ in birinci

basamaktan farki
Ax(n)=x(n+1)—x(n)
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.2.3. [4,9] n>n, i¢in AF(n)= f(n) olsun. Bu durumda n=n, igin
AT (n)=F(n)+c

seklinde tanimlanan A™ operatriine ters fark operatdrii denir ve F(n) fonksiyonuna da

f (n) © in ters fark1 denir. Burada c keyfi sabittir.

Teorem 2.2.4. [4, 9] Bir f(n) fonksiyonu n>n; icin tamml ise bu durumda

dir. Burada c keyfi bir sabittir.

Tamm 2.2.5. [4,9] neN, bagimsiz degisken ve X bilinmeyen fonksiyon olmak iizere
F(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0,

esitligine fark denklemi denir.

Fark denklem literatiiriinde x(n) yerine x, sembolii kullanilabilmektedir.

Tamim 2.2.6. [4, 9] Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiigiik

indis arasindaki fark olarak tanimlanir. Ornegin;

Xop —2X 4 +X, =0,

n+1

denklemi ikinci mertebeden bir fark denklemidir.

Tamm 2.2.7. [4, 9] a(n), a,(n),...,a (n) katsayilar ile g(n), n>n, igin taniml reel

degerli fonksiyonlar ve N, iizerinde a, (n)=0 olmak iizere

Yook T &MYy + 8 ()X, =g(N) (2.2.1)
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bi¢cimindeki denkleme lineer fark denklemi denir. Aksi haldeki fark denklemine lineer

olmayan fark denklemi denir.

Lineer fark denklemleri katsayilari ve g(n) ‘in durumuna goére siniflandirilirlar.
I Eger X, +a(n)X,,,+...+a(n)x, =g(n) denkleminde g(n)=0 ise denkleme
Lineer Homojen Fark Denklemi denir.
ii.  vie{l,2,..k}igin a(n)=a seklinde katsayilar1 sabit iseler, denkleme Sabit
Katsayili Lineer Fark Denklemi denir.
ii.  3Jie{l2,..,k}icin a (n) katsayilarindan en az biri bagimsiz degiskenin fonksiyonu

ise denkleme Degisken Katsayili Lineer Fark Denklemi denir.

Tamm 2.2.8. [28] F, =0, F, =1 ve

I:n+2 =k

n+1

+F,,neN,, (22.2)

ile tanimlanan {Fn}::O dizisine Fibonacci dizisi denir. n. Fibonacci sayisi igin Binet formiilii

ise

FoAh (2.2.3)

_I_
Burada 4,, :% “dir.

Tamim 2.2.9. [28] s, =0, s, =1 baslangi¢ kosullar1 ve «, S € Rig¢in

Sne2 =S, + S, NeN, (2.2.4)

ile tanimlanan {Sn}:lo dizisine genellestirilmis Fibonacci dizisi denir. n. Fibonacci sayisi igin

Binet formuli ise

s —h =t neN,, (2.2.5)

+.\/a? +4
Burada 4,, = atya +4p "dir.

2
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Literatiirde ¢ok fazla karsilasilan baglangic kosulu x, olan

X, =a,X, +b,, neN,, (2.2.6)

birinci mertebeden degisken katsayili homojen olmayan lineer fark denkleminin genel

¢Ozimu
n-1 n-1 n-1
. =%[Ja+2.b]]a (2.2.7)
k=0 i=0 k=i+1

seklindedir. Denklem (2.2.6)’ da Vne N, i¢in a, =0 ise denklem (2.2.6),
X, =0, neN, (2.2.8)

formuna indirgenir. Bu durumda, denklem (2.2.8) genel ¢6ziimii,

x =b_, neN,, (2.2.9)

bulunur. Denklem (2.2.6)’ de VneN, i¢in b, =0 ise denklem (2.2.6) ,
X, =a X, NeNg, (2.2.10)

degisken katsayili birinci mertebeden homojen lineer fark denklemine doniisiir. Denklem

(2.2.10)’in genel ¢oziimii ise

n-1
X, = %[ Ja (2.2.11)
k=0

seklindedir. Ote yandan VneN; icin (a,)  ve (b,)  dizileri sabit oldugu durumda,

neN, neN

yani, a, =a, b, =b, neN,, Denklem (2.2.6) birinci mertebeden sabit katsayili homojen

olmayan lineer fark denklemi olarak bilinen

X,, =aX, +b, neN, (2.2.12)

fark denklemine indirgenir. Denklem (2.2.12)’ nin genel ¢6ziimii ise

a"x erl_aln eger a #1
x =& T B8 ’ (2.2.13)

X, +bn, eger a =1,
seklindedir. Ote yandan, aeR\{0}, beR olmak iizere Denklem (2.2.12) * yi alt dizi kabul

eden X

kn+i

=X, ,,; + b fark denkleminin genel ¢6ziimii ise
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1-a
a"x . +b . a=zl
Xnvi = " 1-a (2.2.14)

X +(n+1)b, a=1

seklinde ifade edilir.

Benzer sekilde literatiirde ¢ok fazla karsilasilan, baslangi¢ kosullar1 X, X, olan ikinci

mertebeden sabit katsayili homojen lineer fark denklemi ise

X, =ax, +bx, ,, neN, (2.2.15)

seklindedir. Bu denkleme ait P(l) =)1*—al-b=0 Kkarakteristik denkleminin kokleri

at~a’+4b

A, = B U olmak iizere, (2.2.15) denkleminin genel ¢6zlimii, N >-1 igin,
(/lz ) ( ) , eger a’ +4b #0,
Xy = 47 A (2.2.16)
( n +1 ) eger a’ +4b =0,

seklindedir.

Tanim 2.2.10. [5] (Genel Riccati Tiirit Denklemler) n>n, igin c=0 ve ad —bc=0 olmak

uzere

ax, +b
cx, +d

(2.2.17)

n+l

denklemi Genel Riccati tirii bir denklem olarak bilinir. Denklem (2.2.17)’nin baz1 6zel
durumlar asagidaki gibidir:

e Eger c=0 ise Denklem (2.2.17)’nin ¢6ziimii lineer fark denklemidir.
e Eger c#20 ve ad-bc=0ise Denklem (2.2.17)’nin ¢oziimii X, =g seklinde bir
sabittir.

iken Denklem (2.2.17)’in ¢6ziimii iki

d . ©
e Eger b+c=0 ve X0¢—E Ise {Xn}n=o

periyotludur.
Ote yandan (2.2.17) denklemine
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cx, +d =M, neN,, (2.2.18)

n

dontistimi uygulanirsa y, ., —(a+d)y,,, —(bc—ad)y, =0, neN,, ikinci mertebeden lineer
fark denklemine indirgenir. Bu denklem y, ve vy, baslangic kosullar1 olmak iizere genel

¢Ozimu

(Yo=Y A +(i=AYo)d .
Y, = P e hF L (2.2.19)
(yl(n+1)_yoﬂ1n)21n7 eger A4 =4,,

seklindedir. cx, +d = i ve (2.2.18) doniistimiinden (x,) _  dizisinin genel ¢dziimii ise
0

1(A = (% +d) A +((ex +d)-A4) 4" d eger A # A,
o (4 - +d) A +((cx +d)-4)4, C (2.2.20)

1((ex, +d)(n+2)=A4(n+D)) 4™ ,
c ((cx0+d)(n+1)—/11n)21” c’ Ser A=

elde edilir.

Tanm 2.2.11 [9] {Xn}::_k v X = T (X0 Xogse-s X,y ), NeNg, fark denkleminin bir ¢oziimii

olsun. Eger {Xn}::_k ¢dziimii n>-K igin X, =X, sartin sagliyorsa {Xn}::_k ¢ozimi p-

periyotludur denir. Bu sart1 saglayan en kiiciik pozitif p sayisina da asal periyot denir.
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3. BOLUM

a bz CX
i v You =p2, +——, 7, , =yX, +———— Fark Denklem

Yn _ﬂzn—l Z, = 7% Xo = Yna
Sisteminin Coziimii

31 x,,=ay,+

Bu boliimde asagida verilen ikinci mertebeden ti¢ boyutlu fark denklem sisteminin

ayn ' yn+1=ﬂzn+Ll Zn+1=7/Xn +L, nENO, (311)

Xn+l = ayn +
yn - ﬁzn—l Zn - 7/Xn—l Xn - ayn—l

katsayilarinin durumuna gore 10 alt durumda ¢oziimleri elde edilecektir. Burada

a b, c,a, B y parametreleri ve x_, vy, z;, i€{0,1}, baslangi¢ degerleri reel sabitlerdir.

Yukarida verilen tig-boyutlu ikinci mertebeden lineer olmayan fark denklem sistemi,
bu tezin bir pargast olan ve SCI-Exp. kapsamindaki “Mathematica Slovaca” isimli dergide

kabul edilen ve 2023’de yayimlanacak olan makalemiz ile literatiire girecektir.

3.1.1 a=0, bcapfy #0 durumu

Bu alt boliimde a=0, bcafy #0 durumunda (3.1.1) sistemi

bz CX
Xn+l=ayn7 yn+1=ﬂzn+—n1 Zn+1=7Xn+—n, I’IENO, (312)
Z, = 7% X, —aY,,4

sistemine indirgenir. N=0 i¢in x =ay, ven=1 igin z, =yx + % :7/X1+% olup z,
X —ay,

nin iyi tanimli olmadig1 kolayca goriiliir.

3.1.2 b=0, acafy #0 durumu

Bu alt bolimde b =0, acafy # 0 durumunda (3.1.1) sistemi

ay CX,
Xoy =Y, +———— =p7,, 2, =% +———— , neN, 3.13
n+1 yn yn_ﬂzn& yn+1 ﬂ n n+l e n Xn_ayn,l 0 ( )
o 1 i ay. a
sistemine indirgenir. n=0 i¢in y, = 7, ve n=1 i¢in x, :ay1+—2=ayl+# olup
Yi =P,

X, ’Nnin iyi tanimli olmadig1 kolayca goriiliir.

20



3.1.3 ¢ =0, abapy #0 durumu

Bu alt boliimde ¢ =0, abafy #0 durumunda (3.1.1) sistemi

ay bz
X ,=ay +——"— =fz +—2 7z . =yX,neN,, 3.14
n+1 yn yn —ﬂzn_l yn+l ﬂ n Zn _7Xn_1 n+l 7/ n 0 ( )

sistemine indirgenir. N=0 i¢in z, =yX, ve n=1 i¢in y, = Bz + bz, =ﬁ21+% olup
2= 7%

Yy, ‘nin 1yi tanimli olmadig1 kolayca goriiliir.
3.1.4 a=0, abcBy = 0durumu

Bu alt boliimde a =0, abcfy #0 durumunda (3.1.1) sistemi

ay bz
=—0 =pfz, +——, 2z, ,=yX +C, neN,, 3.15
n+1 yn —ﬁzn_l yn+1 ﬂ n Zn _}/Xn_l n+l 7 %a < 0 ( )
sistemine indirgenir. Sistem (3.1.5) © teki Giglincii denklem, ikinci denklemde, daha sonra da

ikinci denklemde elde edilen ifade ve tigiincii denklem birinci denklemde yerine yazilirsa

(aﬂy + al;yj X, , +acp +ab

Xn+1 =

Eﬂ?“"bé/jxnz +pBc+b—Byx,_, - pc

Eaﬂy + a?/j X, , +acg+ab

Y % +b (3.1.6)

(aﬂy + agq X, , +acpg +ab

b—yxn_z +b
c

=a+¥, n=2,

elde edilir. (3.1.6)" dan {x,} _, ¢Ozimil X, :a+% seklinde elde edilir. Ote yandan elde

edilen bu ¢oziim, Sistem (3.1.5)  teki tctincii denklemde yerine yazilirsa {z,} , dizisinin

¢Ozimu

zZ, =y(a+¥j+c, n=>4,
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bulunur. Son olarak Sistem (3.1.5)" te {Xn} ve {Zn} ¢oziimleri ikinci denklemde yerine

yazilirsa

b
Yna :ﬂzn +#
Zn _7Xn_1
b(yX,,+C )

¥ Xna +C — 77X\

:(ﬂy+b—7jxn_l+ﬂc+b, n>1
C

=B(rX,+C )+

elde edilir. (3.1.7) esitliginde n yerine n—1 yazilirsa {yn}n25 ¢Oziimil

bo=( B+ Ju s e
:(ﬂy+b—7j[a+ﬁ)+ﬂc+b
C b

(b+cp)(bc+bay +acsy)
cb

elde edilir. Boylece Sistem (3.1.5)’in ¢oziimii

xn:a+ﬁ, n=3,
b
yn:(b+c,8)(bc+bay+acﬂ7/)’ n>5,
cb
zn:ay+c+%ﬂ7, n=4,

olarak bulunur.

3.1.5 p=0, abcay #0 durumu

Bu alt boliimde £ =0, abcay #0 durumunda (3.1.1) sistemi

bz, CX,
=&Y ta, Yyun=—"" " g, =X +t———, N el\IO
Z, = 7% Xn—aYn

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

sistemine indirgenir. Sistem (3.1.10)’daki birinci denklem, iigiincii denklemde daha sonra da

ticiincti denklemde elde edilen ifade ve birinci denklem ikinci denklemde yerine yazilirsa
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(bay + bcaaj Yy, ,+bay+bc

yn+l =
ac
(057 +aj Yoo tay+C—ayy, ,—ay

(baj/ + bcaaj Y, , +bay +bc

ac Y tc (3.1.11)

ac
_(ba;urbc)ayn—? e

c acC
?yn—z-i_c
=b+mﬂ, n>2,
C

bay

elde edilir. (3.1.11)’den {y,}  ¢oziimii y“=b+T seklinde bulunur. Ote yandan elde

n=3

edilen bu ¢6ziim, Sistem (3.1.10)’daki birinci denklemde yerine yazilirsa {x,}  dizisinin

n=

¢Ozumu

X, =ba+a+ aba?/, n=>4, (3.1.12)
C

bulunur. Son olarak Sistem (3.1.10)’da {y,} ve {x,} ¢Oziimleri iigiincii denklemde yerine

yazilirsa

CX

n

Zn+1 = }/Xn +
X —&Yn

o(@Yy +2) (3.1.13)
ayn—l ta-— ayn—l

=y(ay,,+a)+

ac
:[ay+—jyn_l+ay+c, nx1,
a

elde edilir. (3.1.13) esitliginde n yerine n—1 yazilirsa {z,} _ ¢6ziimii

acC
Z :(a7/+—jyn1+ay+c
a

=(ay+%cj(b+m77j+ay+c (3.1.14)

(c+ay)(ac+cba +abay)
ac
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elde edilir. Boylece Sistem (3.1.10)’un ¢dziimii

bay

a
X, =ba+a+
c

,n>4,

Y, =b+b"°‘Ty, n>3 (3.1.15)

_ (c+ay)(ac +cha +abay)

n ’ =%

ac

olarak bulunur.

3.1.6 y=0, abcaf =0 durumu

Bu alt boliimde y =0, abceff #0 durumunda (3.1.1) sistemi

Xn+1:ayn+i’ yn+]_:ﬂzn+bl Zn+1=L, nENO, (3116)

Ya _ﬂzn—l X, =Y,
sistemine indirgenir. Sistem (3.1.16)’te ikinci denklem, birinci denklemde, daha sonra da
birinci denklemde elde edilen ifade ii¢iincii denklemde yerine yazilirsa

(Caﬂ + Cabﬂj z, ,+Cha +ca

(aﬂ + at')Bj z, ,+ba+a-apfz, ,—ba

Z =

n+l

(Caﬂ + &Z'Bj z, ,+Cba+ca

b, +a (3.1.17)
b

af
_(ca+cbajbzn-2 *a
o Lo,

+a

cha
=C+——,n>2,
a

- cb .
elde edilir. (3.1.17)’dan {z,} _ ¢bziimii z, —c+ 22 seklinde elde edilir. Ote yandan elde
n= a

edilen bu ¢dziim, Sistem (3.1.16)’deki ikinci denklemde yerine yazilirsa {y,} . dizisinin

nx

¢Ozimil
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Yo =b+cp+ Cb:ﬂ (3.1.18)

bulunur. Son olarak Sistem (3.1.16)’de {y,} ve {z,} ¢dziimleri birinci denklemde yerine
yazilirsa

ay,
Yn _IBZn—l

=a(fz,,+b )+ ﬁj(ﬂj";jﬁbz) (3.1.19)

:(aﬂ+%jznl+ba+a, nx1,

Xn+1 = ayn +

elde edilir.(3.1.19) esitliginde n yerine n—1 yazilirsa {x, } _ ¢oziimii

X, :(aﬂ+%jzn_l+ba+a

:(am%j(cﬁb?“jmma (3.1.20)
(a+ba)(ab+acp+bcap)
ab

elde edilir. Boylece Sistem (3.1.16)’in ¢6ziimii

‘= (a+ba)(ab+ac,3+bcwﬂ)’ hs5
ab
yn=b+0ﬁ+0baﬁ, n>4, (3.1.21)
a
zn:c+Cb—a, n=3,
a

olarak bulunur.
3.1.7. =0, =0, abcy #0durumu

Bu alt boliimde « =0, =0, abcy =0 durumunda (3.1.1) denklem sistemi

X =ay =—P s _ux e neN, (3.1.22)

Zn _7Xn—1

25



sistemine indirgenir. (3.1.22) sisteminde birinci denklemde n yerine n—1 yazilirsa {x }

¢oziimii X, =a elde edilir ve iigiincii denklemde yerine yazilirsa {z,}  ¢0ziimii

Zn =]/Xn_1 +C (3123)
=ay+cC

bulunur. Ote yandan {Xn} ve {Zn} ¢oziimleri ikinci denklemde yerine yazilirsa {y, }

n=3

¢Ozimu

(3.1.24)

=@+b
c

bulunur. Boylece Sistem (3.1.22)’in ¢dziimii

X, =a, n=1

y. =2 . p n>3, (3.1.25)
C

Z,=ay+c,nx2,

olarak bulunur.

318 =0, y=0, abcf #0 durumu

Bu alt boliimde a =0, y =0, abcf #0 durumunda (3.1.1) sistemi

ay
X , =—20 =Bz +b,z .=c,neN,, 3.1.26
n+1 yn —ﬂzn_l yn+l n n+1 < 0 ( )

sistemine indirgenir. Sistem (3.1.26)’te ii¢lincii denklemde n yerine n—1 yazilirsa {z,}

¢oziimil z, =C elde edilir ve ikinci denklemde yerine yazilirsa {y,} _ ¢Oziimii

n=

Yo - ﬁén:; b (3.1.27)
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bulunur. Ote yandan {y,} ve {z,}¢oziimleri birinci denklemde yerine yazilirsa {x,} _

¢Ozimil
Xn — ayn—l
yn—l - ﬂzn—Z (3128)
_ach .
b

bulunur. Boylece Sistem (3.1.26)’in ¢dziimii

X, =ﬁ+a, nx3,

b
y,=Cf+b, n>2, (3.1.29)
z,=C,nzx1

olarak elde edilir.

3.19 =0, y=0, abca =0 durumu

Bu alt boliimde p=0, y =0, abca =0 durumunda (3.1.1) sistemi

X1 =AYy T8, You = b' Z,,=———,Ne Noa (3130)

n+1 Xn _ayn,l '
sistemine indirgenir. Sistem (3.1.30)’da ikinci denklemde n yerine n—1 yazilirsa {y,} _
¢oziimii y, =b elde edilir ve birinci denklemde yerine yazilirsa {x, } _ ¢dziimii
X, =ay,,+a

(3.1.31)
=ba+a

bulunur. Ote yandan {y,} ve {x } ¢oziimleri iiiincii denklemde yerine yazilirsa {z,},..

¢Ozimii
;o Ky
Xoa =AY (3.1.32)
bca
=——+cC
a

bulunur. Béylece Sistem (3.1.30)’in ¢6ziimii

27



X, =ba+a,n=2,

y.=b,n>1 (3.1.33)
z, :bc—a+c, nx3,
a

olarak bulunur.

3.1.10 abcapfy #0 durumu

Bu alt bolumde

Xiq =ay, +L’ Yni zﬂzn +L’ o1 =7%, +L’n ENO; (3134)

Yn _ﬁzn—l Z, =X Xy =AY
sisteminde ilk olarak ikinci denklem birinci denklemde yerine yazilirsa

ay,
Yo — ﬂzn—l

_ &y,
b (3.1.35)

Z,1— VX2
— ayn L, 4~ a}/yn Xn_o
bz, ,

Xip—ay, =

elde edilir. Denklem (3.1.35)’iin her iki tarafi y, ’e boliniir ve gerekli islemler yapilirsa

a8 X oy (3.1.36)
yn b b Zn—l

bulunur. ikinci olarak iigiincii denklem ikinci denklemde yerine yazilirsa

bz
yn+1 - ﬂzn =—
Zn _7Xn—1
b
:——aé;—— (3.1.37)
n-1
Xn—l - yn—2
bz x,  —-bazy,,

X,

elde edilir. Denklem (3.1.37)’nin her iki tarafi z, ’e boliiniir ve gerekli islemler yapilirsa

28



mzﬂ_kg_b_ayn*Z’ neN’
z C C X,

n

(3.1.38)

bulunur. Son olarak iiciincii denklemde birinci denklem yerine yazilirsa

; X CX,
nl = /M T
Xn =Yy

CX,
aYny
Vo1~ ﬂzn—Z
_ %Yo~ COX.Z, ,
ayn4

(3.1.39)

elde edilir. Denklem (3.1.39)’in her iki tarafi X, e boliiniir ve gerekli islemler yapilirsa

z C CpZ
Snil +———ﬂ”—’2,neN,

X a a vy,

bulunur. Boylece (3.1.35), (3.1.37),

X
n—y,, Jo vy
yn—l Zn—l Xn—l
a ary 1
un+1=a+———7/ , heN,
b bw,
b ba 1
Vn+l:ﬂ+___ 1n€N,
C Cu,
cC C 1
W, = +———’B—, neN,
a av,

" =w, neN,, doniisiimii uygulanirsa

(3.1.40)

sistemlerinde sirastyla

(3.1.41)

bulunur. Sistem (3.1.41)’te ticlincii denklem, birinci denklemde yerine yazilirsa ve elde edilen

ifadede ikinci denklemde yerine yazilirsa
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un+1=(ab+aj_ ] ay ]

b
b (ay+cj_ cf
a . (cB+b)u, ;—ba
Cun—5 i

_ (ab+aj_ ay
b b (acpy +aby +bc)u,_; —abay —bca
a((cB+b)u, ;—ba)

(ab+a)((acsy +aby +bc)u,_, —abay —bca ) - ((azcﬂy +a’by u, ;- azbay)

[ b((acBy +aby +bc)u, ; —abay —bea)

b[(aCaﬁ;/ +abay +cha +ac)u,_; —aba’y —bca® - aCa]

b[ (acBy +aby +cb)u, s —abay —bca |

(acapy +abay +bca +ac)u, _, —(aba’y +bea’ +aca) £
= i) n - )
(acBy +aby +bc)u, , —(abay +bca )

(3.1.42)

Riccati tipi fark denklemi haline doniistir. Denklem (3.1.42)’de n yerine n —6n+1 degisken

degisimi yapilirsa (3.1.42) denkleminde i €{0,1,2,3,4,5} i¢in

(acaBy +abay +bca +ac)uy, ., —(aba’y +bca’ +aca) .
= >
(acpy +aby +bc)ug, 4, —(abay +bea) s

u6n+i

(3.1.43)

seklinde yazilabilir. Denklem (3.1.43)" de 1€{0,1,2,3,4,5} igin Uy, =u' doniisiimii

uygulanirsa

0 (acapy +abay +bea +ac)ul, - (aba’y +bea’ +aca) 1
ul = . ,n>1,
" (acBy +aby +bc)ul’;, —(abay +bea)

elde edilir. Islemlerin daha kolay anlagilabilmesi adina neN, igin ur(]i)

tanimlansin. Bu durumda U(()i) =, olacag: agiktir. Buradan Denklem (3.1.44)

(acaBy +abay +bea +ac)d, —(aba’y +bea’ +aca )

n+l —

1) N i)
(acBy +aby +bc)d, —(abay +bca) e
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iyi bilinen Riccati fark denklemine indirgenir. Denklem (3.1.45) de neN, icin

(acBy +aby +bc)Q, — abay +bca = Puy doniigiimii uygulanirsa

n

pn+2 (acaﬂy+ aC) pn+l ( 2C2aﬂ7) pn’ ne I\IO’ (3146)
2. mertebeden sabit katsayili lincer fark denklemine indirgenir. Denklem (3.1.46)’ a ait
karakteristik denklem A7 —(acaﬂ}/ + ac)i +a’c’afy = 0seklindedir. Karakteristik denklemin
kokleri farkli ise, yani (aCa,Bj/+aC)2 —4(a202aﬂ}/) #0, kokler 4, =acafy ve 4, =ac olur.
Buradan p, ve p, Denklem (3.1.46)’ 1n baslangi¢ sartlar1 olmak iizere verilen baslangic

deger probleminin ¢éziimii

(pl_ poj?),ll“ _(pl_ poﬂl)ﬂ’zn
=4 A=A

0. = neN,, (3.1.47)

elde edilir. Ote yandan (acfy +aby +bc)0, — abay +bca = Post gsniigiimiinden

n

( poﬂz )ﬂiﬂ+1 ( ) n+l
(P = Po) A" = (P, poﬂ,l)

(E_%jgﬂ_(_ - (3.1.48)

Py
)
e e

buluunur. Simdi karmasikligi onlemek ig¢in X, =acfy+aby+bc, Y, =abay +bca ve

(acBy +aby +bc)d, — abay +bca =

Z, =a’C’afly olmak iizere Denklem (3.1.48)’ den

(Xlao l){ﬂlml ﬂ-zm—lj A‘lﬂz [21 12 j

l“ani h 4 h A +— neN,, (3.1.49)
X1 % A A=A X
(X0 -Yy) — A,
A= A%
elde edilir. ug,,; = ur(]i) =0, degisken degisimleri ve Tanim 2.2.10. ‘dan
Xu =Y, -7,
Ugoii _1 (X =)0 +L, neN,. (3.1.50)
X, (Xlui _Yl) n LS X
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Burada i={01,2,3,4,5}"dir. Diger taraftan (acafy+ac) —4(a’c’afly)=0 ise, yani

karakteristik denklemin kokleri ¢akisik ise 4, =4, = acafly +ac

olup, Denklem (3.1.46)’ nin
¢Ozumi

P, =cA4"+c,nd", neNy, (3.1.51)
seklindedir. p, ve p, Denklem (3.1.51)’in baslangi¢ sartlar1 olmak iizere bu kosullar

altindaki baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

Py = P& +( P, — P& )NA", neNy, (3.1.52)

dir. Benzer sekilde (ac By +aby +bc)d, — abay +bca = Poa doniisiimiinden

n

po/qin+l +( P, — poﬂl)(n"'l)/‘lln

acpy +aby +bc)l, — abay +bca = - -
( ) poﬂl +(p1_po/11)n/11 '

(3.1.53)

bulunur. Simdi X, =acfy +aby +bc, Y, =abay +bca ifadeleri dikkate alinirsa Denklem

(3.1.53)’ den

N n_ n+l
1 (X Yl)(”tll)% MY nen,, (3.1.54)
X, (X0 =Y )4 —=(n-1)4" X,

elde edilir. ug, . = uﬁ‘) =0, degisken degisimlerinden

6n+i

_ n_ n+l
Usmi:i(xlu‘ Yl)(m_ll)ﬂi N, +—,neN,, (3.1.55)
X, (XU =Y )4 —=(n=-1) 4" X,

elde edilir. Burada i={0,1,2,34,5} dir. Sistem (3.1.41)’de birinci denklem, ikinci

denklemde yerine yazilirsa ve elde edilen ifadede {igiincii denklem yerine yazilirsa
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b[(ay+c)v, s —cA]
_((cp+b)((abay +cba +ca)v, —cba - cap)—((ab’ay + cb’a)v, s —cb’ap) 5156
- c((abay +cba +ca)v, s —cbaf—cap) (3.1.56)
c[(abaﬂy+ cbaf +capf+ab)yv, . —(cbaﬂ2 +caf’ + ab,B)]
- c[ (abay +cba +ac)v, s —(cbaB+cap) |
_ (abapy +cbaf+cap+ab)v, —(cha® +cap’ +abp) o
- (abay +cha +ac)v, ; —(chapB +cap) Y

C j_ C{(abay+cba +ca)Vv, . —cbaﬁ—caﬂ}

Riccati fark denklemi haline gelir. Denklem (3.1.56)’ da n yerine n—6n+i degisken
degisimi yapilirsa (3.1.56) denkleminde i<{0,1,2,3,4,5} icin

6n+i

B (abaBy +cbaf+cap+ ab)vﬁ(n—l)Jri —(cbaﬂz reaf’+ ab'B) n>1 (3.1.57)
B (abay +cba + ac)vﬁ(n_l)+i —(chap +cap) o -

seklinde yazilabilir. Denklem (3.1.57)’ de i€{0,1,2,34,5}

icin Vg, :V,(]i) dontisiimii
uygulanirsa

(i) _

n

abafy +cbaf +caf +ab)v!", —(cbap? +cap? +ab
(abapy +cbap +cap ) n1 ( afp A ﬂ)1 n>1, (3.1.58)
(abay + cba +ac)V", —(chap +cap)

elde edilir. Islemlerin daha kolay anlasilabilmesi igin neN; igin Vr(f) =V doniigimii
tanimlansin. Bu durumda V(()i) =V, olacag: agiktir. Buradan Denklem (3.1.58)

n+l T

(abafy +cbap+caf+ab)V, —(chap’ +cap’ +abp)

n_ , N,
(abay + cba +ac) Y, —(cbes +cap) e

(3.1.59)
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iyi bilinen Riccati fark denklemine indirgenir. Denklem (3.1.59)’ de neN, icin

(abay +cba +ac)V, —(cbap +capf) = Y1 dniisiimii uygulanirsa
q

0., = (@baBy +ab)a,., —(a’b’eBy)q,, neN,, (3.1.60)

2. mertebeden sabit katsayili lineer fark denklemine indirgenir. Denklem (3.1.60)’a ait
karakteristik ~ denklem  A*—(abafy +ab)i+a’h’afly =0  seklindedir. ~Karakteristik
denklemin kokleri farkl ise, yani(abaﬂ}ﬂrab)z—4(a2b20£ﬁ7)¢0, kokler A, =abafy ve

A, =ab olur. Buradan ¢, ve g, Denklem (3.1.60)" iin baslangi¢ sartlar1 olmak iizere verilen

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

qnz(ql_qoﬂﬂ)/ﬁ% _(ql_qoﬂ?:);tél neN,, (3.1.61)

/?3_24 %_14

elde edilir. Ote yandan (abay + cba +ac)V, —(cbaf +caf) = Yt dsniigiimiinden

n

(0 — oAy ) A" = (0 — Gy ) 4"
(ql - qoﬂ‘4)/13n _(ch _qoﬂa))ﬂn

(ql_ ’LJ A _(ql_ 13] a0 (3.1.62)

(abay +cba +ac)V, —(chbaf+capf) =

Jo
Gy L (%, )y
(qo AJ% [qo ﬂgj/h

olur. Simdi karmasikligt Onlemek igin X, =abay +cba+ac, Y, =chaff+cap ve

Z, =a’b’apfy olmak iizere Denklem (3.1.62)° den

(XZVO _YZ)[%nﬂ_ﬂ%mlj_ﬂ?ﬂq[ﬂan _l4nj

.1 -1 -1 Y
i, - ﬂf@ = ,131/13 el (3.1.63)
TR CE PR A
ﬁ's_ 4 ﬂe_ 4
elde edilir. v, :VS) =V, degisken degisimleri ve Tamim 2.2.10. ‘dan
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Veoni :X_Z(X

XV, =Y, )81 — 2,8
1 (Xvi—Y5)$.-2, vy Yo pen (3.1.64)
2V'

Yazilir. Burada ie{O,l, 2,3,4,5}’dir. Diger taraftan (abaﬂ)/+ab)2—4(a2b2aﬁy):0 ise,

yani karakteristik denklemin kokleri ¢akisik ise A, =4, = abafy +ab olup Denklem (3.1.60)
lin ¢Ozimii
d, =CA" +C,n4", neN, (3.1.65)

seklinde olur. ¢,ve g, Denklem (3.1.65)’in baslangi¢ sartlar1 olmak iizere bu kosullar

altindaki baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

0y = 0o +(th — Qo )N, neN, (3.1.66)

elde edilir. Benzer sekilde (abay +cba +ac)V, —(cbaB+caf) = Yt dniisiimiinden

n

qo/lan+l +(q1 _qoﬂs)(n +1)/13n
qoﬂ‘3n yr (ql - qoﬂs ) nﬂanil

(abay +cba +ac)V, —(cbaf+caf) =

(3.1.67)

bulunur. Simdi X, =abay+cba+ac, Y, =cbaff+caf donisiimleri dikkate alinirsa

Denklem (3.1.67)’ tan

(X¥,=Y,)(n+1) 4" —n4,"

1

V, =—-—— — —+—2,neN,, (3.1.68)
X, (X0 -Y,)n" =(n-1) 4" X, °

elde edilir. v, ; = Vr(f) =V, degisken degisimlerinden

_ n_ n+l
Ven+i=i(xzv‘ YZ)(nHl)AS N + 2 nen, (3.1.69)
X, (Xv =Y, )nA," —(n-1)4" X,

olarak bulunur. Burada i {0,1, 2,3,4,5} >dir.

Sistem (3.1.41)’de ikinci denklem, {igiincii denklemde yerine yazilirsa ve elde edilen ifadede

birinci denklem yerine yazilirsa
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Wn+l :(7/4_3}_ Cﬂ
a
ba

NEECTES

b

:(a;urc)_ cp
a . (bcap +acp +ab)w, , —aby —acsy
c((ba+a)w, ;—ay)

i @%mxwaw+%ﬂ+anyﬂW‘mﬁﬂ—«&mW+%7ﬂ%£‘“7”)@17@
a((bcaﬁ +acfB+ab)w,  —aby — ac,B;/)

a((bCa,B;/+ acfy +aby +bc)w, , —(aby” +acBy’ + bc;x))
a((bcap +acp+ab)w,_, —(aby +acsy))
_ (bcapy +acy +aby +bc)w, —(aby® +acpy* +bcy)
(bcap +acB+ab)w, s —(aby +acsy)

Riccati fark denklemi haline gelir. Denklem (3.1.70) de n yerine n—>6n+i degisken
degisimi yapilirsa (3.1.70) denkleminde i {0,1, 2,3,4,5} icin
(bcapy +acBy +aby +bc)w,, , , —(aby® +acBy® +bcy)

= — ,n>1, 3.1.71
(bcay +acp + ab)wﬁ(nfl)+i —(aby +acpy) " ( )

W6n+i

seklinde yazilabilir. Denklem (3.1.71)" de i€{0,1,2,3,4,5} igin W, =W déniisiimii

n+i

uygulanirsa

S5 o=

(bcaBy +acpy +aby +bc)w,
(bcap +acp +ab)w,

0 ), —(aby® +acBy’ +bey)
h —(aby +acpy)

n

nx1, (3.1.72)

>

>

(i)

elde edilir. islemlerin daha kolay anlagilabilmesi igin neN; igin Wni =W doniisiimii

tanimlansin. Bu durumda Wg) =W, olacag agiktir. Buradan Denklem (3.1.72)

(bcaBy +acpy +aby +hc) W, —(aby® +acBy” +bcy)
W =
" (bca+acs+ab) W, —(aby +acpy)

neN,, (3.1.73)
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iyi bilinen Riccati fark denklemine indirgenir. Denklem (3.1.73)° de neN, icin

(bcap +acp +ab)W, —(aby +acBy) = ha g6niisiimii uygulanirsa
r

n

, =(bcapy +be)r,,, —(b’c’apy)r,, neN,, (3.1.74)

n+1

2. mertebeden sabit katsayili lineer fark denklemine indirgenir. Denklem (3.1.74)’e ait

karakteristik ~ denklem A% —(bcafy +bc) A+ (bzczaﬂy) =0seklindedir.  Karakteristik

denklemin kokleri farkli ise, yani(bCaﬂ}/ + bC)2 —4(b202a’,8}/) #0, kokler A, =bcapy ve

A; =bc olur. Buradan r, ve r, Denklem (3.1.74)’{in baslangi¢ sartlar1 olmak iizere verilen

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii

r= (rl_role)ﬂsn _(rl_roﬂs)ﬂ“en ’ nGNO, (3_1_75)
ﬂs_is is_ﬂe

elde edilir. Ote yandan (bces +acf +ab) W, —(aby +acfy) = :*1 doniisiimiinden

n

_(r_roﬂva)ﬂgnﬂ (rl_rﬂs)leml
(bcap+acp +ab)Ww, —(aby +acsy) = (Fti) A= (6=t o) A
(E_%jﬂsml_(ﬁ_ﬂg]%m (3.1.76)

olur. Simdi karmagikligi 6nlemek ig¢in X, =bcaf+acf+ab, Y,=aby+acfy ve

Z, =b’c*affy olmak iizere Denklem (3.1.76)’ den

(Xawo _Yg)[ﬂﬁnﬂ_ﬁemlj_ﬂsﬂe[isn _ﬁenj

wnzi 45— % %5~ +Y—,neNo, (3.1.77)
B e A e
3770 ﬂs ﬂ, 6 25_16

elde edilir. = W@ =W, degisken degisimleri ve Tamim 2.2.10. ‘dan

6n+|
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Y.
W, = “+X—3,neN0, (3.1.78)

bulunur. Burada i€{0,1,2,3,4,5} dir. Diger taraftan (bCaﬂ7/+bC)2—4(b2C2aﬁ7/):O ise,

yani karakteristik denklemin kokleri ¢akisik ise A = A = beafy +be olup Denklem (3.1.74)’
un ¢ozumu
r=cA"+c,nk", neN,, (3.1.79)

seklinde olur. r, ve r, Denklem (3.1.79)’in baslangi¢ sartlar1 olmak iizere bu kosullar

altindaki baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii
=0 +(nL -4 )nA"", neN,, (3.1.80)

elde edilir. Benzer sekilde (bca+acB+ab)Ww, —(aby +acsy) = "1 dniigiimiinden
r

n

s +(6 =1 ) (n+1) 4"

(bca +acp +ab)W, —(aby +acpy ) = s +(6—1ods )nA"

(3.1.81)

bulunur. Simdi X, =bcaf+acf+ab ve Y, =aby+acpy ifadeleri dikkate alimirsa Denklem

(3.1.81)’ den

A n_ n+l
o L (Xl Yg)(ntll)ﬂs %" 0% nen,, (3.1.82)
X3 (XSWO_ YS)n/LS _(n_]')ﬂ15 X3

elde edilir. w,,. = Wr(]i) =W, degisken degisimlerinden

6n+i

_ n__ n+1
Wy _ L (Xw Yg)(n+_11)45 M Y% on eN, (3.1.83)
Xs (X3Wi - Ys)n/isn _(n_l)ﬂsn Xs

olarak bulunur. Burada i €{0,1,2,3,4,5} "dir.

Xn yn ZI’]

=w,, neN,, doniisiimiinden
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X, =uy,,=uVv, ,z ,=UV, W ,X 5, N=2,

nn-1 n'n-1
Y, =V.Z, , =V.W, X, , =V,W U LY, 5 N>2, (3.1.84)

Zn = Wan—l = Wnun—lyn—Z =W,u Vn—ZZn—S’ nz 2’

n-n-1

bulunur. Buradan

m

Xemsi = X | |u6j+iV6j+i—lW6j+i—2u6j+i—3VGj+i—4W6j+i—5’
j=1
m

y6m+i = yi HVGj+iW6j+i—lu6j+i—2V6j+i—3W6j+i—4u6j+i—5’ (3185)
j=1
m

Zomii = 4 I IW6j+iu6j+i—lV6j+i—2W6j+i—3u6j+i—4V6j+i—5’
j=1

elde edilir. Burada me N, i €{-1,0,1,2,3,4} dir.

Simdi Sistem (3.1.34)’ {in agik formda ¢oziimlerini vermeden once karisikligi 6nlemek

icin tezin bundan sonraki kismi i¢in kullanilacak olan agsagidaki notasyonlar verilecektir.

X, =acpy +aby +hbc,
Y, = abay +bce,

Z, =a’c’apfy,

X, =abay +cha + ac,
Y, =cbaf +cap,

Z, =a’h*apy,

X, =bcap +acp +ab,
Y, =aby +acpy,
Z,=b’c’apy.

Sistem (3.1.34)” iin agik formda ¢oziimleri A4, 4,,4,,4,,4; ve A, ’nin birbirine esit ve

farkli olmalarina gére 8 durum s6z konusudur.

1. durum 4 #4,, 4, #4,, A#7 ise

Denklem (3.1.85)’de i=-1 ve meNji¢in Xgp,i» Yemei V€ Zgmy SOztimleri sirastyla
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m
Xom-1 = X—lHu6j—1V6j—2W6j—3u6j—4V6j—5W6j—6

j=1
:X—lﬁ i (X1u5_Y1)Sj_lej_l +L i (X2V4_Y2)§j_zz§'—1 +Y_2
Xl (Xlus —Yl)S-fl—Zlijz Xl

j=1
) T (3.1.86)
. 1 (Xw,=Y)8-Z8, AN 1 (X, -Y)s —Zs;, A
_X3(X3W3—Y3)§j_l—23§j_2 X3 Xl(X1U2 Yl)sj—l 21512 Xl
y i(szl—Yz)Q—ZzéH AN L(X3W° Y,)$,-Z5, Y,
XZ(XZV1 Y2)§j_1—ZZ§J_2 X, X3(X3W0—Y3)§j1 Zs§12 X,
Yoma = y—lHVGj—lwﬁj—Zuﬁj—3v6j—4W6j—5u6j—6
=1
=y lﬂ[ i (XZVS—Y2)§J.—ZZ§J.7l +Y_2 y i (X3W4—Y3)§j—ZS§H +L
_11':1 Xz (XZVS_Y2)§j—l_ZZ§j—2 Xz Xs (X3W4_Y3)§jl_z3s~172 X (3187)
N (Xu;=Y,)s,=Z;s; AN (Xov,=Y,)8,-Z,8,, LY
Xl(Xlu3 Yl)sjl 21312 Xy X, (szz Yz)§11 ZZSJZ X,
y 1 (Xan—Y3)SJ ZSSJ1 +L 9 1 (Xluo Yl)Sj lej—l +L
XS(X3W1_Y3)§]1 Z3st Xs X1(X1Uo Yl)sjl lejz Xy
Zopy = Z-1HW6 j-1Usj-2Vej-sWsj-aUsj-5sVs 6
i=1
_ 1m[i(xaw5 Y,)$,-Z55,, Yo | | 1 (X, =Y,)s,=Zs,, Y,
_1121 X, (X3W5 Y3)§11_23§,72 X, Xl(X1U4_Y1)311 leJ2 X
(3.1.88)

|

- (X =Y)s,-Zs,, Y }{i (Xvo=Y,)8,-Z,8,, +L}

olur.

Denklem (3.1.85)’de i =0 ve me N igin Xq.is Yoms V€ Zgms; SOzlmleri sirastyla
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Xom = XoHUeijsj—lWej—tej—3V61'—4W61'—5
=1

H 0~ Y1)Sia—ZsS; +L « 1 (X¥s =Y, )8, =258, +Y_2
% XU -Y,)s; - S 2,5, X

lej—l xl

_ - - 3.1.89
1 (XW Y)~ —Z§4 Y; 1 (X1u3—Y1)Sj—ZS-_ Yl:l ( :
+-= +

X (Xw, =Y,)8,,—Z.5,, X, X, (Xu;=Y)s, -2Zs,, X,

i (szz _YZ)Sj _ZZSj—l +Y_2 % i (X3W1_Y3)§j _ngj—l Ys
_Xz (szz _Y2)§j—1_22§j—2 Xz_ _X3 (X3W1_Y3)§j—1_ZS§J—2 X3

yol |V61 6i-1Usj—2V6j-3sWsj-aUsjs

:yOH L (;((: —Y2)850 =258, +Y_2}{i (XoWs —Y3)§; —Z,8, 4 +L}

j=1 xz ( 2Y0 —Y. ) i ZZSi—l X2
) e (3.1.90)
1 (XU, -Y,)s,~Zss;, Y }{i (Xv3=Y,)$;-Z,8,, +Y_2}

x| — +-L
_Xl(xlu4_Yl)Sj—l_lej—2 Xl

y L(XSWZ_YB)gj_ngj—1+L y i (Xlul_Yl)Sj_leH +L
X X, (X, =Yy)s; =255, X,

—ZH 6]16]2 6] 3u6j—4v6j—5
H (X WY, )80 — Z:8, +£]>{i (X,us=Y,)s; ~Z,s;, +L_
% (XWoYy)8, =280 Xy | | Xy (Xus=Y,)s,,—Z;s,,
1 (x2v4—\/2)§j—22§j_1 +y_2}{i (XaWy =Y, )8, — 2.5, ,

_Xz (X2V4_Y2)§j—1_22§j—2 Xz

i (Xluz_Yl)Sj_lej—l +L:|Xl: 1 (X2V4_Y2)§j_zzAj—1 +Y_2
_Xl(xluz_Yl)Sj—l_lej—Z Xy X, (XV Y)Srl_ZZSAJ'*Z X,

. (3.1.91)

X

X

elde edilir. Denklem (3.1.85)’de i =1 ve me N, i¢in Xg,,i» Yemei V€ Zgmy Oztimleri sirastyla
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m
Xome1 = X1Hu6j+1V6j

WGj—luﬁj—Zvﬁj—SWGj—4
j=1
o] L (X =Y)sg - \f 1 SJ+1 2,5 Y,
-xJ] = A M 25 Tp
| Xy (X, —Y,)s; Zs X X, 7,8, X,
_ (3.1.92)
1 (X —Y,)$, - 2,5, , +y3 1 (X, Y) -7, Yl}
X — | X| — =
X (Xowy =Y,)8, ZsJ2 X3_ X, (Xlu4 Y,)s; lej2 X,
1 (X% -Y,)8-758; A 1 (X, -Y5)§ 28, Y,
X, (XVa=Y5)80 =258, Xy | | Xg (XgW,=Y5)§, =758, X, |
Yoma = y1HV6j+lW6ju6j—lV6j—2W6j—3u6j—4
j=1
:ylm[ 1 (X% -Y,)8.-28, Y_2:|X|:i(xswo Y3)§j+l—z3§j+L}
Sl Xy (X=Y,)8,-2,8 0 X, || X (Xwo—Y3)§,-Z:8,, X,
- a - (3.1.93)
1 (X,us=Y,)s; ~Z;S;, L}{ 1 (X%, -Y,)$,-2,8,, LY
X (XUs=Yy)si 5 =258, Xy | | X, (Xv=Y5)$5-2,8, X, |
x_i (XoW, —Y,)8, ~Z,8 +£}{ 1 (XU, -Y,)s; -2, A
Xy (XWy=Y5)§,, =28, Xy | | X, (X, =Y)su-Zs;, X, |
6m+l H 6]+1 6j 6]—1 6J 2u6j—3v6j—4
j=1
LTl A (Xw,—-Y;)8,,,-Z;5, Y, 1 (XU, =Yy)s;.—2Zs; Y,
~al s ze . X X (X s,z X
j=1 3( 3W1 3)Sj 3SJ—1 3 l( 1u0 l)Sj 1Sj—1 1
A . (3.1.94)
1 (Xv=Y,)8-258; A x[i (Xow, =Y5)$; - Z:5,, +y_3}
X, (X =Y,)$15-2,8,, X, | | Xy (Xaw,=Y;)§, -2, X,
A1 (Xu;=Y,)s;—Z;s;, AN (Xv,—Y,)8,-2,8, LY
X (XU =Yy)sia=Zis 1, Xy | | X (X%, =Y,)$85,-2,8, X,

olur. Denklem (3.1.85)’de i=2 ve me N, igin Xgp,i» Yems V
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m
Xemsz = XzI IUGj+2V6j+1W6ju6j—1V6j—2W6j—3
j=1

:leﬂ[l: 1 (Xluz_Yl)sj+1_lej +L}<|: 1 (szl_Y2)§j+1_ZZ§j +Y_2:l

j=1

X, (szl—Y2)§j 72,8, X,

X, (XU, =Y,)s,-Z,s;, X,

. . (3.1.95)
><i(xaw()—Y3)sJ.+l—ZasjJr\(_3 y i(xlus—Yl)sj—lejf1 +L
X3 (Xswo _Y3)§J _Za~171 Xs X, (XluS _Yl)sifl _2181*2 Xy
Xi(xzv4_Y2)§j_ZZ§j—l +Y_2 “ i(xsws_Ys)gj_ngH +Y_3
Xy (XVy=Y,)80 2,8, Xo | | X (XWy=Y,)8,5-2Z,5, X,
Yomi2 = Y2 HVGj+2W6j+1u6jV6j—lW61'*2u6J'*3
j=1
=ylm[ i(XZVZ—Y2)§J.+1—ZZ§jJr\(_2 y i(xswl—Y3)~j+1—Zs§j+L
2j=1 XZ(XZVZ_YZ)éj_Zzéj—l Xz XS(X3W1_Y3)~J_ZBS~H X3
_ N A (3.1.96)
y i(xluo_Yl)sm_leiJrL 5 i(xzv5 Y,)$, -7, Y,
_xl (x1uo _Y1)Sj _lej—l X X, (XZVS _Y2)§j—l_z2§1—2 Xy
% i (X3W4_Y3)§j_23§j—1 +£ % i (Xlus_Y1)Sj_lej—l +L
| Xo (KXW, =Y4) 81, =28, Xg | [ X (XU =Yy)8;,-Zs;, X,
Zomio = 4 HW6j+2u6j+1V6jW6j—1u6j—2V6j—3
j=1
_, m i(szz—Ys)gm—ngjJrL . i(Xlul—Yl)sm zlsJ+L
=z, — =
| Xy (Xgw, =Y5)8, =25, Xy | | Xy (X =Y,)s;=Zs;; X,
_ . . _ N (3.1.97)
y i(xzvo Y2)51+1_Zzsj+Y_2 « i (X3W5 Y3)SJ_Z3SJ—1 LS
_Xz (szo_Yz)éj ZZ§j—1 X, X3(X3W5 Y3)§Jl_z3§k2 Xs
% i (Xlu4_Y1)Sj_lej—l +L % i(xzvs_Y2)§j_ZzAj—1 +Y_2
_Xl(xlu4_Y1)Sj—l_lej—2 X, Xz(xzva YZ)SJI_ZZ§J—2 X,

olur. Denklem (3.1.85)’de 1 =3 ve me N i¢in X,.;, Yems V€ Zgy,; SOzimleri sirasiyla
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m

Xgmsz = X3Hu6j+3V6j+2W6j+lu6jV6j—1W6j—2
j=1
_ 3121 s—Y1)Su— 2131+L y 1 (X, —Y,)8.-28 Y,
i Xu =Y,)s, =25, X, X, (X, =Y,)8,-2,8,, X,
- 3 ) (3.1.98)
)(JL(xﬂw—n)%ﬂ—zﬁj+1i}{;L(xNo—n)gﬂ—zﬁj+1L}
Xo (XoW,—Y,)8, = Z38,0 X | | Xy (XUo—Y,)8,-2Z,8,, X,

Yomis = ysl IV6j+3W6j+2u6j+1V6jW6j—1u6j—2
j=1

sII A ZS_Fn}X{EKXJ%—ﬂ)Qﬂ—Zﬁj %]

XV Y,)8,-2,8,, X,
jL(xﬂh \ARIEYAY +ji}x
_Xl(Xlul Yl)j ZlSj—l Xl

y 1 (Xaws =Y,)8, =78, +)Y(_3 xl:i (X, =Yy)s; =75, +L}'

i p (3.1.99)
(xzvo _Y2)5j+1 — 255, +Y_2}

L Xs (X3W5 _Y3)§j—1 - 23§j—2

Zomiz = L3 HWG j+3U6j+2V6 j+1We jUs j-1V6 -2
j_

_231—[ XW Y) 1 } { 1)Sj+1_zlsj+L:|
1
X,

(X, —Y;)S§, Zgl

X
i(XZVI _Y2)§j+l :| |:
X, (X, -Y,)8,-2Z

X

) (3.1.100)
(X, —Y,) 1—4% %}

olur. Denklem (3.1.85)’de i =4 ve me N, i¢in Xg,.is Yem.i V€ Zgm.; SOziimleri sirasiyla
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Xemea = X4 Hue j+aVe j+3We j+2Ug V6 j We j-1

y6m+4 = y V6]+4W6j+3u 2V

6j+2 6j+1W6ju6j—1

Y) j+1
-Y,)$,

i Xiu, =Y,)S,,; = Z;8,
Xl XU, — ) 75,

—Y3)S11— 25,
X, Y) 75,

L (V-
i1 X (XoVy

—Z,8;
—Z,8;.

Yl

Ys

X

We i Ug 5V,

6m-+4 b j+aUsj+3V6 2 W j11Us Ve j1

L (KW, =)
i X3 (X3W4 Ys) i
(X,v,—Y,)8,

j+1
(X2v2—Y2)§. ~Z7,8,.
-7, Y,

j-1 xl

—Yl) J.—le.

-7,
-7,

~Z,78;

1
- x2
1 (X -
L Xl (XluO

X

+y_2}{i(x3w3—v3)§j+l—zss~j +L}
LXK (Xow, = Y,)8, 255, X
Ly 1 Ix
xj {xz(xzv1 -Y,)$; -
_H_ s
3 Xl (Xlus

Y
X

J+Y—2><
1 XZ

1 (Xvs=Yp)S$; -
X, (Xv=Y,)8,,—Z,8;

(3.1.101)

1 (X,v,-Y,)8,

} (3.1.102)

1 (Xu

_Yl)sj T 41954

-Y,)s

-1~ “1°j-2

}{i(xlus—Yl)sm—lej .

3

i(xswl_Ya)gm
x3 (X3W1 —Y3)§. AT

} (3.1.103)

olur. 4 #4,, 4 # 4, veA # A, durumu icin (3.1.86)-(3.1.103) ¢oziimleri dikkate alindiginda
Sistem (3.1.34)’ {in ¢6zlimlerini daha kisa formda yazilacak olursa, bazi1 basit hesaplamalar

sonrasi Sistem (3.1.34)" tin, me Ny ve i e/

-1,0,1,2,3,4} igin, ¢oziimii
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Xu . =Y, s —-Z5S . Xv =Y (s .. -2
Y [ g ] el e v | 4 { e J s B I A
em+i — N
= XU o =Y,ls . -Zs | Xl | % XNV =Yl -8
47 Pl 2] Sz g
X =Y. 5 ., —-ZS . X =Y, =2 )
5 i 3\N|—2—6{%J 3} J’+1+L%J 3Si+{%J +y_3 y i lu|—3—6LﬁJ 1JSJ’+1+[|;3J 1Sj+{%J +L (31104)
xs Xs -2 _Ys S i-2 _23§ -2 ’ XI Xlu -3 1S jiss _le 3 Xl
R I e B G R TR
X =Y, 1§ ., - ) X S -7.5 .
y i zvi—4—6{%J ZJSHI%IGAJ ZS +{%J +y_2 y i 3VVI—5 6['75J 8 J+1+LQJ 33'+{%J +£
Xz n n Xz X3 - - X3
szmm‘“}sjm‘ Safel || ey T Ty

Xy iz "V (S ig| =4S i XV ia| Y A. i3 2 A. i-
i UifzfethJ JSHH{SZJ SJ*LTZJ Y1:|Xl]_ 2V|—3—6{?3J Z]SJHJ{;J ZSHL?SJ Y_2 (31105)
X J X ]

6m-+i i_l X3[

X

seklinde olacaktir. Burada |_XJ literatiirde iyi bilinen tam degeri ifade eder.
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2.durum A =4, A, =4,, 4, =4 ise

Denklem (3.1.85)’de i=-1ve meNi¢in Xg,.;, Yem.i V€ Zgy.; cOzUmleri sirasiyla

Xom-1 = X—lﬁuej—lvej—zwe j—3u6j—4v6j—5W6 i-6
_Xﬂ{ Y)iA"-(i-DA +LHL (X =%, i (I3 +v_2}
X (Xus Y)(J DA =(1-2)4" X, | [ X, (Xv =) (i-D A" =(i-2)4" X, [(3.1.107)
Xl:i (X3W3_ 3) /1511__(1_1)/15] _ _’_L}(l:i (xluz_Yl)j%jil__(j_l)/ﬁj _ +L:|
Xg (Xoly = Ya) (1 =1)4"" =(i-2) 4" X, | | Xy (X, =) (-4 =(i-2)4"" X,
X[i (X =Y,) 2~ (i -1) 4 +Y_2Hi (X = Y,) i ~ (i ~1) &' +L}
X, (X =) (I-) 4" =(i-2)4"" X,

X (Xl = V)(J-1) A" =(i-2)4"" X, |

Yom1 = y—lHVGj—lWGj—2u6j—3V6j—4W6j—5u6j—6
j=1
_ = 1 (xzvs_Yz)jﬂ'sj_l_(j_l)/qu Y 1 (X3W4_ Ys)jﬂsj_l_(j_l)ﬂsj
L e %
j=

Y3
-0 -(-2a0 % [ % (xsvm— (-0 (i-2)4" x_} (3.1.108)

><|:i (XU3 )-ﬂljﬂ (J l)ﬂ‘l] +Y1} |:i ( )%11 (j—l)ﬂgj +Y_2:|
X (Xt =Y) (1) =(1=2)4" X, | [ X )(J DA -(1-2)47 X,

J L (Xl = V) A (-1 A 1 XluO VAT -(-DA" Y
T o e X D T

Zgpa = Z—lHWG j-1Us -2V j-3sWej-aUsj-sV6 -6
=1

-7 = i (X3W5_Y3)jﬂsjil_(j_l)ﬂsj +Y_3 « i ( Ug — )M’l“ (J 1)21j
. ‘lH[X (XaWs = Y;) (I -1) & ~(i-2) 4" XJ {

Yl
X, ()i -D4 7 -(1-2)4 " X, }(31109)
X{i ( V3 — )JASJI (j_l)ﬂ?j -;-L:|>{i (X3W2—Y3)Msj_l_(j—1)ﬂs] +L:|
Xz (X =Y, )(1 =04 =(1-2) 7 X, | [ Xg (X, = Ya) (i-1) 4" = (i-2)4" Xq
x[i (X %) 47 (1 -1 4 +LHL (X4 =Ya) i - (i ~D) 4/ +Y_z}
Xl(Xlul_Yl)(j_l)ﬂijiz_(j_z)ﬂ‘ljil X, Xz(XZVO_YZ)(j_1)%1-72_(1-_2)/13}1 X,

olur. Denklem (3.1.85)’de i =0 ve me N, i¢in Xq.i» Yomsi V€ Zgm. ¢Ozlimleri sirasiyla

m
Xem = %o Hue V6 j-1We j—2Us j_3V6 j—aWs 5
=1

H{ )+ A - A" HL (X¥5—Y,) i4" " (i -1) 4 Yz}
o X (X ) A (DA X, || %, v V) (DA —(j-2) 4" x,| (3.1.110)

{1 (XW—Y)MS”—(J—l)ﬂs‘ L}{i (Xl =Y,) 4" —(J 1) &’ +L}

DX X = ) (=047 (-2 X || X (=) (i-04 7 -(1-2) 47 X,

{i (X%, =) iA = (i-1) 4/ +LHL (Xw = Yy) jA 7 = (i-1) 4’ +L}
Xy (X%, =Y,)(i-1) A =(i-2)4™ X,

X = V) (i1 =(i-2)4 0 X, |
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yOHV6J 6]—1 6j-2 6] 3W61—4u6j—5
yH|:1(XV )(]+l J/13H1 Y_:||: XW Y)M‘sjl (J 1)151' +Y3:|
Al X (X =Y,) AT =(1-D) 4" X, || X ( )(i-1)4"2-(j-2) 24" (3.1.111)
{i (X, —Y,) i = (i-1) 4 L} F (X,v, Y)W’l (-1)4" +Y_2}
Xy (Xu, =Y)(i-DA7=(i-2) 4" X | [ X, (X =Y)(i-D)A"7-(j-2)4"" X,
x{i (X, — Y,) j25 —(j-1) 2’ Y_a} {i XU— DA -(I-) A +L}
Xs (X, = Y,)(J-1) A2 -(j-2) 4" X X J DA -(j-2)4 X |

j=1

Zen =17 HWe iUsj-1Ve j—2We j—3Us j-4V6js
j=1

:zoﬁ{gxgwo—n)uﬂw i XHL LERAT ke X_}
S

Xy (XqWo = Yy) jA" = (j-1) 4’ X, (Xus =) (i-) A2 =(j-2)4"" (3.1.112)
XF (X¥y=Y,) i = (i-1) 4 +Y_2Hi (XaWo— Y,) 257 = (i 1) &' }
Xz (X2V4_Yz)(j_l)isjiz_(j_z)/lsjil Xz X3 (X W Y. )(J ]-)/15J 2 (J 2)/15] 1 X3

F (X %) 4" (i 1) 4’ +LHL (X4 =Y,) ids™ (i~ 4] +v_z}

=

G XG0 == X, | [ X 0 —Y)(i-D& -(1-2) & X,

olur. Denklem (3.1.85)’de i =1ve me N, i¢in Xg.i» Yemsi V€ Zgm.; ¢Ozlimleri sirasiyla

m
Xomi1 = XlHu6j+1V6jWGj—luej—ZVGj—SWGj—4
j=1

X1H 1 (Xu-Y)(i+1)4' - 'ﬂl“+_ 1 (X =Y,)(i+1) 4’ - /13"*1+Y_2
(xU Y)w-l (i-n4' X, xz(xzv_ )wl (i-1)4" "X, (3.1.113)
J1 )ik (-4 Y | |1 JiAT-(I-)A Y
X, XW Y j 1)4512 (i- 2251-1 Xs || X ( XLI j 12112 (i-2)4™" X,
i 2v3 Y)ikm-(i-D4" Y, | L sz Y) ik -(i-D)A Y
X, 2v3 j -~ - (j- 213“ Xo | | Xs (X, = Ya)(i-D) A2 =(1-2)A4"" X, |
y6m 17 ylHVGJ 1W61u6]—1V61 ZWGJ 3u6j—4
_ H{ XV, - )(J'Jr_l)ﬂa iz _}{i(xgwo V) (i+1) A - jA _}
> (X =Y iA =(i-D) 4" X, | | X (Xawo— Ya) i = (-1 4" X, (3.1.114)

x{i (XluS_ 1)M1J_1_(J_1)’?1] +L}>{i (X2V4 —Yz)J/isJ l_(J—l)ﬂ’sJ +Y—2}
X, O ) (104 (-2 X, || X, (% ) (104 - (1-2) 4 X,
{1 (X %) 127 (1 1) % +Y—3HL (X, ~%) 14" = (1-1) 4 +L}

X (K- U047 -(1-2)7 %, || X (-0 (-2 %, |
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m
Zoma = ZlHW6j+lu6jVGj—IWGj—ZUGj—SVGj—A
j=1

II{ (ia i;(ﬁﬁ)ﬂs(jj 1;;5 XJ{L(XN Y)(i+1) 40— 4 _}

X, (XU =Y) iA" ™ =(i-1)4" X, (3.1.115)

x{i (XV Y)MSH (J_]‘)’%J +Y—2}{i (X3W4_ 3)1/15]_1_“—1)]5] +Y3}
X, (X% —Y,)(i-1) 42 -(i-2) 4" " X,

Xy (X, = ¥3) (1147 =(i-2) 4" X,
x{ 1 ( Y3 — 1)M1J 1_(1_1)111- " Y }{ 1 (X2V2_Y2)jﬂajil_(j_l)ﬂ3j +Y_2}

X, () (D47 (1~ 27 %, [ % (%, ) (DA -(1-2)4" " X,

elde edilir. Denklem (3.1.85)°de i =2 ve me N, i¢in Xy, i\ Yemii V ¢Oziimleri sirasiyla

6m+|
Xemr2 = X3 ﬁu6j+zv6j+1W6ju6j—1V6j—2W6j—3
o i(xlu Y,)(j+1) /111 A A (Xv,=Y,)(i+1) 4 13“1
_le_!lixl(xu _ )}‘1]1 ] 1)111 X:| l: XV Y /1311_(] 1]31 :| (31116)
X|:i(X3Wo )(l+1 /151 jain _3} {i Xu - 3111 (J 1),111 Y }
( Y)JﬁsJl i1 Xo || X (X J 1/?1‘2 (i- 2)4” Xy
{i (X%, —Y,) A = (i-1) 4 L} { Y) A (i1 +L}
X, (X, )(J 1477 -(i-2)4"" X, )(i-D4"72-(i-2)4" X, |

m
Yomez = Y2 I IV6j+2W6j+lu6jvej—lwsj—zuej—S’
j=1

zlﬂ[{ (Xv - )(j+1)/%j—iﬂgi+1+;_j{i(x3wl—Y)(J+1),15 5" 3}

)ik (1)) Xs (X~ Y) i (1D X, (3.1.117)
><|:_( 10_ 1)(Jfl)ﬂ1j_j/11j+>l+i:|x|:i ( zv_ )Jﬂaj_l (J_l)ﬂ'sl i +Y_z:|
Xl(xluo_Yl)M'lH_(j_l)/?ij Xl Xz( )(J 1)/1;2 (j_z)ﬂeH Xz
XF (Xow, = Y5) §2" - (1 -1) 4" +LHL (X, -¥%) jA " (=14 +L}
X3(X3W4—Y3)(j—1)ﬂ,5”2—(j—2)/15”1 X, Xl(Xu )(j 1)21‘2 (j—2)21”1 X, '
Lo = ZHW6J+ZUSJ+1 Gj—lusj—zvej—s
_ H{ )(+DA -4 Hgm Y)(i+D)4 - i _}
| (Xswz V)i (-4 X, | X (X ) iA (DA X, (3.1.118)

x{i(xzvo_Yz)(J"‘l)ﬂe —jA _}{i (X3W5_Y3)j/15j1—(J—1)ﬂg] +Y_3}
X, (X% —Ya) i =(I-1) &0 X, | | Xy (X = Yo)(i-1) 47 = (i-2) 4" X,

{1 (X, )14 - (i-1)% +LH1 (Xa¥va=Y,) 4" ~(i-1) &/ +Y2}

X X ) (-DA (-2 4 X,

Xy (Xo¥s =Y, )(i-1) 4" =(i-2) 4" X_Z

olur. Denklem (3.1.85)’de i =3ve Me N igin Xg.is Yoms V€ Zgms; SOzlmleri sirastyla
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m

Ve W6]+1UGJV61—1W6j—2

[i DU+DA - A" Hi(xzv L)(+)4 - ia" }

ia ) iA =(i- n%ﬂ Xy | [ X5 (Xo¥, =Y, ) 4™ = (i - D%‘ X, (3.1.119)
F( J+1w w*_l+_3H (X )<Jf1>41—14'*f+_1}

X( /1511 (J 1)151 X3 (XU _1) %H_(J’_l)ﬂij X1

F (Xo¥s=Y,) 4 (i -1 4] +Y2HL (X = Y,) 467 (i -1) 4’ +Y_s}

X XV Y J 1)1312 (j_z)ﬂ’aj_l Xz X (Xs 4 Ys)(j_l)ﬂsj_z_(j_z)ﬂsj_l Xs ’

y6m 3 y3HV61+3 6]+2u61+1v6jw6j—1u6j—2
lﬂ[ (Xv;=Y,) (i +1) A’ - 2311 )(i+1) 4" - /1511 Y,
s (xV -Y,) ik = (i-1) 4] x L) id (- 1),151 x3 (3.1.120)
{ 1 (X -4 - A } { (x )(mw i }
Xy (X, Y I (-4 X, || %, (Xvy )%“(JQ%JXZ
|:1 ( W, — 3)1%11 J 1151 _3:| |: jﬂill (j—l)ﬂij | +Lj|,

X (Xawo— Y)(i-0) 7 —(j-2) % X DA (-2 X,

m
Loz = Zsl |W6j+3u6j+2v6j+1W6ju6j—1V6j—2
j=1

:zﬁ{i(st‘%)“”)ﬂs %" Hi(xluz )(j+1)ﬂij—jﬂij+f+i}

3j:l xs (XaWs_Ya)j/’LsJ_1 (J 1)}51 xs X ( U — )Mijl (j_l)ﬂiJ xl

{ﬂxzvl—n)(iﬂ)%"— ﬂe”l_zHi(Xawo— Y)(i+) 4 - A4 _}
Xz(xzvl_Yz)jﬂsjil_(j_l)ﬂaj Xz Xs(X3Wo_ )./1511 (J 1)}‘5] X3

X{i (xlus_Yl)jAj_l_(j_l)/%j +L:|><|:i ( 2V_ )Mﬁj_l (J_l)ﬂ’s,j +Y_2:|
xl(Xlus_Yl)(j_l)/hjiz_(j_z)ﬂljil Xl xz (X )(J 1)/13J2 (j_z)j?j’l Xz

(3.1.121)

olur. Denklem (3.1.85)’de i =4 ve me N i¢in Xg,.is Yomsi V€ Zgmy; SOzlimleri sirasiyla

X6m+4 = X4ﬁu6j+4V6j+3W6j+2u6j+lV6jW6j—1
N H{i(xlur\ﬁ)(jfl)%j - A +L}F(sz3—vz)(i+_1>ﬂ; - %" +Y_z}
) j=1 Xl (X1U4 _Yl) M’ij_l_(j_l)ﬂ'lj X1 Xz (sza _YZ) j/y_l_(j _1)A3J XZ (3.1.122)
1 (X = Y)(i+D) 4~ 4" +L}F<xlul—vl>u+lw - %" H
Xa (X W, — 3) J/sz N (j_l)ﬁsj Xa Xl (Xlul _Yl) Mijil_(j_l)ﬁ'lj X1
( (j+1) 4] —Jﬂs"”+Y_zHi (Xows = Y5) 2" ~(i-1) A" +L}
( Xz X3 (X3W5_ Ys)(j _1)/15172 _(j_z)ﬂskl xs ,

-Y,)
XV— ) iA T =(i-1) 4]
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m
Yemea = y4| IV6j+4W6j+3u6j+2V6j+lW6ju6j—l
i1

H{ R, H1 (X~ Y) (i +1) 4! - Ms’ﬂ_}

Yal ( )i (-0 4 X, || X (KW= Y) iA = (-1 40 X, (3.1.123)
o L

Xl

(Xyu J+1)31J 3-1”1 1 (X =Y,)(i+1) 4" - ﬁs”l

(X Mi” (i- 1)311 Xl Xy (Xv =Y, ) i ™ —( ] 1)331 Xz
{i(x Wo— Y,)(i+1) 4 - Ms“lJr }{ 1 (Xus=Y) A" =(i-)4’ +L}
X5 (X DA77 4" X | [ X (Xus=Y) (i) A -(i-2)4"" X, |

6m+4 Z4 W61+4 6j+3V6j+2We j1Us Ve o

m{g D+ A - ﬂs"ﬂv_aHMXua V) -4 }
X, (X X, (X, %) i —(i-D4 (3.1.124)

Msjl (J 1)25j X3

=

{i(xzvz )(J+1)4 %" Y, }X{i(xawl— Y3)(J"'_1)/7~51_J/151+_1+Y_3}
X, (XZV - ) ﬂsj . (J 1)/13J X, X, (X3W1— Ys)jﬂskl_(j_l)/lsj Xs
F(xluo- DDA - A" Hi (X5 =Y,) i - (j-1) 4" +Y_2}
Xl (Xluo_ 1) M'lj N (J 1)21] X1 Xz (X2V5 _Yz)(j_l)ﬂajiz_(j_z)ﬂskl xz

elde edilir. 4, =4, 4, =4,veA =4 durumu icin (3.1.107)-(3.1.124) ¢oziimleri dikkate
alindiginda Sistem (3.1.34)’ iin ¢oziimlerini daha kisa formda yazilacak olursa, bazi basit
hesaplamalar sonras1 Sistem (3.1.34)’ iin, me Ny ve ie€{-1,0,1,2,3,4} icin, ¢6ziimii
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Yo
X

IESB WHE)

JJa i

elde edilir. Burada | x | literatiirde iyi bilinen tam degeri ifade eder.
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3.durum A, =4, L, #4,, A, =4, ise

Denklem (3.1.85)’de i€{-1,0,1,2,3,4} ve me Nyi¢in Xg.is Yomsi V€ Zgm,i cOzlimleri sirasiyla

Xemei = X

gy

N s
T

- L[X”w“}@wéJ Zﬁ%JﬁzJ*{l[XSWwL;JYs]gmmZﬂsm}
mA] X, . X X, || X, } ) X,
[u]u 4l [X”V'HL';JYSJSMZaSwL'JJ
Y e i it 0 i
B I (e et I
Al iser:J‘“]@-ﬂw:J‘Zzg-m+ v, L[XSWI4er:J‘Y3]§j+l+m‘Zﬂm+ v
) (u ot ( M‘J%”J‘ng-—nm .
e Gy ol

(3.1.129)
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— i[xswnqu‘“ngm‘zﬂm v
[ng'GLéJ_Ys]S%J_ZssJ1+téJ_ |
) S o L
Do g F T

X

Xlui*“*ef%‘J —Yl] i {igﬁlﬁﬂlmfﬂ _[J- _1+Li ;4Dﬂjj+fﬂ X

(3.1.130)

|

e L
i[xlui_z‘_em_Ylj(,-ﬂ{i—;w-:J_[Hm%w Y

(o

|

X

olarak bulunur. Burada | X | literatiirde iyi bilinen tam degeri ifade eder.

ddurum 4 # 4, A =4,, A # 4 ise

Denklem (3.1.85)’de i€{-1,0,1,2,3,4} ve me Nic¢in Xg.is Yomsi V€ Zgm,i cOziimleri sirasiyla
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e

w><|H

x|

(3.1.131)

m><|H

|-

w><|H

L i3 T2
6
=Y s ., =25 . X =Y, A
Jﬂmm LORAN i{ Hed JSwm Sy
~ x3 Xl
3 46i—4 4 3J._1+i—4
6

+XJ (3.1.132)
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m+i

M/
P
=

TR (o T e

T2

><|H
N
>
N
<
|
o<
VR

D Ui O e

X| — 2

N N (e 5 (31139)

6 6

elde edilir. Burada LXJ literatiirde iyi bilinen tam degeri ifade eder.

S.durum A #4,, A #4,, A =4 ise

Denklem (3.1.85)’de i€{-1,0,1,2,3,4} ve me Ni¢in Xg.is Yomsi V€ Zgm,i cOziimleri sirasiyla

X = A . X =Y 8 .. =28 .
m 1 { 1ui—6{éJ 1JSJ'+1+USJ 1SJ’+EJ +L y i[ Zvi—l—G{%J ZJSHH{'?J ZSJ+{%J +y_2

X6m+i =X NV
- X, | | X,
X2V4

-2 ﬂsj{‘ﬂ —[j ﬂi;ZDﬂswm
j{igz jﬂsjl+m‘[j‘l+[i_<szﬁﬂsjm X,

vl} [u]uu v,
|

X| — + —=

XZ A A
[u ]uu
i (R

N Ul ”5"_{'65 A
(HF;SD’Ql{ﬂ{j_“rgsﬁﬂsj%ﬂ X, (3.1.134)
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m 2i—6i
6
Yemei = Vi v
i =311 xz{

w><|'_\

x|

><|.4
x
_=
IS
(=2}
i
|
<
N——
VY
+
—
|
> |
N mh
el
|
‘\
|
Y
|
[N
+
—
|
(I
N
u})
x

(3.1.135)

x|

x|

PAS i-5 -Y, §. i-5 _Zzé. i-5
|—5—6{TJ J J+1+L?J j+t?J L
A X, |(3.1.136)

TN
x
N
<

elde edilir. Burada LXJ literatiirde iyi bilinen tam degeri ifade eder.
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6.durum A =4, 4, =4,, & # 4 ise

Denklem (3.1.85)’de i€{-1,0,1,2,3,4} ve me Nyi¢in Xg.is Yomsi V€ Zgm,i cOzlimleri sirasiyla
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elde edilir. Burada |_XJ literatiirde iyi bilinen tam degeri ifade eder.
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4. BOLUM
4.1. Sonuc ve Oneriler

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak Sistem (3.1.1)’in katsayilarin durumuna gore 10 farkli durumu

incelenmistir. Son durumda sistem kolayca ¢oziilemeyeceginden (3.1.35), (3.1.37), (3.1.39)

. . X z v e e e
sistemlerinde sirastyla —- =y, =V, ——=w,, neN,, doniisiimii uygulanarak

yn—l Zn—l Xn—l

(3.1.41) sistemi elde edilmistir ve gerekli islemler yapilarak iyi bilinen Riccati fark
denklemine indirgenmistir. Riccati fark denklemi dontisiimler yardimiyla 2. mertebeden sabit

katsayili lineer fark denklemine indirgenmis ve Kkarakteristik denklemin koklerinin

Yo _ Z,

durumlarina gore ¢ozlimler elde edilmistir. Ardindan X _ u, =V,

yn -1 z n-1 Xn -1

doniistimiinden Denklem (3.1.84) ve Denklem (3.1.85) elde edilmistir. Fakat tiim durum

=w,, ne N,

boyunca karakteristik denkleminin koklerinin ayni veya farkli olmasi durumlarma gore 8

durumun olustugu goriilmiis ve incelenmistir. Elde edilen formiiller kullanilarak Sistem

(3.1.1)in {(X, Ynr )}, cOziimleri elde edilmistir.

Buradan yola ¢ikarak (3.1.1) fark denklem sisteminin k- boyutlu fark denklem sistemi

tanimlanarak ¢6ziimleri elde edilebilir ve sistemin ¢oziimlerinin davranislar1 da incelenebilir.
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