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OZET

Yillarca popiilerligini korumus ve ilgi duyulan bir alan haline gelmis olan graf teorisi
lizerine yapilan bir¢ok caligsma literatiirde bulunmaktadir [1-10]. Son yillarda ise lineer
cebir ile graf teorisi, daha fazla birlikte ele alinmaya baslanmistir [1-10]. Hazirlamig
oldugumuz bu calisma ise graf teorisini say1 dizileri ile olan bazi iliskilerini

incelemektedir.

1997’ de Christopher ve Kennedy [1] tarafindan calisilmis olan “binomial graflar ve
spektrumlar1 (binomial graphs and their spectra)” isimli makale, bu ¢alismada detayli bir
sekilde incelenerek burada yer alan binomial graflar ¢alismamizin odak noktalarindan biri
olarak ele alinmistir. Benzer bir durum sergileyen, Kar ve Yilmaz [2] tarafindan
hazirlanan “balans-binomial graflarin lineer cebirsel incelenmesi (on linear algebra of
balance-binomial graphs)” isimli makale de detayli bir sekilde incelenmis ve gerekli

arastirmalar yapilarak burada elde edilen bulgulara da bu ¢alismamizda yer verilmistir.

Birbirinden bagimsiz olarak hazirlanan bu iki ¢alismada, aslinda iki farkli say1 dizisi
(dogal sayilar, balans sayilari) kullanilmis olmasina ragmen, tamamen ayni 6zelliklere

sahip, es graf kiimeleri elde edilmistir.

Bu caligmada ayrica, incelenen binomial ve balans-binomial graflarin, farkli sayi
dizilerine uyarlanmasi i¢in aragtirmalar yapilmis olup elde edilen bulgulara son boliimde

yer verilmistir.

Anahtar kelimeler: Binomial graf, balans-binomial graf, graf spektrumu
Tez Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Hatice TOPCU
Sayfa Adeti: 61
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ABSTRACT

There are many studies in the literature on graph theory, which has maintained its
popularity for years and has become a field of interest [1-10]. In recent years, linear
algebra and graph theory have started to be handled more and more together [1-10]. In
study, we have prepared examines some of the relations between graph theory and series

of numbers.

The article named "binomial graphs and their spectra", which was studied by Christopher
and Kennedy [1] in 1997, was examined in detail in this study and the binomial graphs
included here were considered as one of the focal points of our study. The article named
"on linear algebra of balance-binomial graphs" written by Kar and Yilmaz [2] which
exhibits a similar situation, was also examined in detail and the necessary researches were

made and the findings obtained here were also included in this work.

Although two different sequences of numbers (natural numbers,balance numbers) were
used in these two independently articles, identical sets of graphs with exactly the same

properties were obtained.

Additionally, in this thesis construstions of the binomial and balance-binomial graphs
were tried to carry on to different sequences of numbers and the findings about this were

given in the final section.
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BOLUM 1
GIRIS

Yillarca popiilerligini korumus ve son yillarda fazlaca ilgi duyulan bir alan haline gelmis
olan graf teorisi bircok alanin odak noktasi haline gelmistir. Tiirk¢e, Edebiyat, Tip,
Bilisim, Tarih, Psikoloji ve Siyaset gibi bir¢ok alanda graflar kullanilmaktadir. Bu

caligmada graf teorisinin, say1 dizileri ile olan bazi iligkileri incelenmistir.

1997’ de Christopher ve Kennedy [1] tarafindan calisilmis olan “binomial graflar ve
spektrumlar1 (binomial graphs and their spectra)” isimli makale, bu ¢calismada detayli bir
sekilde incelenerek burada yer alan binomial graflar tez calismamizin odak noktalarindan
biri olarak ele alimmistir. Benzer bir durum sergileyen, Kar ve Yilmaz [2] tarafindan
hazirlanan “balans-binomial graflarin lineer cebirsel incelenmesi (on linear algebra of
balance-binomial graphs)” isimli makale de detayli bir sekilde incelenmis ve gerekli
arastirmalar yapilarak bu tez ¢aligmasina eklenmistir. Binomial graf yapisinin farkli say1
dizileri ilizerine tasinarak yeni graflar insa edilmesi lizerine yaptigimiz caligmalar

eklenmis ve elde edilen bulgulara dair gerekli agiklamalar yapilmistir.
1.1. Graf Teorisinin Kisa Tarihi

XVIII. yiizyilda Prusya’daki Konigsberg kasabasi Pergel Nehri ile ikiye ayrilmaktaydi ve
nehrin iginde iki adacik bulunmaktaydi. Bu sehirdeki adalar1 kasabaya baglayan 7
kopriiye dair o bdlgenin insanlar1 arasinda yayilan bir problem sonradan dénemin iinlii
matematikcilerinden biri olan Leonhard Euler’e kadar ulasti. Bu olaydan uzun yillar sonra
1852 yilinda bir baska tinlii matematik¢i Augustss De Morgan, Sir William R. Hamilton’a
gonderdigi bir mektupta dgrencisinin, ingiltere haritasindaki sehirleri, birbirlerine komsu
olanlar1 farkli renklerde boyamak i¢in 4 rengin yeterli oldugunu tespit ettigini fakat bunu
matematiksel olarak ispatlayamadigmi yazmisti. 4 Renk Problemi olarak anilan bu
problem, uzun yillar sonra 1976 yilinda K. Appel ve W. Hakken tarafindan bilgisayar

yardimiyla ispatlandi. Bu iki problemin ¢6ziimii matematikte yeni bir ¢1g1r agt.

Konigsberg Problemi: Kasabanin bir yakasindan gezinti yapmak i¢in ¢ikan biri tiim

kopriileri sadece bir kez gegerek basladigi noktaya donebilir mi?



Sekil 1.1. Konigsberg kopriileri

Euler bu problemin ¢6ziimiinlin neden miimkiin olmadigini ispatlar1 ile birlikte
Marinoni’ye yazdigi bir mektup (Resim 1.1.) ile agikladi ve matematigin yeni bir

uygulama alani olan Graf Teorisinin 6nciisii oldu. Graf Teorisine ve uygulamalaria olan

ilgi son yirmi yilda biiylik bir artig gosterdi. Bu artisin sebebi giinliik hayatta

karsilastigimiz bir¢ok soruna Graf Teorisi ile ¢6ziim bulunabilmesidir.
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Resim 1.1. Euler’in Marinoni’ye yazdig1 mektup



G =V,E)

V ={A,B,C,D}

Sekil 1.2. Koénigsberg probleminin graf teorisi ile gosterimi

Leonhard Euler tarafindan, 1736 yilinda, Konigsberg’in yedi kopriisii adinda giiniimiizde
hala popiilerligini koruyan bir problem ile ilgili olarak yazilan bir makale, Graf Teorisinin

kesin baslangi¢ tarihi olarak kabul edilmektedir.

Tablo 1.1. Graf teorisinin kronolojik gelisimi

Yillar | Bilim Adamlar1 | Graf teorisine katkilan

1736 | Leonard Euler " Konisberg'in yedi kopriisi'" makalesini yayimlayarak graf
teorisinin baglangicini olusturdugu ve topoloji ile iligkisini
gostermigtir.

1822 | J.J. Silvester Ik kez graf sdzciiguni kullanmigtir.

1845 | Gustav Kirchhoff Elektrik devrelerinde akim ve gerilimleri hesaplamaya
yardime1 olan iinlii Kirchhoff devre kuramini yayimlamigtir.

1852 | Francis Guthrie Yamtlamasi zor olan 4 renk problemini ortaya atmgtir.

1927 | Pontryagin Sonralar VLSI teknolojisinde 6nemli kullanim alam bulan

1930 | K.Kuratovski dizlemsel graflarin 6zelliklerini bulunmugtur.

1936 | D.Konig Graf teorisi ile ilgili ilk kitap yaymlanmgtir.

1976 | Kenneth Appel, 1200 saati asan bilgisayarl hesaplamalar neticesinde

Wolfgang Haken haritanin renklendirmesi i¢in 4 rengin gereklilik ve

yeterliligi sagladig: ispatlanmustir.

1.1.1. ilk Graf Sézciigii

James Joseph Sylvester (7 Subat 1822) "Chemistry and algebra," Nature, 17 : 284.
sayfadan itibaren: "Every invariant and covariant thus becomes expressible by

a graph precisely identical with a Kekuléan diagram or chemicograph."



J. J. Sylvester (1822) "On an application of the new atomic theory to the graphical
representation of the invariants and covariants of binary quantics, — with three
appendices," American Journal of Mathematics, Pure and Applied, 1 (1) : "graf" terimi

ilk kez bu yayimda sayfa 65'te geger.

Resim 1.2. James Joseph Sylvester

1.1.2. Kirchhoff’un Gerilim Yasasi

n kenarli birlesik ve toplu parametreli bir devrede herhangi bir noktay1 Sekil 1.3. deki
gibi referans segerek, (n — 1) nokta gerilimi tammlayalim. Vy._; = e, — ¢; Tiim kapal

nokta dizileri i¢in, noktalar aras1 gerilimlerin toplamu sifirdir.

.2 @l-"'o

Sekil 1.3. Kirchhoff gerilim yasasi



1.1.3. Kirchhoff’un Akim Yasasi

Bir noktadan ¢ikan akimlarin toplami sifirdir (Sekil 1.4.).

ij+i-i3=0

Sekil 1.4. Kirchhoff akim yasasi

1.1.4. Dort Renk Teoremi

Bir haritanin renklendirilmesinde, birbirine komsu iki bdlgenin farkli renkte olmasi

kosulu ile en az kag renk kullanmak gerekir?

Sekil 1.5. Dort renk ile boyanmis deneysel bir harita

Bu problemi ilk olarak 1852 yilinda Francis Guthire sezinledi. Daha sonra problemi
kardesine mektupla sordu. Soruya cevap bulamayan Francis’in kardesi, Frederick
problemi hocasi olan ve iinlii matematik¢i De Morgan’a sordu. De Morgan bu problemle

ugrast1 ancak kabul goren bir ispat elde edemedi.

1878 yilinda Yine {inlii bir matematik¢i olan Arthur Cayley, problemi Londra Matematik
Cemiyeti’'ne sundu. Boylece problem iinlii bir problem haline geldi. Problemin
sunulusunun iizerinden bir sene ge¢meden Kempe, gelistirdigi bir yontemi sundu.

Problemi tam olarak ¢6zememisti fakat dort renk problemi ile ugrasan matematikgiler bu
5



yontemle problemi ¢dzmeye calistilar. Kempe’nin ydntemi, problemi durumlara
bolmekti. Fakat yine tek tek incelenemeyecek kadar ¢ok durum vardi. Matematikgiler,
uzun yillar Kempe’nin izinden gittiler. Fakat dort renk problemine bir ¢oziim

bulamadilar. Ta ki bilgisayarlar olaya el atana kadar.

1970 yilinda Kempe’nin indirgedigi olasiliklar1 incelemek, Appel ve Haken isimli
matematikcilere gére o zamanki bilgisayarlarin hizina gore 12 sene 2 aydan biraz fazla
stirecekti. Nihayet 1976 yilinda Appel ve Haken, bu durumlarin sayisini biraz azaltmayi
basararak 1936’ya indirdiler ve bir yandan da bilgisayarlarin hiz1 artinca bu is i¢in 1200
saat bilgisayar kullanmak yetti. 1996 yilinda ise Neil Robertson, Daniel Sandersi Paul

Seymour ve Robin Thomas incelenmesi gereken durumu 633’e indirmislerdir.

Boylece problem ¢oziilmiis oldu ve artik dort renk problemi, dort renk teoremi olarak

adlandirilmay1 hak etti.

Harita 1.1. Dort renk problemi ve Tiirkiye iller haritasi



Harita 1.2. Dort renk problemi ve Diinya {ilkeler haritas:

1.1.5. VLSI (Very Large Scale Integration) Teknolojisi

Cok Genis Olgekli Tiimlesim (VLSI), binlerce transistdriin tek bir yonga iizerinde
birlestirilmesi ile Tiimlesik Devrelerin olusturulmas: islemidir. Cok Genis Olgekli
Tlimlesim, 197011 yillarda karmasik yar1 iletken ve iletisim teknolojilerindeki
gelismelerle basglamistir. Giinlimiiz teknolojilerinde birim alana
sigdirilabilen transistor sayisinin milyarlar seviyesine ¢ikmasi ile bu terim yerini ULSI

(En Genis Olgekli Tiimlesim) ifadesine birakmaya baslamistir.

Sekil 1.6. VSLI ¢ip




Resim 1.3. Graf'teori ile ilgili yazilan ilk kitap ve yazart dénes kénig (1936)

1.1.6. Graf Teorisinin Baslica Kullanim Alanlar
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Harita 1.3. Istanbul sehrinin metro hatlar1 haritasi

Sekil 1.7. Bilgisayar aglar1
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Resim 1.4. Tiirkge kuralli ciimle yapisinin graf teori ile gosterimi [3]
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BOLUM 2
ONBILGILER
2.1. Bir Matrisin Determinanti
Tamm 2.1.1. [4]

A= (al- j), n X n tipinde bir kare matris olmak tizere A matrisinin determinanti,

n
detA = Z sgn(o) 1_[ Aig(i)
i=1

OESy

detA = Z Sgn(a) A16(1)A20(2) " Ano(n)

OES,

seklinde verilir. Burada S,, simetrik (permiitasyon) grup ve sgn(o);

sgn(o) = {ti thlefl: ;:2 seklinde tanimlanan isaret fonksiyonudur.
Ornek
n = 3 igin

A=|0z1 Qz; Qz3

aj; Qg2 ‘113]
31 dzz dsz

matrisinin determinantin1 hesaplayalim. S; simetrik grubunun 3! = 6 tane eleman1 olup,
bunlardan (1,2,3),(2,3,1) ve (3,1,2) permiitasyonlar ¢ift, (3,2,1), (2,1,3) ve (1,3,2)
permiitasyonlari tek oldugundan

sgn(1,2,3) = +1, sgn(3,2,1) =-1

sgn(2,3,1) = +1, sgn(2,1,3) = -1

sgn(3,1,2) = +1, sgn(1,3,2) = -1

dir. Boylece
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aj;1 A12 Qg3 3
det|Qz1 Az Q3| = z sgn(o) | | Aig (i)
0'653 i=1

azy dzz dzs
= sgn(1,2,3)a,10a5,0a33 + sgn(2,3,1)a,,a;3a3,
+ sgn(3,1,2)a 30,103, + sgn(3,2,1)a 305,03,
+ sgn(2,1,3)a;,a,1a33 + sgn(1,3,2)a,1a,3a3,

= Q11022033 T Q12023031 + Q13021032 — Q13022031 — Q12021033 — Q11023032
seklinde elde edilir.
2.1.1. Bir Matrisin Determinantinin Minérler ve Kofaktorler ile Hesaplanmasi

Herhangi bir n Xn kare matrisin determinantini, (n — 1) X (n — 1) matrislerin

determinantlar1 cinsinden ifade eden bir formiil agsagida verilmistir.

A= (al- j) nxn bir kare matris olmak tizere A matrisinin i-yinci satir ve j-yinci siitununun

silinmesiyle elde edilen matrise A matrisinin alt matrisi denir ve A;; ile gosterilir [4].

Ornek:

A=|0z1 Qz Qz3

aj; Qg2 ‘113]
asz; dzz dsz

matrisini g6z oniine alirsak, bu matrisin bazi alt matrisleri;

Qzz A3 _ [%12 Q13
s 4121 —

A =[
1 as; dszz as; dszz

seklindedir.

A matrisinin alt matrislerinin determinantlarina A min mindrleri denir ve detA;; ile

gosterilir.
(—1)l+1 ' detAij
igaretli mindriine a;; elemaninin kofaktorii denir ve ;; ile gosterilir.

12



Ornek:

A =|Az1 Az Qaz3

aj; Qg2 a13]
31 dzz; dsz

Matrisini géz oniine alalim. Buna gore

[(d22 (23]

det A,, = det
1 [d3; (33l
[d21 (23]

det A,, = det
12 [d3q Q33
[d21  Q22]

det A2 = det
13 [d31 QA3

olup,
;= (=1 *det A;; = det Ay4
«1,= (—1)™*2%det A;, = —det Ay,
3= (—1)*3det A;3 = det A3
seklindedir. Buna gore 3x3 tipindeki bir A matrisinin determinanti

detA = aq1 detA11 — aq3 detA12 + a3 detA13 = aqq 0(11— aqp 0(12+ a3 0(13

olur.
Ornek:
3 2 1
A=12 0 4
1 1 3

Matrisinin biitiin elemanlarina karsilik gelen kofaktorleri bulunuz ve bu kofaktorlerden

yararlanarak determinant degerini hesaplayiniz

13



Coziim:

= (D) et [T 7] = -4
oy = (—1)2*1det |=-s5

= (—1)*2det = -2

ocyp= (—1)2*2det |=8
o yg= (—1)1+3 det[i (1)] ¥,
Xps= (~1)23det [2 “| = -1

OC31= (_1)3+1det i _ =8

o= (=1)**2det | | = =10

ocza= (—1)%*3det |5 o] =4
olup boylece

detA = ay; X11— Aqy Xqp+ aq3 X3=3-(—4)+2-(-2)+1-2=-14
ya da

detA = ay; X11— Ayq Xo1+ A3 X3,=3-(—4)+2-(-5)+1-8=-14

olarak hesaplanir.

14



2.2. Bir Matrisin Permanenti
Tamm 2.2.1. [4]

Bir A € M, (F) matrisinin permanenti per(A) ile gosterilir ve

per(4) = z ﬁaio(i)

OESy i=1

seklinde tanimlanir. Burada S,, simetrik grubu ve o permiitasyonu gosterir.
Ornek:
A= (ai f)3><3 matrisinin permanenti

3
per(A) = Z naia(i)

g€ES3 i=1
= Q11032033 T Q12033031 + Q13021033 T Q1302031 + A12021033 + 41102303,

olur.
2.3. iki Matrisin Kronecker Carpimi
Tamm 2.3.1. [4]

A= (al- j) € My n(F) ve B = (bl- j) € M,, ,(F) matrislerinin Kronecker ¢arpimi1 A @ B

ile gosterilir ve

allB alzB alnB
A ® B — az:lB aZ%B :." az:lB
amiB aypB - amnB

seklinde tanimlanir. Burada A @ B € My, 4 (F) dir. Kronecker carpimina ayni zamanda

matrislerin Tensér ¢arpimi ya da Direkt ¢arpimi da denir. Bu ¢arpim bir F cismi iizerinde

keyfi mertebeli iki matris i¢in tanimlanur.
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Lemma 2.3.2. [2]
A n-kare ve B m-kare matris olmak iizere,

A matrisinin 6zdegerleri A4,4,,:--,4,, ve Ozvektorleri x4, x,,+:+,x, B matrisinin

O0zdegerleri pq, Uy, *++, i ve O0zvektorleri yq, yo, +++, Y olsun.

A ® B'nin Ozdegerleri A;u; ve Ozvektorleri x; & y; 'dir. Oyle ki 1<i<n ve

1<j<midir.
Kronecker ¢arpimin bazi temel 6zellikleri sunlardir.
1. Genel olarak Kronecker ¢arpim degismeli degildir. Yani,
AQB+BRA
ii. Va€F, A€ My,(F) ve B€M,,(F) igin,
(@) ® B=A® (aB)
iii. A€ My,(F), B€EM,,(F) ve C €M, (F) igin,
(AQ®B)R®C=AQ(BRC0)
iv. ABE€My,(F) ve C€M,,(F) igin,
(A+B)®C=AQC+BQC
2.4. Bir Matrisin Ozdeger ve Ozvektorlerinin Bulunmasi

Bir A = (a- ) matrisi ile x vektoriiniin ¢arpimi sonucunda olusan vektoriin orijinal
Y nxn

vektore paralel oldugunu kabul edelim. Yani,
Ax = Ax
olsun. Bu denklemi I, nxn birim matris olmak {izere,

A-2ADx=0
16



seklinde yazabiliriz.

Bu denklem sisteminin agikar olmayan ¢6ziimii

det(A—Al)=|A-A|=0

olmasi halinde mevcuttur.

a;; — A a2 o Qip
i A cee a
det(A— A =| 2 %22 G )
An1  Qn2 A — A

Determinantin hesaplanmasi sonucunda A ya bagli n-nci dereceden monik bir polinom
elde edilir. Bu polinoma A nin karakteristik polinomu denir. Bu karakteristik denklemin

koklerine A matrisinin 6zdegerleri denir [4].

Ax =Axveya (A—ADx =0

Denklemlerinde sifir olmayan x ¢oziimlerine A’nin A degerine karsilik gelen 6zvektorleri

ad1 verilir.

Ornek:
1 0 -1
A=(1 2 1
2 2 3

matrisinin 6zdegerlerini ve bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerini bulunuz.
Coziim:
Once A matrisinin karakteristik polinomunu bulalim. Buna gore

1-4 0 -1
det(A—A)=| 1 2—-21 1
2 2 3—-1

=-234+61°—-111+6
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=—-A-1DA-2)(1—-3)
seklinde karakteristik polinomu buluruz. Bdylece A nin karakteristik denklemi
—-A1-1)(1-2)(4-3)=0

seklinde olup buradan A matrisinin 6zdegerleri A; = 1,1, = 2, A3 = 3 olarak bulunur.
Simdi ise 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerini bulalim. Bunun igin (A — Al)x = 0

homojen denklemini agik olarak asagidaki gibi yazariz.
1-Dx;+0x; —x3=0
X1 +QR—-ADxy;+x3=0
2x;+2x,+(3—-ADx3=0
Bu denklem sisteminde 4 = 1 yazarsak;
0xq +0x;, —x3=0
X1 +x,+x3=0
2x1 +2x, +2x3 =0

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu homojen lineer denklem sisteminin

¢Oziimii A; = 1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii verecektir.

Xy +%x3 = —a

olup buradan x, = —a ve x3 = 0 bulunur. Boylece 4; = 1 6zdegerine karsilik gelen

0zvektore X, dersek, o zaman

X1 a 1
xz]=[—al=a[—1‘ a0, aeR
X3 0 0

18
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olarak bulunur. Simdi 4, = 2 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii bulalim. Bunun i¢in

lineer denklem sisteminde A = 2 yazarsak;

_xl+0x2_X3:0
x1+0x2+x3=0
le+2x2+X3:O

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu homojen lineer denklem sisteminin

¢Oziimii A, = 2 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii verecektir.

x3 == b
xl + Oxz S _b
2x1 + 2x2 = _b

olup buradan x; = —b ve x, = gbulunur. Boylece A, = 2 6zdegerine karsilik gelen

Ozvektore X, dersek, o zaman

X1

X3

olarak bulunur. Son olarak 1; = 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii bulalim. Bunun

icin lineer denklem sisteminde A = 3 yazarsak;

_2x1+0x2_x3 :0
X1 — Xy +X3=0

2x1 + sz + Oxg =0

homojen lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu homojen lineer denklem sisteminin

¢Oziimii A3 = 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii verecektir.

X3 =C
—2x1 =¢C

X1 — Xy = —C
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olup buradan x; = — % Ve X, = % bulunur. Boylece A3 = 3 6zdegerine karsilik gelen

O0zvektore X5 dersek, o zaman

c 1
x1 - E - E
Xo| = =c| 1 c # 0, c € R seklinde bulunur.
2
1

aN|a

2.5. Graf Teorisinde Baz1 Temel Tanimlar
Tamm 2.5.1. [5]

V = {v;, vy, +, v, } noktalar kiimesi ve E = {e;, e,, :**, e;, } kenarlar kiimesi olmak tizere

G = (V,E) ifadesine n noktali ve m kenarh G grafi denir.
Tamm 2.5.2. [5]

Noktalar kiimesinin V = {vy, v,, -+, v, } oldugu bir G = (V, E') grafinda birbirine komsu
olan v; ve v; noktalar (vl-, vj) ya da v;~v; seklinde gosterilir. Buna gore kenarlar kiimesi

Vi,j ENigin E = {(vi, vj) 2y ile komsudur} seklinde belirtilir.
Tamm 2.5.3. [6]

Bir G grafinda bir noktaya bagli olan kenar sayisina o noktanin derecesi ad1 verilir. Grafta
bulunan tiim noktalarin derecelerinin kii¢iikten biiytige dogru siralanigina ise derece dizisi

adi verilir. (Sekil 2.1.)

U1 der(v,) =3

der(v,) = 4

der(v;) =3

V2 Va der(v,) = 2
VU3 Derece dizisi = 2,3,3,4

Sekil 2.1. Derece dizisi 6rnegi
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Tanm 2.5.4. [6]

G grafinda bir noktanin derecesi 0 ise bu noktaya izole nokta, 1 ise ug (sarkit) nokta denir.

Herhangi bir noktay1 kendisine baglayan kenara ilmek (loop) ad1 verilir.

Katli kenar ve ilmek bulundurmayan graflara basit graf denir. (Sekil 2.2.)

Vs Vg V1o
e
e 6 €s eg €10 /ey,
g Vs u¢ nokta
VU2 4 vy Vg
\ 4 ¢ e, diigiim
€3
‘ Vg e, ve ez ¢oklu
ez kenar
Basit olmayan graf Basit graf

Sekil 2.2. Basit ve Basit olmayan graf 6rnegi

Tanmm 2.5.5. [5]

Bir ¢ = (V,E) grafinin keyfi noktalar1 vy, vy, ... vk, € V olmak lizere vy noktasinda

baslayip v, noktasinda biten keyfi bir ytiriys,

Vkor {Vkor Viey b Vieys Wiy Vi s Vicys {Vki_ll Vki}: Vk;

seklinde yazilan nokta ve kenarlardan olusan sonlu bir dizidir. Bir yiiriiyiisteki kenar
sayis1 yiirtiyiis uzunlugudur. Herhangi bir yliriiyliste ayn1 nokta veya kenar birden fazla

defa yer alabilir.

Kenar tekrarlamayan bir yliriiylisse gezi; nokta tekrarlamayan bir yiiriiyiise ise yo/ denir.
Baslangic ve bitis noktast ayn1 olan bir yiiriiylise kapali yiiriiyiis denir.

Kenar tekrarlamayan bir kapal1 yliriiyilise devir; nokta tekrarlamayan bir kapali yiiriiylise

ise dongii denir

21



Tanim 2.5.6. [6]

n noktali bir G grafinda bulunan tiim noktalarin dereceleri sifir ise bu grafa null grafi

denir ve N,, gosterilir. (Sekil 2.3.)

) [ ] [ ] o [ ]
® ®
) [ ] [ ] [ ] [ ]

Sekil 2.3. 1,2,4 ve 5 noktali null graflar

Tanmm 2.5.7. [6]

n noktal bir G grafinda ug noktalar disindaki tiim noktalarin dereceleri 2 ise bu grafa yol

(path) graf denir ve B, gosterilir. (Sekil 2.4.) Bu graflarin kenar sayisi ise (n — 1) dir.

P,
—
Py
"~ —e —e
» ° ° o P

Sekil 2.4. 2,3, ve 4 noktal1 yol graflar

Tanim 2.5.8. [6]

n noktali baglantili ve basit bir G grafinda tiim noktalarin dereceleri 2 ise bu grafa dongii

(cycle) graf denir ve C, gosterilir. (Sekil 2.5.) Bu graflarin kenar sayis1 ise n dir.

C3 C4 CS

Sekil 2.5. 3,4 ve 5 noktali dongii graflar
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Tanim 2.5.9. [6]

n noktali bir G grafinda herhangi bir nokta kendisi disindaki diger tiim noktalara yalnizca

bir kenar ile komsu ise bu grafa tam (complete) graf denir ve K,, gosterilir. (Sekil 2.6.)

n-(n—-1)

Bu tiir graflarin kenar sayisi ise seklinde hesaplanir. Her bir noktanin derecesi ise

n — 1 dir.

K3 K,

Sekil 2.6. 3,4 ve 5 noktali tam graflar

Tanimm 2.5.10. [6]

Izole bir noktanin, n — 1 noktali bir dongii grafta bulunan her bir nokta ile
komsulastirilmasi1 ile olusturulan grafa tekerlek (wheel) graf denir ve W, ile
gosterilir. (Sekil 2.7.) Bu graflarin kenar sayisi ise 2n — 2 seklinde hesaplanir. Derece

dizisi ise n — 1,3,3, ...,3 olur.

Wis W4 Wis

Sekil 2.7. 3,4 ve 5 noktali tekerlek graflar
Tanmm 2.5.11. [6]
n noktali bir G grafinda bir noktanin derecesi (n — 1) diger noktalarin dereceleri 1 ise bu

grafa yildiz (star) graf denir ve §,, gosterilir. (Sekil 2.8.) Bu graflarin kenar sayisi ise

n — 1 seklinde bulunur. Derece dizisi ise n — 1,1,1, ...,1 olur.
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Si3 Si4 Si5

Sekil 2.8. 4,5 ve 6 noktali yildiz graflar

Tanim 2.5.12. [6]

Bir G grafinin noktalar kiimesi A ve B gibi iki ayrik kiimeye ayriliyor ve A ve B
kiimelerine ait noktalar bulunduklar1 kiimedeki her bir nokta ile herhangi bir komsuluk
olusturmuyorsa bu grafa iki parcali graf denir. A kiimesindeki her bir noktanin B
kiimesindeki her bir noktayla yalnizca bir kenar ile baglanmasi durumunda ise bu grafa
iki parcali tam graf denir. A’ ya ait noktalarin sayis1 m ve B’ ye ait noktalarin sayisi n ise;

iki pargal1 tam graf, K, , ile gosterilir. (Sekil 2.9.)

‘\<
— .

Sekil 2.9. Tki pargali tam graf 6rnegi

Tanim 2.5.13. [6]

Dongii icermeyen baglantili graflara agag graf (tree) denir.

[T

Sekil 2.10. 3,5 ve 8 noktal1 agac graf drnekleri
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Tanim 2.5.14. [6]

Kenarlarin yerleri degistirilmeden birbirine doniistiiriilebilen iki grafa izomorf graflar
denir. Kenar ve noktalardan olusan graflar, geometrik degil iligkisel bilgiler igerirler.
Kenarlarin boy ve seklinin, dogrusal ya da egrisel olusunun ve noktalarin konumunun bir
Oonemi yoktur. Her bir hat iki diigiim arasindaki bir iliskiyi simgelediginden, 6nemli olan

tek sey var olup olmadiklaridir. (Sekil 2.11.)

A B A B
-
D c D C

Sekil 2.11. Izomarf graf érnekleri

Tanim 2.5.15. [5]
G = (V,E), n noktal1 bir graf olsun. Vi, j € N i¢in
1 v; ile v; komsu ise

aij =
0 - v;ilevj komsu degil ise

olacak sekilde A = [al- j] biciminde tanimlanan n X n tipindeki matrise G grafina ait

komsuluk matrisi denir.
Tamim 2.5.16. [5]

M(G) ya da kisaca M, G grafina ait bir komsuluk matrisi ve I,, birim matris olmak tizere
det(x] — M) polinomuna G nin Mg karakteristik polinomu denir ve g(M;)(x) ile

gosterilir. Bu polinomun koéklerinden yani M; matrisinin 6z degerlerinden olusan kiimeye
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ise G nin Mg spektrumu denir ve spec(M;) ile gosterilir. Ya da matrisin adina gore

komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu denir.
Tamim 2.5.17. [5]

G  grafinm  bir komsuluk matrisi M; ve A € spec(Mg)  olsun.
(x — D | (p(M)(x)) olacak bigimdeki en biiyiik k pozitif tamsayisina A 6zdegerinin

cebirsel kat1 denir.
Tamm 2.5.18. [6]

Bir G grafinda d;, v; € V; noktasiin derecesi olmak iizere, G ’nin nokta derecelerinin

derece matrisi,

d, 0 0
D, = 0 d, 0
0 0 dy

seklinde bir diyagonal matristir.

Tanimm 2.5.19. [6]

Bir G grafinin Laplasyan matrisi, L; n X n tipinde simetrik bir matris olup,
d; i=j

LG =:1-1 'Ul"‘-"Uj
0 aksihalde

seklinde tanimlanir. Komsuluk ve derece matrisleri tiirtinden ise,
Lg =Dg — Mg

seklinde ifade edilir.
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2.6. Balans Say1 Dizisi

Ilk defa Behera ve Panda tarafindan 1999 yilinda Diophantine denklemleri ¢alisilirken
bulunmustur [7]. Ardisik sayilarin toplaminin iki tiirlii belirlenebilecegi durumlar: ifade

eden sayilara denir.
n,r € N olmak iizere,
1424+ +-D=n+D)+Mn+2)++n+71)

esitliginde iki taraftaki n dogal sayisina bagl ardisik say1 toplamlarinin dengelenmesiyle
olusan denklemde n dogal sayisina balans sayis1 ve buna karsilik gelen r dogal sayisina

da balanslayan (dengeleyici, balancer) denir [7].
Ornek:
n,r € N olmak tizere
1+42++(n-D=n+D+N+2)+-+n+71)
1+2+3+4+5=7+8
1+2++-+33+34=36+37+--+48+49
n = 6 balans sayisina karsilik gelen balanslayan r =2  dir.
n = 35 balans sayisina karsilik gelen balanslayan r = 14 dir.
Daha farkl bicimde ifade edecek olursak,
n€Z', By =1 ve B, =6 olmak iizere,
B, =6B, 1 — B,

denkleminden elde edilen balans sayilarinin olusturdugu seriye balans say1 dizisi denir.

[lk 21 balans say1s1 asagidaki gibidir.
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1, 6, 35, 204, 1189, 6930, 40391, 235416, 1372105, 7997214, 46611179, 271669860,
1583407981, 9228778026, 53789260175, 313506783024, 1827251437969,
10650001844790, 62072759630771, 361786555939836, 2108646576008245, ...

Balans say1 dizisinde herhangi bir balans sayisinin kendinden 6nceki balans sayisina orani

yaklagsik olarak 5,82842712... sayisina esittir [7].
Balans say1 dizisinin bazi temel 6zellikleri sunlardir [8-12}.
. k=1.2,..,m—2 olmak lizere
By, = 2B,/8BZ +1
u. k=1,2,..,m— 2 olmak tizere
By = Br+1Bm-k — BkBm-k-1
. i=1,2,..,n olmak lizere
B,i = 3-2!(mod 2'*2)
Iv. m,n€Z igin
Bm-n = BmBnt1 — BpBmia
Tamim 2.6.1. [13]

Binom katsayilar1 dikkate alinarak balans-binomial sayilari i¢in, 1 < k < n olmak {izere,
(Z)B = % = B[4 seklinde tanimlanur.

Burada k = 0 i¢in
n n

Bno) = (O)B = 1ven < kigin By = (k)B = 0 seklinde verilmistir.

Bu tanimdan yola ¢ikilarak
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(), =B ("3 1), =B (21,

Bimx) = Br+1Bim-1,k] = Bm—k—1Bm-1,k-1]
elde edilir.
Ornek:

n=>5 ve k =3i¢in

_(my _ BBy 1" Bpok+1
B = (1), =~ 55,5,
B _ (5) _ BsB,B;
%31 =3/~ ByB,B;

31:1,32:6,33:35,342204,35:1189
A (5) _ BsByB; _ 1189-204-35
[53] = 3B_BlB2B3_ 1.6.35

= 40426

Ornek:

n=4ve k=2igin

n ByBn—1* Bn-k+1
B = =
(k] (k)B BlBZ Bk
_(4\ _ BiB3
Blaz) = (2)3 " ByB,

Blzl, B2:6, B3:35, B4:204

= 1190

4. B433 204 - 35
B = = =
[4,2] (Z)B Ble 1-6

olarak hesaplanir.
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2.7. Ucgensel Sayilar

n € Z* olmak iizere, 1’den n’e kadar olan n tane dogal sayinin toplamina n-nci iiggensel

say1 denir ve asagidaki formiil ile hesaplanir [14].

n(n+1)=n2+n=(n+1)

n
To= Y k=142++m-D+n="m > '

k=1

Bu formiilden de goriildiigii iizere, n'nci liggensel say1 ayn1 zamanda, n + 1 elemanli bir

kiimeden secilebilecek birbirinden farkli tiim eleman ¢iftlerinin de sayisin verir.

@
~ < o0
o0 00
L ) @ 00 o000
® 060 4200 0000 00000
Ui U, Us Uy Us

Sekil 2.12. Uggensel sayilarin geometrik gosterimi

2.8. Karesel Say1 Dizisi
n € N olmak iizere, genel terimi;

(an) =n?
olan diziye karesel say1 dizisi denir [14].

[k n tane karesel saymin toplama, w formiilii ile hesaplanir.

200060

SO0 00000

006 P00 00000

0 040 9000 9006000

® 060 ¢CUO 0000 6O0OOCGFS
K. K Ky K, Ks

Sekil 2.13. Karesel sayilarin geometrik gosterimi
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Ardisik iki tiggensel saymin toplami karesel bir sayiya esittir. K,,, n-nci karesel say1 ve

U,,, n-nci liggensel say1 olsun. Sekil 2.13. de farkli renklerle belirtilen noktalara bakarak,
K, =U,, K, =U;+U,, K3=U,+Us,...,K,, = U,_1 + U, oldugu goriliir.
2.9. Kiipsel Say1 Dizisi
n € N olmak iizere, genel terimi;
(ap) =n

n(n+1)

. 2
olan diziye kiipsel say1 dizisi denir. Ilk n tane kiipsel saymin toplama, [ ] formiili

ile hesaplanir. (Sekil 2.14.)

Sekil 2.14. Kiipsel say1 dizisinin geometrik gdsterimi

2.10. Dortsel Say1 Dizisi
n € N olmak iizere, genel terimi;
(an) =n*

olan diziye dortsel say1 dizisi denir.
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2.11. Fibonacci Say1 Dizisi

f:N — N bir fonksiyon olsun. Baslangi¢ kosullar1 f(0) = 0 ve f(1) = 1 olmak {izere,
fW=f(n—1)+f(n—-2)|nef{234,..} fonksiyonunun goriinti kiimesinde

bulunan elemanlara fibonacci sayilar1 denir.

34

2 13

Sekil 2.15. Fibonacci say1 dizisinin geometrik gosterimi
2.12. Tribonacci Sayilari
t:N — N bir fonksiyon olsun. Baslangi¢ kosullar1 t(0) =0, t(1) =1 ve t(2) =1
olmak tizere,

tn)=tln—-1D+ttn-2)+t(n—-3);n=1{34,5,...}

fonksiyonunun goriintii kiimesinde bulunan elemanlara tribonacci sayilari denir.

L]

Sekil 2.16. Tribonacci say1 dizisinin geometrik gosterimi (beyaz liggenler)
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2.13. Mersenne Sayilari

Mersenne sayilari, matematikte ikinin kuvvetlerinin bir eksigi seklinde olan sayilardir.

n € N igin, M,, = 2™ — 1 seklinde hesaplanir.

Adin Fransiz matematikgi, filozof, kesis ve miizik teorisyeni olan ve “akustigin babas1”

olarak bilinen Marin Mersenne’den almistir.

2.14. Palindromik Sayilar

Palindromik sayi, iki taraftan okundugu zaman okunus yoniiyle ayni olan sayilardir.
Ornek:

Asal palindromik sayilar: {2,3,5,7,11,101,131,151,181,191, ... }

Karesel palindromik sayilar: {0,1,4,9,121,484,676,10201,12321,14641, ...}
Kiipsel palindromik sayilar: {0,1,8,343,1331,1030301,1367631,1003003001, ... }
1 basamakli palindromik sayilar: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

2 basamakli palindromik sayilar: {11,22,33,44,55,66,77,88,99}

3 basamakli palindromik sayilar: {101,111,121,131, ...,747,757, ...,989,999}

4 basamakli palindromik sayilar: {1001,1111,1221, ...,4774,4884, ...,9889,9999}

5 basamakli palindromik sayilar: {10001,10101,10201, ...,39593, ...,99899,99999}
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BOLUM 3
GRAFLAR
3.1. Binomial Graflar

1997°de Peter Christopher ve John W. Kennedy tarafindan yapilan ¢aligmada [1], dogal
sayilarin binom katsayilari ile iliskilendirmesi sonucu olusan binomial graflar incelenmis
ve bu graflarin Kronecker ¢arpim yardimiyla iiretilebilecegi goriilmiistiir. Binomial
graflarin, komsuluk matrislerinin karakteristik polinomlar1 ve bu polinomlarin
palindromik olup olmadig1 incelenmistir. Bu polinomlara ait 6zdegerler ve cebirsel katlari

elde edilmistir. Son olarak bu graflarda bulunan kapal yiiriiyiislerin say1s1 aragtirilmistir.
Tamm 3.1.1. [1]

n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere, nokta kiimesi ve kenar kiimesi, sirasiyla,

V, = {vj = 0,1,2,---,2"‘1} ve E, = {(vi, vj) : (i -]H> = 1(mod 2)}

1

olan grafa B,, binomial grafi denir. Burada s(V},) = 2™ ve s(E,) = > (3™ + 1) olur.

Teorem 3.1.2. [1]

Q= %(1 — \/E) olsun. Her n > 0 i¢in B,, binomial grafi, birbirinden farkli (n + 1) tane
6z degere sahiptir. Bu ozdegerler 6zel olarak j = 1,2,..,n igin (—1)/¢@" 2/

n
bicimindedir. Cebirsel katlar1 ise ( j)’ye esit olur.

B,, grafinin spektrumu,
spec(B,) = {((—1)1(;1"‘21) J:j=0,1, ,n}

olur. Oyle ki burada A0™, A 6zdegerinin cebirsel katinin m oldugu anlamma gelir.

Ayrican > 1 i¢in B, in dogrusal olarak bagimsiz 2™ adet 6zvektorii,
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X(Bn) = X(B,) ® X(Bp-1)
Kronecker ¢arpimindaki siitunlarin skaler katlaridir.

Burada X(B,,) = [x4, X3, ..., Xon], By, in 0zvektorler matrisidir ve

X0 = LX) =[y7, ]
bicimindedir.
B, in karakteristik polinomu ise
n n
pEI =[x~ c1ipm2)l)
j=0

bi¢iminde olur.
fspat.'

A(By) = [1] oldugundan, ag¢ik¢a goriilebilecegi gibi spec(B,) = {1}, o(By; x) = x — 1

olur.
A(B;) = [1 (1)] oldugundan,

-1

pB0) =det[* 1 TN =xr-x-1

Ve

spec(B;) = {<p, - %}

elde edilir. B, in iki 6zvektdrii xI = [1, 971 ve xI = [1, —¢] olur.
Boylece
1 1
X = | |
B=l1/p —¢
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yazilir.
Hern > 1 i¢in

A(B,) = A(B;) ® A(B,_,) =A(B1) ® A(B) & ...Q A(B,)

n tane

oldugundan, B,,’in spektrumu, B;’in spektrumu kullanilarak bulunur.

n
J

(o =3) =2 (o

. . n
A;’nin cebirsel kati ( ]-) olur.

Yani B, in j-nci 6zdegeri asagidaki esitligin ( ) t/ katsayisidir.

Bu durumda X(B,,)) = X(B;) Q X(B,_1) yazlir.

3.1.1. Binomial Graflar icin Karakteristik Polinomlar

Derecesi n olan P(x) = Y7_, cxx*,co # 0 polinomunda her k = 0,1, ...,n icin |¢;| =

|cn_k | oluyorsa bu polinoma palindromik denir. Karakteristik polinomu palindromik olan

graflarla ilgili literatiirde ¢esitli calismalar mevcuttur. [15,16]

Palindromik bir polinomda her k i¢in ¢, = ¢,,_; oluyorsa bu polinoma 6zel olarak kesin

palindromik; ¢, = —c,_; oluyorsa bu polinoma skew-palindromik denir.

Ayrica, ¢ift dereceye sahip palindromik bir polinomda her k i¢in ¢;, = (—1)c,,_j oluyorsa

cift pseudo palindromik; c,, = —(—1)*c,,_oluyorsa tek pseudo palindromik denir.

Binomial graflarin karakteristik polinomlarinin Lucas sayilarini da igeren kuadratik

carpanlarin ¢arpimi bigiminde ifade edilmesi yoluyla, bu graflarin palindromik olduklar1

gosterilmistir [1].

n > 0 olsun. Teorem 3.1.2.°den §(B,; x) = x — 1 polinomunun skew palindromik bir

polinom oldugu agiktir.
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n ¢ift olmak lizere incelenirse;

n

#(By; x) = n[x - (—1)j(pn—2j](j)

J=0

(n-2)

n 2 n
_ (x _ (_1)%)(71/2) 1_[ [xz _ (_1)j((pn—2j + @"_Zj)x + (_1)n](j)

j=0

- n
oyleki @ = — % (= 17\/3) olur. n ¢ift say1 oldugundan ortadaki binom katsayis1 (n /2) de
cift olacaktir. Boylece
1, n\ (n—=2)/2 n
n 2 . .
9By x) = (x% = (—1)2Lox + 1)2("/2) 1_[ [x2 = (1) Ly_pjx + 1](1)
j=0

elde edilir.

Burada Ly = 2,Ly = 1igin her k > 1 i¢in Ly, k — nct Lucas sayisidir.

Sonug olarak, n ¢ift iken §(B,;; x) polinomu kesin palindromik (kuadratik) polinomlarin

carpimi seklindedir. Boylece g (B,,; x) polinomu da kesin palindromik polinom olur.

n tek olmak {lizere incelenirse;
(n-1)/2 | o)
PGB0 = | | [ = (D Lngyx = 1]Y
j=0

olur.

Yani $(B,;x) polinomu 2"! adet tek pseudo palindromik polinomun garpimi

bi¢imindedir. Boéylece g (B,,; x) polinomu da tek pseudo palindromik polinom olur.

37



3.1.2. Binomial Graflarda Kapah Yiiriiyiisler

P. W. Kasteleyn [17] tarafindan gozlemlendigi gibi, bir G grafinin karakteristik polinomu
olan @(G;x) polinomu, G grafindaki sabit uzunluktaki kapali yiiriiyiislerin sayisinin

bulunmasi i¢in kullanilabilir.
Lemma 3.1.3. [1]

Bir G grafindaki k uzunlugundaki toplam kapal yiirliyiis sayisi, asagida verilen iireteg

fonksiyonundaki t* nin katsayisidir.

[

" G;—
W(G; t) _ & ;) syle ki g'(G; x) =%,§O(G;x) olur.

t(Gg)

Bu Lemmanin B,, graflarina uygulanmasiyla, binomial graflar ve Lucas sayilar1 arasinda

bir iliski elde edilir.
Teorem 3.1.4. [1]

B, binomial grafinda bulunan k uzunlugundaki kapali yiiriiyiislerin toplam sayisi

W (B, t) = Yo Lt olur.
fspat.'

Lemma 3.1.3’e gore

dir.
Burada Teorem 1’den

n

§(Bp; x) = n[x - (—1)J'¢J'(pn—j](j)

j=0

38



polinomunda ¢ = — % (= T\/g) yazip, her iki tarafin ayn1 anda logaritmasi ve x’e gore

tlirevi alinarak,

n

(Bai %) ()
#'(By; x i
@B x) Zx - @]jfﬂn"

elde edilir. Buradan

n [ee]

]:0 k:

[ee) n (0]
k=0 J=0 k=0

olarak bulunur.m

Simdi de B,,’de bulunan, baslangi¢c ve bitim noktas1t v, olan k uzunlugundaki kapali
ylriiyiislerin sayisinin bulunmasi i¢in yapilan [1]’deki incelemeye bakalim. Bunun i¢in
tireteg fonksiyonu Wy (By; t) olsun. Bu iirete¢ fonksiyonun katsayilarini belirlemek igin

asagidaki Lemma gereklidir.
Lemma 3.1.5. [1]

j€{0,1,...,2" 1} olmak iizere, v; € V(B,) olsun. j’nin n uzunluklu ikilik tabandaki
gosterimi (binary word) ise w,, (j) olsun. O zaman {v;, v]-} € E(B,) olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul w,, (i) ve wy,(j) kelimelerinin ortak bir bileseninde 1 bulunmamasidir.
Teorem 3.1.6. [1]

B,,’de bulunan, baslangi¢c noktas1 v, olan k uzunlugundaki kapali yiiriiyiislerin sayisi,

asagida verilen iiretec fonksiyonundaki t* nin katsayisidir.

wo(By; t) = z Fiyqt"
k=0
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Burada Fy, k-nc1 Fibonacci sayisidir.
Ispat:

k = 0 veya 1 i¢in teoremde verilen ifade kolayca ispatlanabilir. B,’de bulunan, baslangi¢
ve bitis noktas1 vy olan k uzunlugundaki kapali yiiriiyiislerin sayisi, bu iki durumda da

1’e esittir.

k > 2 i¢in; B,,’de bulunan, k uzunlugundaki bir yiiriiyiis, k + 1 adet ikilik kelimenin siral1
bir listesi olur. j = 0,1,...,2" — 1 olmak lizere; her v; noktasi, j’ye karsilik gelen n
uzunlugundaki ikilik kelime wy,(j) ile etiketlensin. O zaman B,’de bulunan, k
uzunlugundaki bir yiirliyliste yani k + 1 adet ikilik kelimenin siral bir listesinde pespese

gelen iki adet kelimenin ortak bir pozisyonunda 1 bulundurmadigi gortiliir.

Acikea, v, noktasinda baglayan ve biten bir kapal yiiriliylis icin, ilk ve son ikilik kelime

wy, (0) olur.

(k — 1) x n tipinde bir M matrisinin satirlari, B,,’de bulunan, baslangi¢ ve bitis noktasi
Vg olan k uzunlugundaki kapali yliriiylisiin ikilik kelimelerinden olusuyor olsun dyle ki
ilk ve son temsil olan w,,(0) silinsin. Burada M matrisinin stitunlari, n adet k — 1
uzunluklu {0,1}" lerden olusan sirali bagimsiz vektorler biciminde olur. Oyle ki burada 1
iceren komsu pozisyonlar bulunmamaktadir. Fj, k-nc1 Fibonacci sayisini gostermek iizere
Burada kesin olarak Fj,; tane bu bigimde vektdr buldugundan pespese gelen iki
kelimenin ortak bir pozisyonda 1 bulundurmadigi n uzunluklu Fj 1, n adet ikilik kelime
elde edilir. Bu da v, da baslayip biten k uzunluklu kapali yiiriiylis sayisinin Fy,; n e esit

oldugu anlamina gelir.
3.2. Balans-Binomial Graflar

2018’de Kar ve Yilmaz tarafindan yapilan bir ¢aligmada [2], balans say1 dizisi
kullanilarak tanimlanan balans-binomial katsayilar1 ele alinarak olusturulan graflar
incelenmistir. Elde edilen graflar, [1] de verilen binomial graflar ile birebir aymidir. Her
ne kadar [2] de bu durum belirtilmemis olsa da, ayni1 graflarin 6zdegerleri farkli
bicimlerde her iki ¢calismada da elde edilmistir. [1]’de elde edilen bulgularda oldugu gibi
balans-binomial graflarin komsuluk matrislerinin, Kronecker ¢arpimin bir sonucu olarak
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tiretilebildigi [2] de de goriilmiistiir. [1]’den farkli olarak [2] de olusan graflarin nokta
kenar iligkilerini inceleyen bazi farkli 6zellikleri incelenmis ve caligmanin sonunda

balans-binomial graflarin enerji hesabi yapilarak Laplasyan matrisleri verilmistir.
Tanmm 3.2.1. [13]

Nokta kiimesi ve kenar kiimesi sirasi ile,
E, ={(vi,v;) : Bisjj) = 1(mod 2)} ve V, = {v, : t = 0,1,2,--+, 2™ — 1}
olan G, = (V,, E,) grafina balans-binomial graf denir. ilk ii¢ balans-binomial graf

asagidaki sekilde verilmistir.

o e G
N

V3

v3

vy %]

11'4

Go Gy Gy
Sekil 3.1. Ilk ii¢ Balans-Binomial Graf
3.2.1.Balans-Binomial Graflarda Komsuluk Matrisi

A, , 2™ mertebeli kare matris olmak iizere;

2n+1_1

An = [aij]i'jzo Oy1€ ki aij = B[l+],]] (mod 2)
olacak sekilde A,, matrisi G,, balans-binomial grafi i¢in komsuluk matrisidir.

[lk {i¢ balans-binomial grafi inceleyelim;

n = 0 igin, V, = {v,, v1} olur. Buna goére

A _(aoo a01)
0 Q10 a11
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matrisi, G balans-binomial grafi i¢cin komsuluk matrisidir. ayg, ag1, @19, @11 €lemanlari

hesaplanmaya calisilirsa,

Tl) _ Ban—l Bn—k+1
B

a;j = B[iﬂ-J](mod 2) , B[n,k] = (k ,k =0 icin B[n,O] =1

B,B, - By

agp = Bjg,oj(mod 2) , Bpyg = (8)3 =1 , Qoo =1

Qg = Byyy(mod2) , By = (1)3 - g—i - % =1, ap =1

a9 = By oy(mod 2) , By = ((1))3 —| , A0=1

1 = Bpyy(mod2) , By = (i)B _ i—j - ? =6, a;; =0
2= o)

seklinde olur ve kenar kiimesi, Ey = {(v,, vy), (vo, v1)} dir.

n = 1igin, V; = {v,, v, V3, v3} olur. Buna goére

Q10 Q11 Q12 dAg3
Aq

matrisi, G; balans-binomial grafinin komsuluk matrisidir. agg, @g1, 92, o3,

a1, A11, A12, A13, 20, 21, 22, A23, A30, A31, A32, A33 elemanlart hesaplandiginda,

al-j = B[Hj,j](mod 2) , B[n,k] = (k

B,B,_{- B, _
Tl)B: nPn-1 nk+1,k=Oigin B[n,o]zl

BB, By
0
Qoo = B[o,o](TnOd 2) Bioo) = (O)B =1 , Qoo =1
_ 1 B,
a1 = By (mod 2) , By = (1)3 =B 1 » Qo1 =1
1



B 2

Agp = B[Z'Z](TnOd 2) ) B[Z 2] = (Z)B
3 3

A3 = B[3‘3](mod 2) |, B33 = (3)3
B 1

Aip = B[l'o](mod 2) ) B[l 0] = (O)B
B (2

a1 = B[Z'l](mod 2) , B[Z 1] — (1)3
B (3

a; = B[3'2](mod 2) , B[3 2] — (Z)B
4

a3 = B[4'3](m0d 2) ) B[4 3] = (3)3
B 2

ayo = B[Z'O](mod 2) , B[Z o] — (O)B
3 3

az; = Bigq)(mod2) , Bpzq = (1)3
4

ay, = B[4‘2](mod 2) |, Blao) = (2)3
3 5

ay3 = B[S‘g](mod 2) |, Bs3 = (3)3
3 3

aszo = Bz ) (mod 2) , B30 = (O)B
4

asi = B[4'1](mod 2) ) B[4 1] = (1)3
B _ (5

a3, = Bpsp(mod 2) , Bpsa = (2)3
B 6

a33 = Bpgzj(mod 2) , Bz = (3)3

1

1

Al = 1

1

By _35_ .
B, 1
B,B; 20435
BB, 1-6

_ BsB,B;  1198-204

=1

B,B,B;  1-6
B, 204
—=——=204

B, 1

BsB, 1198-204

_ B¢BsB,

BB, 16

= 8064936

B1B;Bs

RO -
COoOR R
coco R

0

= 1190

40732

agz =1
agz =1
app =1
a;; =0
a;; =1
a;3 =0
Az =1
az; =1
az; =0
a3 =0
az =1
az; =0
asz; =0
, azz3 =0

seklinde olur ve kenar kiimesi, Ey = {(vo, vo), (Vo, V1), (Vo, v2), (v, V3), (v1, v2)} dir.
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n=2 igin, V, ={vy, v,V V3,V Vs,V U7} olur. Benzer sekilde hesaplamalar

yapilirsa,

11111111

101 01010

11001100

A, =100 0 1 0 0 0

2 11110000

101 0 0 0 0 O

110 0 0 0 0 O

1 0 000 0 00O

seklinde olur ve kenar kiimesi,

E - {(UOI vO)r (UOI vl)r (Uo, vZ)r (Uo, U3), (Uo, U4_), (UOI vS)r (UOI v6)r}
27 (o, v7), (0, v2), (W1, 1), (W1, V6), (2, 14), (W2, V5), (3, 14)
olarak elde edilir.

[lk {i¢ balans-binomial grafi i¢in komsuluk matrislerini g6z oniine alinarak bu matrisler

boliimlenmis matris olarak belirtilirse,

11111111
101 010 10
1 1 1 1 110 0 1 1 00
_(1 1 _[1 0 1 0 10 001 0 0O
4=(; o) 4={1 100 2={171%0000
1 0 0 O 101 0 0 0 0 O
110 0 0 0 0 O
10 00 0 0 0O
buradan A; matrisinin A, matrisinden ve A, matrisinin A; matrisinden olustugu acgiktir.

_ (A0 Ao _ (A Al)
n=(lo ) = (A,

Baska bir sekilde ifade etmek i¢in B = G (1)) olmak tizere,

— Ay Ao —
A= 7)=804

seklinde ifade edilir. Ayni sekilde A, matrisi igin

44



— Ay Ay —
= (4 5)-vOMH

dir. A; matrisini kullanmadan, A, matrisi

X Ay

2
A, = %@[%®A0]=[®ﬂs
i=0

seklinde gosterilmistir. Bu yontemin en genel hali ise A, =8B @ A4,,_; veya A, =

[®L,B] ® A, seklinde ifade edilmistir [18].
3.2.2.Balans-Binomial Graflarin Derece Dizisi

[lk sekiz balans-binomial grafta bulunun her bir noktanin derecesi ele alinip, bu sayilar

biiylikten kiigiige siralandiginda olusan derece dizisi,

Go: 21

Gy 4221

G, : 84442221

Gs:16,88884,4,44442222,1

G, :3216,16,16,16,16,8,8,8,8,8888,884,4,4,4,4,44,444222221

Gs : 64,32,32,..,32,16,16,...,16,8,8,...8,4,4,...,4,2,2,2,2,2,2,1

Ge : 128,64,64,...64,32,32,...32,16,16,...,16,8,8, ...,8,4,4,...,4,2,2,..2,1

G, :256,128,128,...,128,64,64,...64,32,32,..32,16,16,...,16,8,8,....8,4,4,...,.4,2,2, .2, ]

seklinde olur. Bu durumu binom katsayilarini kullanarak genellersek

Gy : 2"t 2n on | 2n nel gn-ln ontlo . ,21,21,...,21,20
elde edilir.
(n 1_ 1) tane (n -; 1) tane (n Z 1) tane

3.2.3.Balans-Binomial Graflarin Ozellikleri

r € {1,2,---,n} ve s € N olmak ilizere s < r = G, S G, dir.

Bu durum esasinda Kronecker carpimin bir sonucudur (Sekil 3.2-4.). Komsuluk

matrislerinin Kronecker ¢arpim sonucu olusmasindan dolayz,
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G, grafi G, grafini igerir,

G, grafi G, grafin1 ve ayn1 zamanda G grafini igerir,

G, grafit G,,_4,G,_2,+, Gy graflari icerir. Boylece asagidaki zincir olusur.

1 11 1

1 1 1 0|1 O

Ao (1 o) A, = 0 0
1 0 0 O

v3
C)———s
51 v2
GG

Sekil 3.2. Ikinci balans-binomial grafin birinciyi kapsamasi
1 11111111
1 0(/1 01 0 10
11 001100
_(1 1 /10 0 0 1 0 0 O
4=(; o) %=|1171717000 0
101 0 0 0 0 O
110 0 0 0 0 O
10 0 0 0 0 0O
Vo vy
Vg 9

V1

GCG

v4

Sekil 3.3. Ugiincii balans-binomial grafin birinciyi kapsamast
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/11111111
i1 0 1 0|1 010
i 1 41 4 110 011100
A1:<1010>A=10001000
110 0 Z”"IT 1 110O0O0UO0OTO0
10 00 101 0 0 0 00O
110 0 0 0 0 0

1.0 00 0 0 0O

() N (v v

o
L
S\

V3

1551 v2

Vs

Sekil 3.4. Ugiincii balans-binomial grafin ikinciyi kapsamasi

Lemma 3.2.2. [2]
G,, Balans-binomial grafinda v, noktasit her nokta ile komsudur.

fspat:

on+l_1q
An = [al']']l',jzo

a;j = B[l+],]] (mod 2)

E, = {(vi, vj) : Bjiyjj) = 1(mod 2)}

oldugundan v; noktasi ile v; noktalarmin komsu olabilmeleri igin gerek ve yeter sart

Byi+j j1 = 1(mod 2) olmasidr.

i =0veVj€{0,1,2,-,2™*1 — 1} olmak iizere,

B,B,_1*B,_
Tl)B= nPn-1 n k+1,k=0 i(;in B[n,0]=1

@i = Blij(mod 2) , B = B.B, B,

j) _BiBj—1 - Bjju1 _

Byj j(mod 2) B[j,j]=(- B.B, - B;

1, ag;=1
Jjlg 0J

an

ajO = B[]'O](mod 2) , B[],O] = ({))B =1 , ajo =1
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ag; = ajo = 1(mod 2) oldugundan v, noktasi her nokta ile komsudur. m
Lemma 3.2.3. [2]

2™ noktali G,, balans-binomial graflarda P = {0,1,2, -+, 2" ! — 1} olmak iizere, Vp € P

i¢in vyn-1 ile v, daima komgudur.

Ispat:

Gy’ de vyn-1 ile vy, noktalarinin daima komsu oldugunu sdyleyebilmek igin,
an-1, = 1(mod 2) ve ya Blon-14pp] = 1(mod 2)

oldugunu gostermek gerekir.

p = 0 igin
vn €N igin B, =1 oldugundan
Blan-1,4] = 1(mod 2)
p = 1igin
vn €N igin Bpyn-1,44) = Byn-14y oldugundan Bpn-1, ;) = 1(mod 2)
p=0,12,--,2"1 -1 i¢in tiimevarmm uygulandiginda, p — 1 i¢in dogru oldugu kabul

edilirse,

B _ an-1+p_1an—1+p_2 «+Bon-1,4
2 lyp—1p-1| —
[2"t+p-1,p-1] BB, Bp_;

= 1(mod 2)

esitligi elde edilir.
p icin dogru oldugunu gosterelim.

an—1+szTL—1+p_1 b an—1+1

Byn- =
(2" +p.p] BB, B, 1B,
an—1+p
= B, Blan-14p-1p-1]

Bp+1BZn_1 _ Bszn—l_l

Blan-14p-1p-1
B, [2" " +p-1p-1]
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Byi1Byn—1
p+122
= =5 Brtup-1p-1] = BariaBlanipoip]
D

Bp+1B,n-1

Burada Byn-1,,, ] ve 5,

Byn-14p_1,p—1] birer tamsayidur.

Eger p cift degil ise B, tek ve By, cifttir. Bu durumda

Bp+1BZn_1

By

Blyn-14p_1p-1] = 0(mod 2) olur.

Eger p ¢iftise 1 < p < 2" ! — 1 oldugundan n > 2 dir. Bu durumda

obeb(Byn-1,B,) = B(n-1,) = B,i, 1 < i <n—1olur. Yani
B,i=3-2"'(mod2™') , i=1,n=2veByp=B;=1

bulunur. m

Lemma 3.2.4. [2]

Balans-binomial graflarda n € Z olacak sekilde “Vvn >0 i¢in i+j=2"-1=

v; ile v; komsudur.”
fspat.'

v; ile v; noktalarmin komsu oldugunu sdylemek igin, Bpyn_q ;) = 1(mod 2) oldugunu

gostermek gerekir.

j = 0igin Bppn_y o1 = 1(mod 2) olur.

j =1igin Bjan_y 1) = Byn_y = 1(mod 2) olur.

Tiimevarim uygulandiginda, j — 1 i¢in dogru oldugu kabul edilirse,

Ban_1Ban_p -+ Bon_jyq
ByB, -+ Bj_,

Bian_yj-11 =
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esitligi elde edilir. j i¢in dogru oldugunu gdésterelim.

Bon_1Byn_p - Bon_j

Bion_1 1 =
[27-1]] BB, - B;_,B;

an_j
= Bpon_q,j-1 B
_ Bz”Bj+1 - Bszn+1
= Bpan_q,j-1 B,

Bz”Bj+1
=Bpro1j-11—5 — ~ Ber-j-uBana

J
bulunur.
Eger j ¢ift degil ise B; tek ve Bj,4 cifttir. Bu durumda

anBj+1
Bian_y,j-1]
B;

= 0(mod 2) olur.

Eger j ¢iftise 1 < j < 2™ — 1 oldugundan n > 1 dir. Bu durumda
obeb(B,n,B;) = Byn jy = B,i, 1 < i < nelde edilir.

Yani B, = 3-2!(mod 2*?) , i=1,n>1veByp=B;=1
bulunur. =

3.2.4.Balans-Binomial Graflar icin Enerji

Tanmm 3.2.5. [19]

A, , m-kare matris ve 6zdegerleri A4, 4,, -+, 4,, olmak lizere

n
ZML-I G, basit graf
e(Gp) =43 .
Z |Al- - E| G, basit graf degil
i=1
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ifadesine G, grafinin enerjisi denir. Burada S = tr(4,) = Y%, 4; dir.

I, , n-kare matris, ¢ = $(4,)(x) ve B = (1 (1)) olmak tlizere

2

o-st=e o[- 2e )

k=1
21 4m
¢p1=1+ ZCOS(?>,¢2 =1+ 2cos<?)

olarak bulunur. Tanim 3.2.5. ve Lemma 3.2.4. yardimiyla G, grafinin 6zdegerleri

asagidaki sekilde elde edilmistir.
A matrisinin 6zdegeri olan A 6zdegeri k = 1,2 i¢in,
2

) 2km
|/10,k - A0| =dox" —dox— 1= H{AO,k — [1 + 2 cos (?ﬂ}
k=1

1<k<2 ve Ao,k=1+2cos(¥)dir.

A1 nin 6zdegerleri

(1) Ao 17" P

r

Mg = 1 ol g r = 0,1 igin.
(r) 0201 ¢z

A, nin 6zdegerleri

2 -

(5) 20977 95

Aok = 2 r =0,1,2 igin.
(r) Ao 2173

seklindedir.

Sonug olarak A,, in 6zdegerleri

(%) 2010 03

Ank = r = 0,1 icin.

(%) 202027 03

r
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seklinde elde edilmistir.
Teorem 3.2.6. [2]

G,, grafinin enerjisini £(G,,) ile ifade edersek,

£(Gy) = ZZ

Ao P: — 2_n
k=17r=0
fspat.'
Her n > 0 tamsayisi i¢in S = tr(4,) = 1 oldugundan % = z_n dir.
O zaman,
Zn
1
£G) = ) |Ane =
k=1
olur.

denkleminden yola ¢ikarak,
2

2
eG) =Y (1) |aoxst — 5+ > (})

)
(")
> ()

r=0

: 1
Aox T P — on

: 1
AoxdT 2 P35 — on

1
Aox®s = 57

Aoxbies ™ - o

2
n
2.
n
k=1

elde edilir. m

+
N N L

: 1
Aok 1™ P2 ~ o

=
1l
_
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Balans-binomial graflar i¢in derece matrisi asagidaki gibi verilebilir.
D, = [®%ii M] + [®Fi1 N]

burada M = (S 2) ve N = ((1) 8) dir.

Balans-binomial graflarin laplasyan matrisi su sekilde verilebilir.
Ly =Dn — Ay
= [®%I1 M] + [®Z1 NI — [®FZ1 Ao

1 1

Burada 4, = (1 0

) dir. m

3.3. Karesel-Binomial Graflar

n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere, binomial katsayilarin1 asagidaki kiime

(karesel sayilar) iizerine insa ederek bir komsuluk matrisi olusturalim.

X, =n?

7’1) _ Xan—l "'Xn—k+1
X

a;j = X[i+j‘j](mod 2) , X[n,k] = (k XX, Xy k=0 icin X[n,O] =1

olacak sekilde 32 x 32 tipinde bir komsuluk matrisini hesaplayip, olusan deseni daha net

gormek adina elemanlar1 renklendirirsek asagida verilen tablodaki matrisi elde ederiz.
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Tablo 3.1. Binomial graflara ait 32x32 tipindeki komsuluk matrisi

11111111111111111111111111111111

1010101010101 0101010101010101010
11001100110011001100110011001100

1000100010001 0001000100010001000
11110000111100001111000011110000

10100000101000001010000010100000
11000000110000001100000011000000

10000000100000001000O00O0OO0O10O0OO0OO0OO0OO0O

11111111000000001111111100000000

10101010000000001010101000000000
11001100000000001100110000000000

10001000000000001000100000O0O00OO00O00O0
11110000000000001111000000000000

10100000000000001010000OO0OO0OO0OO0ODO0OO0OO0OO0OO
11000000000000001100000OO0OO0OO0OO0ODO0OO0OO0OO0OO

10000000000000O001000O0O0O0OO0OO0OO0OOOOOOO
11111111111111110000000000000000
1010101010101 0100000000000000000
1100110011001 1000000000000000000
1000100010001 000000000000O0OO00000O00O0
11110000111100000000000000000000
10100000101000000000000OO0OO0OO0OO0ODO0OO0OOO0OO
11000000110000000000000OO0OO0OO0OO0ODO0OO0OOO0OO
10000000100000000000O00OO00OO0OO0OO0OOOO0OOO O
11111111000000000000000000000000
10101010000000000000000000000O00O00O0
110011000000000000000000O00O0O00OO00O0O0O0
1000100000000000OO0OO0O0OO0O0O0OO0OO0OO0OOOOOOO0OO
111100000000000000000000OO0ODO0OO0ODO0OO0OOO0OO
101000000000000O0OO0OO0OO0OO0O0O0OOO0OOOOOOOOO
1100000000000000000000OO0O0OO0OO0OO0OOOOOO
1000000000000O00O00O00O0O0O0O0OO0OOODOOOOOOO

) olarak kabul edersek, A;, A, ..., A, matrisleri, A, matrisinin

1 1
1 0

) matrisi ile Kronecker ¢carpimi sonucunda elde edilebilir. Bu durumda olusan

Burada A,

1 1
1 0

komsuluk matrisleri [1] ve [2]’de elde edilen komsuluk matrisleri ile birebir aynidir.

B =

Dolayisiyla ¢izilecek olan graflar da Sekil 3.1. de verilen graflar ile es graflar olacaktir.

3.4. Kiipsel-Binomial Graflar

n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere, binomial katsayilarin1 asagidaki kiime
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n) _ ) 9 SEURLLD SR
y

a;j = Yjjyj)(mod 2) , Yppu = (k ViV, Y k=0 igin Y0 =1

olacak sekilde 32 x 32 tipinde bir komsuluk matrisini hesaplayip, olusan deseni daha net

gormek adina elemanlar1 renklendirirsek Tablo 3.1. de olusturulmus matrisi elde ederiz.

Karesel-binomial graflarda oldugu gibi 4y = G (1)) olarak kabul edersek, 4, 4,, ..., A,

matrislerin, Ay matrisinin B = G (1)) matrisi ile Kronecker carpimi sonucunda elde

edilebilecegi goriiliir. Bu durumda olusan komsuluk matrisleri [1] ve [2]’de elde edilen
komsuluk matrisleri ile birebir aynidir. Dolayisiyla kiipsel sayilar i¢in de ¢izilecek olan

graflar Sekil 3.1. de verilen graflar ile es graflar olacaktir.
3.5. Dortsel-Binomial Graflar

n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere, binomial katsayilarin1 asagidaki kiime

(dortsel sayilar) iizerine insa ederek bir komsuluk matrisi olusturalim.

Z, =n*

— n ZnZn-q - Znks1
aij = Zjiyjj)(mod 2) -, Zpnyg = (k)z =T 77,7,

k=0 i(,‘il’l Z[n,O] =1
olacak sekilde 32 x 32 tipinde bir komsuluk matrisini hesaplayip, olusan deseni daha net

gormek adina elemanlar1 renklendirirsek Tablo 3.1. de olusturulmus matrisi elde ederiz.

Karesel-binomial graflar ve kiipsel-binomial graflarda da oldugu gibi burada da

- g L 1 1
Ay = ( 1 O) olarak kabul edersek, 4,, A,, ..., A,, matrislerin, Ay matrisinin B = (1 O)

matrisi ile Kronecker ¢arpimi sonucunda elde edilebilecegi goriiliir. Bu durumda olugan
komsuluk matrisleri [1] ve [2]’de elde edilen komsuluk matrisleri ile birebir aynidir.
Dolayisiyla dortsel sayilar i¢in de ¢izilecek olan graflar Sekil 3.1. de verilen graflar ile es

graflar olacaktir.
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3.6. Tribonacci-Binomial Graf

n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere, binomial katsayilarini asagidaki kiime

(tribonacci sayilari) iizerine insa ederek bir komsuluk matrisi olusturalim.

To =0, T, =1, T, = 2 olmak iizere,

T, =Th1+Th s+ T3

n TnTn-1" Tnk+1
ayj = Tiipj)(mod 2) -, Ty = (k)r == T}lTZ ;k :

k=0 i(;in T[n,O] =1

olacak sekilde 32 x 32 tipinde bir komsuluk matrisini hesaplayip, olusan deseni daha net
gormek adma elemanlar1 renklendirelim. Asagidaki denklemlerde ve Tablo 3.2. de
goriilebilecegi iizere ass elemani hesaplandiginda elde edilen sonu¢ tamsay1 olmadigi
icin komgsuluk matrisi hesaplanamamuistir. Bu sebeple Tribonacci-binomial graflardan s6z

edememekteyiz.

10 149-81-44-24-13 20710404

burada T}, 5) tamsay1 olmadigi i¢in ass hesaplanamamaktadir.

Tablo 3.2. Tribonacci-binomial grafina ait 32x32 tipindeki komsuluk matrisi

11111111111111111111111111111111
11001100110011001100110011001100
10001000100010001000100010001000
100000001000000010000000100000°00
111000010000000011100001000000°00
11000

3.7. Ucgensel-Binomial Graf

n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere, binomial katsayilarin1 asagidaki kiime

(licgensel sayilar) lizerine insa ederek bir komsuluk matrisi olusturalim.

Uy,= Y k

n
k=1
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=1

U,_
N k=0 igin Upyop =
Uy :

U,U, -

UnUn_1

), =
olacak sekilde 32 x 32 tipinde bir komsuluk matrisini hesaplayip, olusan deseni daha net

n
k

Uivjj(mod 2) , Uppy = (

aij

gormek adina elemanlar1 renklendirirsek Tablo 3.3. de verilen matrisi elde ederiz.

Burada elde edilen matrisi genellemek i¢in uygun bir A, matrisi segmemize

gibi baz1 elemanlarin engel teskil ettigi tabloda goriilebilir. Bu sebeple

Kronecker carpim yardimi ile {liggensel-binomial graflar i¢in komsuluk matrisleri

genellestirilememistir.

V33, V77, V3,12, -

Tablo 3.3. Uggensel-binomial grafina ait 32x32 tipindeki komsuluk matrisi

11111111111111111111111111111111

11001100110011001100110011001100

1000100010001 0001000100010001000
10011000100100001001000010010000

11110000111000001110000011100000
11000000110000001100000011000000

10000000100000001000O0O0O0OO0O10O0OO0OO0OO0OO0O

10000001100000001000000O10000000O00
11111111000000001111111000000000
11001100000000001100110000000000

100010000000000010001000000O00O000O0
100100000000000010010000O0O0O0O00OO00O00

11100000000000001110000000000000
11000000000000001100000OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO

10000000000000O0O01000O0O0O0OO0OO0OO0OOOOOOO
1000000000000O0O0O11000000OO0OO0OO0OO0OO0OOOOO
11111111111111110000000000000000
11001100110011000000000000000000
1000100010001 0000000000000000O00O00O0
100100001001000000000000000O00OO00O00O0
11100000111000000000000000000000
11000000110000000000000OO0OO0ODO0OO0ODO0OO0OOO0OO
100000001000000O0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OOOOOOOOO
100000010000000O0OO0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OOOOOOOO0OO
11111110000000000000000000000000
110011000000000000000000O0O0O0O0O0OO00O0O0O0
1000100000000000000000OO00OO0OO0OO0OOOOOO O
10010000000000000000O00OO0O0OO0OO0OO0OOOOOO O
11100000000000000000O00O0OO0OO0ODO0OODOOOOO
11000000000000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOOOOOOOOOO0OO
1000000000000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O0OOOOOOOOOOOO
100000000000000O00O00O0O0OO0O0OO0O0OOO0OOOOOT1
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3.8. Mersenne-Binomial Graf

n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere, binomial katsayilarini asagidaki kiime

(Mersenne sayilari) {izerine insa ederek bir komsuluk matrisi olusturalim.

7’1) _ MpMy_1 - My_g41

@iy = Mty (mod 2) , Mg = v MM, M,

k=0 igin Mg =1
olacak sekilde 32 x 32 tipinde bir komguluk matrisini hesapladigimizda tiim elemanlarin
1 oldugu bir matris ortaya ¢ikacaktir. Bu komsuluk matrisinin, graf olarak karsilig1 ise
Tanim 2.5.8.°de verilen tam (complete) graftir. Komsuluk matrisindeki her bir elemanin
1’e esit olmasinin sebebi ise Mersenne sayilarinin tamamen tek sayilardan olugsmasinin
bir sonucudur. Mersenne sayilar1 igin 6zel olarak, a;; = My jj(mod 2) formiiliinii
a;j = My, jj(mod 3) ile degistirelim ve olusan deseni daha net gérmek adina elemanlari
renklendirirsek komsuluk matrisini tekrar olusturalim. Tablo 3.4. de elde edilen matrisi
genellemek i¢in uygun bir A, matrisi se¢ilememistir. Bu sebeple Kronecker ¢arpim

yardimi ile Mersenne-binomial graflar icin komsuluk matrisleri genellestirilememistir.

Tablo 3.4. Mersenne-binomial grafina ait 32x32 tipindeki komsuluk matrisi

11111111111111111111111111111111
1010101010101 0101010101010101010
11220011220011220011220011220011
10200010200010200010200010200010
1100001100001 1000011000011000011
1000001000001 0000010000010000010
11111122222200000011111122222200
10101020202000000010101020202000
11220022110000000011220022110000
10200020100000000010200020100000
11000022000000000011000022000000
1000002000000000001000O002000000O0O0
11111100000000000011111100000000
10101000000000000010101000000000
11220000000000000011220000000000
1020000000000000001020000000000O00
11000000000000000011000000O0O00O000
1000000000000000O001000O0OO0OO0OO0OOOOOOO
11111111111111111122222222222222
10101010101010101020202020202020

9]
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11220011220011220022110022110022
10200010200010200020100020100020
1100001100001 1000022000022000022
1000001000001 0000020000020000020
11111122222200000022222211111100
10101020202000000020202010101000
11220022110000000022110011220000
10200020100000000020100010200000
11000022000000000022000011000000
10000020000000000020000010000000
11111100000000000022222200000000
10101000000000000020202000000000
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BOLUM 4
SONUC

1997° de Christopher ve Kennedy [1] tarafindan calisilmis olan “binomial graflar ve
spektrumlar1 (binomial graphs and their spectra)” isimli makale, bu ¢alismada detayli bir
sekilde incelenerek burada yer alan binomial graflar tez ¢alismamizin odak noktalarindan
biri olarak ele alinmistir. Benzer bir durum sergileyen, Kar ve Yilmaz [2] tarafindan
hazirlanan “balans-binomial graflarin lineer cebirsel incelenmesi (on linear algebra of
balance-binomial graphs)” isimli makale de detayli bir sekilde incelenmis ve gerekli

arastirmalar yapilarak tez calismamiza eklenmistir.

Birbirinden bagimsiz olarak hazirlanan bu iki ¢aligmada, aslinda iki farkl say1 dizisi
(dogal sayilar, balans sayilar1) kullanilmis olmasina ragmen, tamamen ayni1 6zelliklere
sahip, es graf kiimeleri elde edilmistir. Incelenen binomial ve balans-binomial graflarin,
farkli say1 dizilerine uyarlanmasi icin arastirmalar yapilmis ve tez c¢aligmamiza

eklenmistir.

Dogal sayilar, Lucas sayilari, karesel sayilar, kiipsel sayilar, balans sayilar1 gibi baz1 say1
dizileri iizerine insa edilen binomial graflarin tamamen ayni graflar olduklar1 bu tez
calismasinda goriilmiistiir. Uggensel sayilar ve Mersenne sayilari ile insa edilen binomial
graflarma ait komsuluk matrislerinin ise farkl graflar1 ifade ettikleri tespit edilmistir.
Ancak bu matrisler Kronecker c¢arpim veya baska bir yontem kullanilarak
genellestirilememistir. Tribonacci sayilari ile olusturulan binomial graflarin ise verilen

hesaplama yontemleri ile uyumlu olmadiklart goriilmiistiir.
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