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OZET

Spektral graf teori; graf matrislerinden elde edilen spektral bilgiler sayesinde, grafin
belli 6zelliklerinin belirlenebilmesini saglayan graf teorinin ¢ok 6nemli bir alt dalidir.
Graflarin spektral agidan karakterize edilmesi problemi literatiirde uzun siire ¢alisilan
bir problemdir. Graf spektrasinda var olan yapilan birgok durumun son yillarda isaretli
graf spektrasma da taginmaya calisildign goriilmektedir. Ornegin, graflarin spektral
karakterizasyonuyla ilgili olarak literatirde [19]’daki gibi ¢ok sayida problem
calisilmigtir. Bu problemler glinlimiizde isaretli graflara da taginmaya calisilmaktadir.
Ozel olarak komsuluk matrislerinin en fazla iki 6zdegeri +1°den farkli olan graflar
literatiirde smiflandirilmistir ve bunun isaretli graflara tasinmasi yani en fazla iki
Ozdegeri +1°den farkli olan biitiin igaretli graflarin siniflandirilmasi ile ilgili literatiirde
[18], [22]’de galismalar mevcuttur. Bu tez ¢alismasinda da bu siniflandirmaya dair bilgi
ve bulgular incelenmis, bu incelemelerden elde edilmis sonuglara yer verilmistir.

Ikinci béliimde tez ¢alismasinda yer alan ana boliimlere dair temel graf teori bilgileri ve
kullanilmis olan cebirsel kavramlar sunulmustur. Sonrasinda isaretli graflarla ilgili
kullanilan biitiin temel bilgiler de bu béliimde yer almaktadir. Ugiincii boliimde ise ‘en
fazla iki adet 6zdegeri +1’den farkli olan isaretli graflar’ G kiimesiyle gosterilmistir ve
G’de yer alan baz1 ozelliklere sahip graflar (baglantisiz graf, iki parcali graf, tam graf)
sunulmustur. Dordiincli boliimde ise G’de yer alan ve iiglincli boliimde var olan
ozelliklerin disinda kalan diger tiim graflarin belirlenmesine yonelik yapilan ¢alismalara
yer verilmistir. Son bdliimde ise, bu calismalara ve bunlar disinda simdiye kadar
yapilmis c¢aligmalara dair diislincelere ayrica bu konuyla ilgili ileride yapilabilecek
Onerilere yer verilmistir.
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ABSTRACT

Spectral graph theory; thanks to the spectral information obtained from graph matrices,
it is a very important sub-branch of graph theory that allows the graph to be changed in
a certain way. The problem of spectral characterization of graphs is a problem that has
been studied for a long time in the literature. It is seen that many situations made in the
graph spectra have been tried to be transferred to the signed graph spectra in recent
years. For example, many problems regarding the spectral characterization of graphs
have been studied in the literature, such as in [19]. Today, these problems are tried to be
transferred to signed graphs. In particular, graphs whose adjacency matrices have at
most two eigenvalues different from +1 have been classified in the literature, and there
are studies in the literature [18], [19], [22] on the classification of all signed graphs with
a maximum of two eigenvalues different than +1 . In this thesis, the information and
findings about this classification from the literature were examined and the results
obtained from these studies were included.

In the second chapter, the basic graph theory information about the main sections in the
chapters and the algebraic concepts used in the thesis study are presented. Afterwards,
all the basic information used about the signed graphs are included in this section. In the
third chapter, ‘signed graphs with maximum of two eigenvalues different from +1’ are
shown with the set G, and graphs with some properties in G (disconnected graph,
bipartite graph, complete graph) are presented. In the fourth chapter, the studies carried
out to determine all the other graphs except the features in G and in the third chapter are
given. In the last section, thoughts on these studies and other studies done so far, as well
as suggestions that can be made in the future on this subject are given.
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1.BOLUM
GIRIS

Koseler olarak adlandirilan noktalar ile koseleri birlestiren ve kenar olarak adlandirilan
cizgilerden olusan diyagrama graf denir [8]. Graf teorinin tarihsel gelisimine bakildiginda
ilk olarak karsimiza Konigsberg koprii problemi ¢ikar. Prusya’daki Koénigsberg
kasabasini birbirine baglayan yedi adet kopriiniin hepsini tek seferde gegmenin miimkiin
olup olamayacagi o0 bdlgenin halki tarafindan ¢ok konusulmustur ve 1736 yilinda
Leonard Euler tarafindan yayimlanan ‘Koénigsberg’in yedi kopriisii’ makalesiyle beraber
graf teorisinin baglangicini olusturmustur. Ayrica James Joseph Sylvester, 1822 yilinda
bir yayiminda ilk kez ‘graf’ terimini kullanir ve D. Konig 1836’da ‘graf teorisi’ ile ilgili
ilk kitabi yayimlamigtir [20]. Dort renk teoremi olarak bilinen diger bir problemin
¢Oziimiinliin ardindan yasanan bir¢ok gelismeyle birlikte graf teorisi aragtirmacilari
tarafindan ilgi uyandiran bir alan haline gelmistir.

Gilinlimiizde matematigin yani1 sira mithendislik, bilisim, fizik, kimya, tip gibi ¢esitli
bilim dallarinda kullanilabilen graf teorisi bir¢ok durumda kolaylik ve agiklik
saglamistir. Sosyal medya aglari, metro aglari, haritalama, kimyada atom ve baglarini
temsiline kadar bir¢ok alanda yer almistir.

Bir G = (V,E) grafinda V noktalar kiimesini, E kenarlar kiimesini temsil eder. Graf
teorisine bakildiginda graf yapisinin matrislerle dogrudan iligkili oldugu agikga goruldr.
Graflar ¢ok ¢esitli matrislerle temsil edilebilir. Literatiire bakildiginda bir grafi temsil
eden komsuluk matrisi, Seidel matrisi, Laplasyan matrisi, isaretsiz Laplasyan matrisi,
derece matrisi vb. gibi cok ¢esitli matris tanimlar1 verilmistir. Graf teoride iyi bilinen ve
bu ¢alismada en ¢ok (zerinde durulan graf matrisi ise komsuluk matrisidir. Komsuluk
matrisi su sekilde tanimlanir; bir G = (V, E') grafinin noktalar1 arasinda kenar baglantisi
varsa matriste 0 noktalarin temsil edildigi satir ve siitunlarin kesisimindeki Ogeye 1,
noktalar arasinda kenar baglantis1 yoksa o noktalarin temsil edildigi satir ve siitunlarin
kesigimindeki 6geye 0 yazilarak olusturulan matristir ve A(G) (ya da A) ile gosterilir.
Genel olarak bir grafa dair matrisin karakteristik polinomu ve polinomun kokleri elde
edildiginde grafin o matrise dair spektrumu elde edilmis olur ve 6zel olarak ise
komsuluk matrisi alindiginda, komsuluk matrisinin 6zdegerleri o grafin komsuluk
spektrumunu olusturur ve spec(A(G)) ile gosterilir.

Genel olarak bir graf sadece noktalar ve bu noktalar arasindaki kenarlar kiimesinden
1



olusurken isaretli graf; bu grafin kenarlarina pozitif ya da negatif olacak sekilde isaret
verilmesiyle olusur. Bu tez ¢alismasinda da isaretli graflar incelenmistir ve isaretli graf
I' = (G, 0) ile gosterilir. Burada o: E(G) - {+1,—1} isaret fonksiyonu ve G ise baz
(underlying) graftir. Isaretlendirilmemis graflar icin tanimlanmis olan graf matrisleri,
genisletilmis bir sekilde isaretli graflara da aktarilabilir ve son zamanlarda bu literattrde
[16], [17]’deki gibi siklikla yapilmaya c¢alisilmistir. Ayn1 zamanda isaretli graflarin
spektrumlar1 da graf spektrasi uzmanlarinin biiyiik ilgisini ¢ekmektedir. Aslinda, isaretli
graflarin spektral teorisi isaretlendirilmemis graflarin spektral teorisinin zarif bir sekilde
genellestirilmesidir. Ote yandan, isaretlendirilmemis graflar; dengeli isaretli graflarin
0zel bir durumu gibi alinabileceginden, rolleri tamamen ortadan kalkmaz yani isaretli
graflar tarafindan igerilirler. Bu nedenle isaretlendirilmemis graflar i¢in tanimlanan ve
caligilan bir¢ok spektral problem, isaretli graflar agisindan da ele alinabilir. Hatta bazen
bu tir genellemeler, isaretlendirilmemis graflar agisindan elde edilemeyecek kadar
guzel ozellikler gosterebilir. Bu g¢alismada, isaretli graflarin komsuluk spektrumlari
tizerinde bazi genel sonuclar incelenmistir ve isaretlendirilmemis graflarin spektral
teorisinden ilham alan bazi spektral problemler ele alinmistir [16].

Isaretli graflar, kenarlarma {+1,—1} agirlik verilmis agirhikli graf olarak da
diisiiniilebilir ama agirlikli graf ve isaretli graf teorisi birbirinden ¢ok farklidir. Isaretli
graflarda; isaretlerin ¢arpimi 6nemli bir role sahipken, agirlhikli graflarda agirliklarin
toplam1 6nemlidir [16].

['= (G, o) isaretli grafinda G baz grafinin komsuluk matrisi A’da , I" isaretli grafinin
negatif kenarlarina karsilik gelen bilesenlerin —1 ile degistirilmesiyle elde edilen
matris; T' isaretli grafinin komsuluk matrisidir ve ¢alismamizda A(T") ile gosterilir.
Komsuluk matrisi —A(I") olan isaretli bir grafa, I" isaretli grafinin negatifi denir ve I'”
ile gosterilir [18].

Isaretli graf komsuluk matrislerine gore spektral acidan incelenirken isaretsiz
graflardaki {0,1} simetrik matrisini incelemek yerine {0,+1,—1} simetrik matrisi
incelenir, bu da negatif olmayan matrisler teorisinden gelen sonuglarin isaretli graflarda
dogrudan uygulanamayacagini gosterir. Ayni zamanda isaretlendirilmemis graf
spektrast icin simetrik matris 6zelliklerine dayanan tiim sonuglar, uygun degisikliklerle
isaretli graf spektrasi igin de gecerli olmaya devam edecektir. [16].

U € V(G) olacak sekilde bir U kiimesi igin I' = (G, o) isaretli grafinda U ile V (G) \ U

arasindaki kenarlarin isaretlerinin degistirilmesi ve diger kenarlarin isaretlerinin sabit
2



birakilmasi islemine switching denir. A(I") matrisi kullanilarak ifade edilirse; switching
islemi aslinda U kiimesinde yer alan noktalara A(T") matrisinde karsilik gelen satir ve
stitunlarin —1 ile ¢arpilmasi anlamina gelir. I' = (G, o) isaretli grafina switching islemi
uygulanarak elde edilen isaretli graf H ise, I' ve H graflarina switching izomorftur
denir. Switching izomorf olan graflarin komsuluk matrisleri benzer matristir ve bundan
dolay1 spektrumlari ayni olur [18].

Spektral graf teori literatiiriine bakildiginda belli 6zelliklere sahip spektrumu olan
graflarin incelenmesi ve smiflandirilmasi ¢alismalari bulunmaktadir. [19]’daki en fazla
iki adet ozdegeri +1’den farkli olan isaretlendirilmemis graflarin siniflandirilmasina
yonelik ¢aligmalar 6rnek gosterilebilir.

Bu tez calismasinda ise en fazla iki adet 6zdegeri +1°den farkli olan isaretli graflarin
kiimesine dair literatiirde mevcut olan ¢alismalar incelenerek derlenmistir.

Bu 6zellige sahip tiim isaretli graflarin kiimesi G ile gosterilmistir ve bu kiime 6zel bir
graf turd olan friendship graflart da icermektedir. Dolayisiyla bu kiimenin spektral
acidan siniflandirilmasi friendship graflarinda spektral karakterizasyonu igin dnemlidir.
G kiimesi; switching, negatifini alma, izole kenar ekleme veya silme islemleri altinda
kapali olur [18]. G’de yer alan isaretlendirilmemis graflar [19]’da simiflandirilmistir.
Fakat yine de G’de halen daha ¢ok sayida isaretli graf bulunmaktadir ve bunlarin
belirlenebilmesi tim pozitif isaretli grafin durumuna gore ¢ok daha karmagiktir. G’de
yer alan isaretli tam graflarin (B6liim 3.2.) belirlenmesi bile asikar bir durum degildir.
Bu tez ¢alismasmin tgiincii bolimiinde ilk olarak G kiimesindeki baglantisiz isaretli
graflar ve spektral 6zellikleri {izerinde durulmustur. En kii¢iikk 6zdegeri —1’e esit olan
isaretli graflarin baz graflarinin, tam graflarin ayrik birlesimi oldugu belirlenmistir.
Sonrasinda, bir I' = (G, 0) isaretli grafinin tiim 6zdegerlerinin +1 olmasi igin gerek ve
yeter kosulun G baz grafin kenarlarin ayrik birlesimi formunda olmasi gerektigi
sOylenmistir. Daha sonrasinda n noktali ve baglantili bir T isaretli grafinin yalnizca bir
6zdegerinin +1°den farkli olmasi durumunda, ' ya da I'™ grafinin n # 2 olacak sekilde
bir isaretsiz K,, tam grafina switching izomorf oldugu goriilmiistiir. Son olarak da G’de
yer alan baglantisiz ve izole kenar icermeyen bir I' = (G, o) isaretli grafinin baz grafi
olan G’nin tum pozitif isaretli tam grafa ya da negatifine switching izomorf olan iki tam
grafin ayrik birlesimi durumunda oldugu sdylenmistir [18].

G kiimesindeki isaretli tam graflar ve spektral 6zelliklerine bakildiginda ise isaretli bir



tam grafin komsuluk matrisinin aslinda, isaretlendirilmemis baska bir grafin Seidel
matrisine karsilik geldigi goriilmiistiir. Birbirine switching izomorf olan isaretli iki tam
grafin komsuluk matrisleri S; ve S, olsun. Bu durumda Seidel matrisleri S; ve S, olan
graflarda switching denk olurlar [18]. Boliim 3.2.’de G’deki tiim isaretli graflarin (buna
denk olarak en fazla iki Seidel 6zdegeri +1’den farkli olan tiim graflar) belirlenmesine
dair sonuglara yer verilmistir.

G kiUimesinde yer alan iki parcali isaretli graflarin komsuluk matrisi A’ya bakildiginda;
0O N
NT 0
Burada iki pargali isaretli graflarin negatifleri ile switching izomorf oldugu aciktir. Ozel

A= [ ] formunda oldugu goriiliir [18].

olarak A ve —A ayn1 spektruma sahiptir. Literatlire bakildiginda Van Dam ve Spence
[21]’de baglantil1 iki pargali tiim pozitif isaretli bir G grafi igin eger, G’nin en fazla iki
adet 6zdegeri +1°den farkli ise ve G # K, ise N matrisinin asagidaki formlarindan
birinde olmasi1 gerektigini sdylemislerdir.

1 1T

N:VBkJZJWWN:1 I,

],veyasz—m (m = 3).

Sonrasinda, G’de yer alan bir I' = (G, o) isaretli grafi baglantili ve iki pargali ise, yine
G’de yer alan tim pozitif isaretli (full positive) baglantili ve iki pargali bir grafa
switching izomorf oldugu [18]’da gosterilmistir. Boliim 3.4.’de ise son olarak onceki
bolimlerde yer almayan G’deki bazi isaretli graflar sunulmustur.

Uclincii boliimde verilen ozelliklere sahip olmayan ama G kiimesinde yer alan halen
daha cok sayida isaretli graf vardir. [22]’de G kiimesinde yer alan tiim isaretli graflar
komsuluk matrisleriyle temsil edilerek tamami siniflandirilmistir. Dolayisiyla G
kiimesinde yer alan tiim isaretli graflarin belirlenmesi bdylece tamamlanmistir ve bu
siniflandirmaya ait tiim matris formlaria dérdinci bolimde yer verilmistir.

Son bolim olan besinci bdliimde ise, bu tez calismasinda derlenen caligmalarin
literatiire sagladigi katkinin sonuglarina ve sonrasinda bu baglamda yapilabilecek

calismalara dair Onerilere yer verilmistir.



2.BOLUM
ON BILGILER

2.1. Lineer Cebirde Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. F bircisimvea;; EF (1 < i < m,1 < j < n)olmak lzere

a1 Q12 0 Qip
A1 Az - dgp
Am1 Amz2 " Amn

seklindeki ~ bir  dikdértgen  tabloya matris denir. i=1,23,..,m icin
s, . . .. . . | 4zj
1= lay ,aiz , ..., ap | ifadesine matrisin satirlart ve, j = 1,2,3,...,n igin ¢; =
amj
ifadesine de matrisin siitunlari denir. m satirli ve n sutunlu bir matrise m X n boyutlu
(mertebeli) ya da kisaca bir m X n matris denir. i-yinci satir ve j-inci sttunun
kesisiminde bulunan cismin elemanina matrisin (i, j)-yinci elemani denir. Matrisi kisaca
A = [a;j | mxn notasyonu ile gosterecegiz. Hemen not edelim ki eger bir matrisin satir

ve siitun sayilari esit ise bu matrise kare matris denir [1].

3 4 7
Ornek A=1|1 0 2| matrisi 3x3 bir matristir.
2 4 9

Tanmm 2.1.2. A = [a;;], m X n tipinde bir matris olmak (izere A’min transpozu; A

matrisinin satirlarini siitun ve siitunlarm satir yapmakla A matrisinden elde edilen ve AT

ile gosterilen n X m mertebeli bir matris olarak tanimlanir.

;. Q12 0 Qqp a;; QA1 0 Am

. a1 Q2 - 4y .. Q12 Az - Ama
Yani A=|"°" "% . "“"lolmakizere AT= | "% . "™ olur[1].

An1 Am2  ° AOmn Ain An  ° Amn

Tammm 2.1.3. Eger A = [ai j] matrisinin elemanlari kompleks sayilar ise, o zaman A
matrisinin  eslenik  transpozu A" = [dﬁ] olarak tanimlanir. Boylece eger
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A = [a;;] olmak tzere; A nin eslenigi A = [a;;] ise, o takdirde A* = (A)T dir. Eger A
matrisinin elemanlar1 reel sayilar ise bu durumda A =A olacagindan AT = A*

seklindedir [1].

Tamm 2.1.4. Eger bir matrisin biitiin elemanlar1 sifir ise, bu matrise sifir matrisi denir.

Yani genel eleman: a;; olan A matrisi her i,j igin a;; = 0 seklinde yazilabiliyorsa, o

zaman bu matrisin sifir matrisi oldugu soylenir. Bu ¢aligmada sifir matrisi “0” ile

gosterilmistir.

Eger A sifir olmayan bir matris ise, o0 zaman A matrisi ile sifir matrisinin ¢arpiminin ve

toplaminin sirastyla AO = OA= 0 ve A+ O = 0 +A=A oldugu acik olarak goriiliir [1].
Ornek

10 0],
0,57 = [O 0] bicimindedir
Tamm 2.1.5 Keyfi m,n € Z* i¢in biitiin elemanlar1 "1" olan m X n tipinde matrise
birler matrisi denir. Birler matrisi J ile gosterilir [2].

Ornek

Joe=|; 1) Ja=|] T 7 1] bicimindedir

Tamm 2.1.6. A = [aij ], nxn bir kare matris olmak iizere eger i# j i¢in her zaman a;; =

0 oluyorsa, o taktirde A matrisine kdsegen matris denir ve diag(A) seklinde gosterilir

[1]

Ornek  Ugiincii mertebeden bir kdsegen matrise drnek olarak

a;; O 0
diag(A) = [ 0 a, 0 matrisi verilebilir.
0 0 as3

Tamm 2.1.7. Kdsegen iizerindeki elemanlar1 esit olan kdsegen matrise skaler matris
denir. Eger A=[a;; ], nXn tipinde bir matris ise, 0 zaman a,,a,; ,... , Any elemanlarmin

teskil ettigi kosegene A matrisinin esas kdsegeni denir [1].

Tamm 2.1.8. Esas kdsegen uzerindeki biitiin elemanlart “1” diger tiim elemanlar1 sifir

olan bir kare matrise birim matris denir. Birim matrisi I ile gosterecegiz. Ozel olarak
6



nxn tipindeki birim matrisi de I, ile gosterecegiz. A herhangi bir kare matris olmak

uzere, AL, =I, A =A oldugu kolayca goriilir [1].

1 0 O
Ornek  Uclincti mertebeden birim matris I3 = [O 1 0] seklinde verilir.
0 0 1

Tanm 2.1.9. A = [a;; ], nXn tipinde bir matris olsun. Buna gore her 1<i, j<n icin eger
i>jicina; =0 ve
i<jicina;; #0 ise, o taktirde A matrisine Ust li¢gensel matris, eger
i<jicina;; =0 ve
I = /jicina;; #0 ise, 0 zaman A matrisine alt iiggensel matris denir.

Uciincii mertebeden (boyuttan) bir alt tiggensel matris

a11 0 O
az1 A4z 0

A=

az; dzz azs
ve bir Gst U¢gensel matris
ai; Q12 Q13

0 ap az
0 0 a33

A= seklindedir [1].

Tamm 2.1.10. A = [a;;], kare matrisi icin AT = A ise bu matrise simetrik matris

denir. Eger A matrisi simetrik ise a;; = a;; sarti saglamr [1].

Ornek  Ugiincii mertebeden bir simetrik matrise 6rnek olarak

1 3 -1
A=13 4 2 matrisi verilebilir.
-1 2 -5

Tamm 2.1.11. A = [qa;;] kare matrisi i¢in AT = —A sart1 saglaniyorsa, A matrisine
ters  simetrik matris denir. Ters simetrik matrisin genel terimi a;;=—a;; sartim
saglamalidir. Buradan her i = j i¢in a;; = 0 oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Bu da bize bir

ters simetrik matrisin esas kdsegen elemanlarinin sifir oldugunu ifade eder [1].

7



Ornek  Uglincii mertebeden bir ters simetrik matrise 6rnek olarak

0 1 2
A=|-1 0 3 matrisi verilebilir.
-2 =3 0

Tanmm 2.1.12. A = [a;;] matrisi elemanlar1 kompleks sayilar olan bir kare matris
olmak iizere eger AT = A sart1 saglaniyorsa, o zaman A matrisine hermityen matris
denir. Boyle bir matrisin genel eleman1 a; = @;; esitligini saglamalidir. Bu ise i = j
icin a; = a;; olmasim gerektirdiginden, buradan bir hermityen matrisin esas kosegeni

tizerinde bulunan elemanlarin reel sayilar oldugu ortaya ¢ikar [1].

Ornek Uglincti mertebeden bir hermityen matrise 6rnek olarak

1 1+2i 2+ 3i
A=|1-2i 2 3+ 4i matrisi verilebilir. i = v—1dir.
2—3i 3-—4i 3
Tanmm 2.1.13. Elemanlarinin bazilar1 ya da hepsi kompleks sayilar olan bir ters
simetrik matrisin genellestirilmis haline ters hermityen matris denir. Bir ters hermityen
matris AT = —A4 esitligini dolayisiyla aj; = — a;;esitligini saglar. Buradan i = j
icina;; = —a; oldugu goriiliir. Bu ise bir ters hermityen matrisin esas kosegeni

tizerindeki biitiin elemanlarin piirimajiner (sirf sanal) oldugunu ifade eder [1].
Ornek Uclincii mertebeden bir ters hermityen matrise érnek olarak

2i 24+1 1+2i
A=|-24+i 30 4+i matrisi verilebilir. i = v—1"dir.
-1+2i 4-i 4i
Tamm 2.1.14. A = [aij], n X n kare matrisi i¢in a;;.1 =1, ap; = 1 ve diger biitiin
elemanlart sifir oluyorsa o zaman A matrisine permutasyon matrisi denir ve P ile
gosterilir. En genel anlamda bir permiitasyon matrisi, birim matrisin satirlarin1 ya da

stitunlarini degistirmekle elde edilen bir matristir [1].

0 1 0
Omek P=(0 0 1] matrisi Gglnci mertebeden bir permutasyon matrisidir.
1 0 0

Tamm 2.1.15. A = [a;;] kare matrisinde, 1 < i,j < n olmak lizere, ATA = AAT = I,

ise A matrisine ortogonal matris denir [7].
8



1 o, L
V2 V2
A=10 1 0| matrisiigin;
_1 o L
N V2
1 1
70 %
AT=10 1 0 |olur.
Lo L
V2 V2
1 19r1 1
% O %FllE % % oo
AAT=( 0 1 o]]o 0 [=]0 1 o|l=1 ve
_L o Af|x 1 0 0 1
V2 v2i Lz vz |
r 1 1 7 1 1 7
0 Gllm % oo o
ATA=|0 1 0 0 1 0|=|0 1 0f=I;olur.
1 1 1 1
= —|l== 0 = 0 0 1
V2 vz 1Ll vz N

Buradan ATA = AAT = I; oldugundan A ortogonaldir.

Tammm 2.1.16. A bir kare matris olsun. A’nin kdsegeni iizerindeki elemanlarin

toplamina A’nin izi denir ve iz(A) ile gosterilir [3].

2 1 4
Omek A=[1 6 7 ] olsun. iz(A) = 2+6+(-5) =3 olur.
4 7 =5

Teorem 2.1.1. A ve B iki matris ve c¢ bir skaler olsun. Bu takdirde

1) iz(A+ B) =iz(A) +iz(B)
2) iz(A.B) = iz(B.A)

3) iz(c.A) =c.iz(A)

4) iz(AT) =1iz(A) olur[3].

Tanmm 2.1.17. A, nxn matris ve I,,, nxn birim matris olsun.BA=AB =I,, olacak

sekilde bir B matrisi varsa B matrisine A matrisinin tersi denir ve B= A~ ile gdsterilir

[5]



Teorem 2.1.2. Bir kare matrisin tersi varsa o zaman bu ters matris tektir [1].

Ispat Bir A kare matrisinin B ve C gibi iki tane tersi oldugu varsayilsin. Bu durumda

ters matrisin tanimindan dolay1 A matrisinin tersi B ise,
AB =BA =1,

ve eger A matrisinin tersi C ise, benzer diisiinceyle

AC = CA = I,, yazilr.

Eger B = C oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. Bunun igin AB = BA = I,, ve
AC = CA = I,, ifadeleri ve matrislerin ¢arpma islemine gore birlesme Ozelligi goz
ontine alinirsa B = I,,B = (CA)B = C(AB) = CI,, = C esitligi elde edilir ve bu da

istenendir [1]. m

Tamm 2.1.18. Bir terse sahip olan bir A kare matrisine tekil olmayan (tersinir, regdiler,
duzenli) veya ters ¢evrilebilir bir matris denir. Eger A matrisi bir terse sahip degilse, 0

takdirde A matrisine tekil (singuler) ya da ters ¢evrilemez matris denir [1].

2.1.1. Determinant

Tamm 2.1.19. E™, K cismi (reel veya karmasik sayilar cismi) lizerinde tanimlanmis ve
taban1 {e; e, ... ,e, } olan nboyutlu bir vektdr uzayr olsun. Bu uzayr K igine
doniistiiren, yani E™ uzaymin A4, A,, ... , A, gibi n tane vektoriine K cisminin bir tane

elemanina karsilik getiren
D:E"> K
(Al,Az, aAn) - D(A]_,Az, 9An) €K

doniistimiine determinant fonksiyonu ve D(A44,A,, ... , A;) degerine de A4, 4,, ... , A,

vektorlerinin determinanti denir.

O halde A = [a;;]nxn kare matrisi verilmis olsun. Bu matrisin siitunlarmni sirasiyla
A, A,, ..., A, ile gosterirsek,
D:E"- K
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(A1, Az, ..., Ay) > D(Ay, Az, ..., Ay) €EK

Degerine A = [a;j]nxn kare matrisinin determinant1 denir ve det (A) ile gosterilir. O

halde,

ai1 Qi 0 Qqn
z1 Gz - d2p . g qe e .

det(A) =| o .| seklinde birbirine paralel iki diiz ¢izgi arasinda
an1 Qn2 *° Qpn

gosterilir [5].
Tamm 2.1.20. Bir 2Xx2 matrisin determinanti su sekilde ifade edilir;

Ai1, Qq2, A1, Ay, Teel sayilar olmak tizere 2%2 tipinden bir

aj; Qg2

A= [
a1 dz;

] matrisinin determinanti;

det (A) =a;q. az; — aq3. Ay, formiili ile tanimlanan bir reel sayidir [6].

Determinantin hesaplanmasi permiitasyonlar yardimiyla olmasina ragmen bu yolla
hesaplama yapmak kolay ama ¢ok uzun ve zaman alicidir. Bundan dolay1 determinantin
hesaplanmasi i¢in daha degisik metotlar gelistirilmistir. Bunlardan biri determinantin
herhangi bir satir ya da siituna gore agilarak hesaplanmasidir. Bu metot daha biiytlik
mertebeli determinanti daha kii¢iik mertebeli determinantlara indirgeyerek, hesaplama
yontemidir [5].
ai1 Q2 o Qip
Tamm 2.1.21. det (4)= |21 “22 7 %n

An1 Qn2  ** App

determinantindaki @;; elemanimin bulundugu satir ve siitunun silinmesinden meydana
gelen (n—1) X (n— 1) mertebeli determinanta a;; elemamnin mindrii denir ve

genellikle M;; ile gosterilir.

Yine A;; = (=D . M; ; olarak tanimlanan ifadeye de a;; elemanmin isaretli mindrii

ya da kofaktoru denir [5].
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a1 A1z Ag3
Q1 QAzz Qz3| matrisi verilmis olsun.
azi1 a3z d4zs

Ornek A=

A1 ve A,5 kofaktorleri (isaretli mindrleri) hesaplansin

Az, dz3
A = —11+1.| |=a Q22 — A3y. 4
11 =(1) A3y sz 22- 033 32: 023
a1 Ag
Ayr = —12+3.| |:—a . A2, — Aaq.04-,) bulunur.
23=(—1) A3y Qao (as1. as; 31- (12)

Teorem 2.1.3. A = [a;j]nxn kare matrisinin determinanti det(A) ve bu determinantin

a,, elemaninin kofaktorti A, ise;

det(A) = a, A + arApo+ ...+ A , 1<r<n)

veya,

det(A) = a, A1, + ayp Ao+ ... +an Ay, (1 <r <n) seklindedir [5].

) 3 1 4

Ornek det(A) =|—2 2 1 | determinanti kofaktdr yardimiyla hesaplansin.
4 5 -3

Bu determinant birinci satira gore agarak hesaplansin. Bunun igin 6nce birinci satirdaki

elemanlarin isaretli mindrlerini hesaplanirsa;

1 -2 1

— [_1\141 2 - _ — (1 \142 -
A = (-1) .|5 _3|_ 11 A= (-1) .|4 _3|_ 2
oy |2 2]
A3 = (1) .|4 c|* 18 olur.

Buna gore det(A)= ay1411 + a12412+a43413 = 3.(—11)+1. (—2) +4. (—18)=-107

bulunur.
Determinant ile ilgili bazi 6nemli temel teorem ve tanimlar agsagida verilmistir.

Teorem 2.1.4. Bir determinantta satirlarin siitun, siitunlarin satir yapilmasi halinde
determinant degeri bozulmaz. Yani herhangi bir A, n X n kare matrisin determinanti ile

bu matrisin transpozunun determinanti aynidir [5].
S _1-2 -1 _ _
Omek  det(a) = |27 Y= (4.(-2) - (2.(-1) = 6 ve
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-2 2

1 4= (2.4) = ((-1).2) = ~6dir.

det(AT) = |
Boylece det(A) = det(AT) oldugu goriiliir.

Teorem 2.1.5. Eger bir determinantin iki satir1 veya iki siitiinii bir defa yer degistirirse,

determinant bir defa isaret degistirir.

Bu teoremin bir sonucu olarak, eger bir determinantta iki satir veya siitun esit ise

determinant degeri sifirdir [5].
) -2 -1 _
Omek  det() = | ~ | =(-1.(-2)) = (-2.(-1) = 0olur,

Teorem 2.1.6. Bir determinantta herhangi bir satir veya siitun bir k sabiti ile carpilirsa

determinantta k ile carpilmis olur [5].

Ornek det(A) = |_32 _31| = 7 determinantinda birinci satir k = 2 sabiti ile

carpilirsa, determinant |_62 _32| = 14 olur.

Teorem 2.1.7. Bir determinantta herhangi bir satir ya da siitun a;,.+ c;;- seklinde ise

determinant iki determinantin toplami seklinde yazilabilir [5].
) 13 6|_ _

Ornek  det(A) = |4 3| = —15,

det(B) = |; 5| =-6.

det(C) = |, 5| =9 ise det(4) = det(B) + det(C) olur.

Teorem 2.1.8. Herhangi bir determinantta bir satir veya siitun, sifirdan farkli bir say1

ile garpilir diger satirlara veya siitunlara eklenirse determinantin degeri degismez [5].

Ornek det(A) = |i :1| = —5 determinantinda birinci siitunun iki kat1 ikinci
. 13 32-1]_3 5|_ _ o
slituna eklenirse; |4 49— 3| = |4 5| = —5 oldugu gortiliir.

Tanmm 2.1.22. A, n Xn kare matrisinin determinant:1 sifirdan farkli ise matrise
dizgiin(reguler) matris, det(A) = 0 ise A matrisine tekil (singller) matris denir [5].
13



Teorem 2.1.9. Alt liggensel veya iist liggensel bir matrisin determinanti, esas kdsegen

tizerindeki elemanlarin ¢arpimina esittir [5].

5 0 0
Ornek det(A) =13 1 0= 15’tir. A matrisinin kosegenlerindeki elemanlarin
2 -1 3

carpimi da 5.1.3 = 15 olur.

1 2 -2 -1

det(B) = g (1) g ; = —3’tUr. B matrisinin kosegenlerindeki elemanlarin
0 0 0 -1

carpimi da 1.1.3. (—1) = —3 olur.

Teorem 2.1.10. Kosegen bir matrisin determinanti, kdsegen elemanlarinin ¢arpimina

esittir [5].

) 4 0 0

Ornek det(A) =10 1 O0f=12’dir. A matrisinin kdsegenlerindeki elemanlarin
0 0 3

carpimi da 4.1.3 = 12 olur.
Teorem 2.1.11. [,, n X n tipinde birim matris ise det( I, )=1"dir [5].

Tamm 2.1.23. A, m X n matris olsun. k < m ve k < [ ise A matrisinin herhangi bir k
satir ve [ siitunundan olusan matrise, A matrisinin k X [ alt matrisi denir. Yine A’nin
herhangi bir k x k alt matrisinin determinantina A matrisinin k. mertebeden bir minoru
denir [5].

Tamim 2.1.24. Sifirdan farkli bir A matrisinin, sifirdan farkli en biiyliik degere sahip
mertebeli mindri r. mertebeden ise r’ye A matrisinin ranki denir ve rank(4) ile

gosterilir [5].

Tamm 2.1.25. Sifirdan farkli bir A matrisinin rankini belirleyen maksimum mertebeli

mindre (mindrlere) kritik mindr denir.
Yukaridaki tanimlardan asagidaki irdelemeyi yapabiliriz:
A # 0 olmak Uzere rank(A) = r ise;

i. A matrisinin sifirdan farkli en az bir . mertebeden mindri vardir.
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Ii. A matrisinin sifirdan farkli, mertebesi r’den biiyiik hi¢bir minorii yoktur.

O halde, (ii) sartin1 saglayan bir A matrisinin (r + 1). ve daha buyik mertebeden bitun
mindrleri  sifirdir. Tanim 2.1.24.°den sifirdan farkli A, m Xn matris icin,
0< rank(A) < min (m,n) olur. A, n. mertebeden kare matris ise rank(A) < n olacagi
aciktir [5].

1 -2 5 —4
Ormek A=|-2 3 1 1 ]matrisinin rankini bulunuz.
3 —6 15 -—-12
A matrisinin,
1 -2 5 1 -2 -4 1 5 —4 -2 5 —4
-2 3 1(=1-2 3 1 [|=-2 1 1 |(=1]3 1 1 |=0
3 -6 15 3 -6 —-12 3 15 -12 -6 15 -12

seklindeki 3. mertebeden dort tane mindrii vardir ve hepsi sifirdir. O halde A matrisinin

ranki tigten kii¢iiktiir. Simdi de A matrisinin 2. mertebeden mindrlerini kontrol edelim.

—1+0 seklindeki 2. mertebeden minori sifirdan farkli oldugundan

A’nin _2|

| 1

-2 3
rank(A) = 2’dir. Bu minor ayn1 zamanda A matrisinin kritik minérudur.

Tanmm 2.1.26. Sifirdan farkli bir A matrisinin lineer bagimsiz satirlarinin (siitunlarinin)

maksimum sayisina A matrisinin satur (siitun) rank: denir [5].

Teorem 2.1.12. Herhangi bir A matrisinin ranki, satir ranki ve slitun rankinin hepsi

birbirine esittir [5].

Ispat Herhangi bir A matrisin satir rankin1 rank,.(A) ve siitun rankin1 rank.(A4) olarak

alinsmn. Simdi rank(A4) = rank,(A) = rank.(A) oldugu gosterilsin.

A = 0 ise teorem agiktir. A matrisi sifirdan farkli ve m X n matris olsun. rank(4) =r
(r = 1) ise A matrisinin r tane lineer bagimsiz satir1 vardir. Bu lineer bagimsiz satirlari
a,,a,, ..., a, ile gosterilsin. Yine A matrisinin diger satirlar1 bu satirlarin bir lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebilir. A matrisinin biitiin satirlar1 tarafindan gerilen
vektor uzaym A ile gosterelim. A uzayr aym zamanda a,,a,,...,a, Vvektorleri

tarafindan da gerileceginden ve bu vektorler lineer bagimsiz oldugundan A uzayinin bir
15



bazi olacaktir. O halde boy(A) =r =rank(A) olacaktir. rank(A) = rank.(A)
oldugu da benzer sekilde gosterilir [5]. =

2.1.2. Matris Ozdegeri

Tamm 2.1.27. K, bir cisim olsun. by,b,,....b, Ve a;; (1<i<m,1<j<n), K

cisminin verilen elemanlar; x;, x,,..., x,, bilinmeyenler olmak lzere
a11x1+a12x2+...+a1nxn:b1

ar1X1 +a22x2+ ...+a2nxn=b2

A1 X1+ A X+ F A Xn=bm (2.1)

ile verilen sisteme n bilinmeyenli mdenklemden olusan bir lineer denklem sistemi denir

[5].

Tamm 2.1.28. (2.1) ile verilen sistemde b = [by, ..., by, T sttun matrisi sifir ise sisteme

homojen lineer denklem sistemi denir.

Homojen lineer denklem sistemlerinin daima x;=x,=...=x,=0 seklinde bir ¢dziimii
mevcuttur. Bu ¢ozime sifir ¢oziim veya agikar ¢oziim denir. Ancak homojen lineer

denklem sistemlerinin sifir ¢oziimden baska ¢6ziimleri de olabilir. (2.1) ile verilen

sistem,
a1 Q12 - Q| [*1 by
A1 Qzz - Qn||X2] _ | by 2.2)
Am1 Am2 " AmalXn bn

seklinde matris notasyonu ile gosterilebilir. Bunu da; A,m X n matris; X, n X 1ve

b de, m X 1 vektorler olmak tizere kisaca
Ax=b (2.3)

olarak gosterilebilir.
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(2.3) ile verilen sistemdeki A matrisine sistemin katsayilar matrisi denir [5].

Tamm 2.1.29. (2.2)’deki lineer denklem sistemi verilsin. A katsayilar matrisi ve b de

denklemin sag yanindaki vektor olmak tizere

a1 Qi Qip i by

a a “+ dyp : b . .
[A:b] = 21 22 . Zn © 72| matrisine arttirilmis  (genisletilmis  veya

Am1 Amz2  *° Qqmp ¢ bm

eklemeli) matris denir [5].

Tammm 2.1.30. (2.1) ile verilen sistemi saglayan (xq,X,,...,%,) (x;’ler K’nin

elemanlar1) n-lisine sistemin ¢oziim takimi denir [5].

Tammm 2.1.31. Herhangi iki lineer denklem sisteminin ¢6ziim takimi ayni ise bu

sisteme denk sistemler denir [5].

Teorem 2.1.13. Bir lineer denklem sistemindeki herhangi bir denkleme diger
denklemlerin lineer kombinasyonlarini eklemekle veya denklemlerden birisini sifirdan
farkli bir skalerle ¢carpmakla elde edilen yeni lineer denklem sistemi orijinal sisteme
denktir [5].

Teorem 2.1.14. x;, Ax = b sisteminin ve x, de Ax = 0 siteminin bir ¢c6zimi ise y =

x1 + x, de Ax = b sisteminin bir ¢cozimudur [5].

Ispat  x,, Ax = b sisteminin herhangi bir ¢cozimii ise Ax, = b ve x,, Ax = 0 siteminin
bir ¢ozlimi ise Ax, = 0 olur. O halde Ax; + Ax, = A(x; +x,) =bolup y=x;+

X5, Ax = b sisteminin bir ¢6zUmudur [5]. m

Sonug 2.1.1. Ax = b sisteminin x4, x,,..., X, ¢Ozumleri mevcutsa a; ler skalerler

olmak lzere y = a;x;+a,x,+...4+a,x, de sistemin bir ¢cozimudur [5].

(A—a11)x — Q1pX; — =+ — A1pXy = 0
Tamm2.1.32. ~ %2¥ T (A= 22)% == donXy = 0 (2.4)
_anlxl_an2x2_+ (/1 - ann)xn _,
lineer homojen denklem sistemini géz dniine alalim. Bu sistemi,
(Al —A)x =0 veya (2.5)
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Ax = Ax (2.6)

seklinde matrisel olarak gosterebiliriz. (2.4) lineer homojen sisteminin sifir ¢6ziimden

baska ¢ozlimiiniin olabilmesi igin

A—aq —aq2 —Qin
det(l —Ay= | %1 AT82 v Ga | _g (2.7)
—An1 —Anz e A— Ann

olmasi gerekir. (2.7) ile verilen determinant agildig1 zaman, n. dereceden A’ya bagl bir
polinom elde ederiz. A4(1) = det(Al — A) polinomuna A matrisinin karakteristik

polinomu denir. Karakteristik polinomu agik bir seklide yazarsak
Ay ="+ g A"+ a2 + .+ a, 1A+ a,
seklinde yazariz [5].

Tammm 2.1.33. A,(4) = 0 denklemine A matrisinin karakteristik denklemi denir.

A,(A) = 0 denkleminin koklerine A matrisinin ozdegerleri denir [5].

Tanmm 2.1.34. }; (1 <i<n)igin (A —A)x = 0 denkleminin x; ¢ozum vektoriine A

matrisinin 6zvektord denir [5].

1 -1 0
Orek A=[2 3 2] ozdegerleri ve dzvektorleri;
1 1 2
A—-1 1 0
det(Al —A)=| -2 1-3 =2 |=2-61%+111-6
-1 -1 A1-2

olup 6zdegerler A; =1, A, = 2 ve A3 = 3 olur. Bu 6z degerlere karsilik gelen 6zvektorler
desirasiylavy; =[—1,0,1]7 ,v, =[-2,2,1]T ve v =[—1,2,1]7 olur.

Teorem 2.1.15. Bir A matrisinin dzdegerleri Ay, A,, . . . A, ise iz(A) = Y= A; Ve
det(A) = M\, ... A, seklindedir [5].

1 2 3

Ornek A= (3 4 5| matrisi veriliyor. det(A) =AM A, ... A, Ve iz(A) = X1 N
5 6 7

oldugu gosterilsin.
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A-1 -2 =3
i. det(-4) = | -3 A1-4 —5|=23-1222-121 olup
-5 -6 A-7

ozdegerler A; =0, A, = 6 + 43 veA; = 6 — 4/3 olur.

iz(A)=14+4+7=12 ve M +X +XA;=0+6+4V3+6—4/3diir. Boylece

iz(A) = Y A; oldugu gorilir.

1 2 3
ii. det(Ad) =3 4 5|=0dm.
5 6 7

A-Ag. 23 = 0.(6 4+ 4v3).(6 — 4V3) = 0 olur. Boylece det(A) = A2, ... A, oldugu

goralur.
Teorem 2.1.16. Bir reel bilesenli simetrik A matrisinin biitiin 6zdegerleri reeldir [1].

fspat [lk olarak hemen hatirlatalim ki; eger z=a+ib ise, 0 zaman zz =

(a + ib)(a — ib) = a? + b? olur. Bundan baska x kompleks bilesenlere sahip

x = | .| seklinde bir n X 1 vektor ise; o0 zaman x,

ile verilir. Boylece;

x|
Il

Tx = fo = xlfl + xzfz + -+ x'l’lf'l’l (28)

X
yazilir ve acik olarak eger bir sifir vektorii degilse, o zaman X x bir pozitif reel sayidir.

A bir reel simetrik matris ve x # 0 olmak lizere Ax = Ax oldugu varsayilsin. Buna gore

XTAx = Ax"x (2.9)

yazilir. Diger yandan Ax bir vektor olarak goz oniine alinarak,
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¥TAx = (Ax)Tx (2.10)
yazilabilir. Bundan dolay1 (2.9) ve (2.10) ifadelerinden ayrica A’nin simetrikliginden
asagidaki ifade yazilabilir.

AxTx = xTAx = (Ax)Tx = xTATx = xTAx, (2.11)

halbuki AX = Ax idi. Dolayisiyla (2.11)’den
AxTx = AxTx  yazilir. (2.12)

Diger yandan (2.8)’den xTx = ¥Tx oldugu aciktir ve x # 0 oldugundan xTx # 0’dur.

Boylece (2.12)’den A = A yazilir. Bu ise A’nin reel oldugunu gésterir [1]. m

Tanmm 2.1.35. V, F (reel veya kompleks sayilar) cismi lizerinde tanimlanmis bir vektor
uzay1 olmak iizere, eger 1:V XV — F doniisiimii asagidaki aksiyomlar:1 saglarsa, o
takdirde bu doniisiime V iizerinde bir i¢ carpim denir ve x,y € V icin I(x,y) = {(x,y) ile
gosterilir.

i. HerxeVigin{x,x)=>0
ii. Herx € Vigin (x,x) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart x = 0 olmasidir.
iii. Herx,y € Vigin(x,y) = (y,x)’dir.
iv. Herx,y€Vvea€F icin{ax,y)= a(x,y) dir.
V. Herx,y,zeVicin{(x,y+z) = (x,y)+ (x, z) dir.

Eger x,y € R" ise, o takdirde x;,y; € R (1 < i < n) olma Uzere x = (x4, Xy, ..., X,) V€

y = (1, Y2, -, ¥n) Olarak alabiliriz. Bu durumda x ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimi;
(%, V) = 191 + X292+ .. +x, Y = Xiz1 X;y; seklindedir [1].

Ornek x =(2,0,1), vy = (-1,4,1), z = (2,1, —2) olacak sekilde x,y,z € V vektorleri

verilsin.

i (x,x)=((2,0,1),(2,01))=(22)+(0.0) + (1.1) =5 =0,
ii. t=1(0,0,0)icin (t,t) = ((0,0,0),(0,0,0)) = 0,
. (x,y)=(2,01),(-1,41))=(-2)+(0)+ (1) =—-1 ve
%) =((-141),(2,01)) = (=2) + (0) + (1) = -1 olup
(x,y) = (y,x) dir.
iv. 2 € Ficin;
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(2x,y) = (2.(2,0,1),(-1,41)) = ((4,0,2), (-1,4,1)) = (-4) + 0 + 2 = -2
ve
2(x,y) =2((2,0,1), (=1,4,1)) = (=2) + (0) + (1) = 2.(-=1) = —2 olup
(2x,y) = 2(x, y)’dir.

V. (xy+2)=(201),((-14D + (2,1,-2))) =((2,0,1),(1,5-1)) = 1 ve
(x,y) + (x,z) =((2,0,1),(-=1,4,1)) + ((2,0,1),(2,1,-2)) = (-1) + 2 = —1
olup {(x,y + z) = (x,y) + (x, z) dir.

2.2. Graf Teoride Temel Kavramlar
Bu boliimde graf teori ile ilgili bazi 6n bilgilere yer verilmistir.

Tanmm 2.2.1. Koseler olarak adlandirilan noktalar ile koseleri birlestiren ve kenar olarak
adlandirilan ¢izgilerden olusan diyagrama graf denir. G bir graf olmak Uzere, G grafinin
nokta kiimesi V ya da V' (G), kenar kiimesi E ya da E (G) ile gosterilir. Buna gore G grafi,
G = (V,E) ile de gosterilir. |[V| =n ve |E| = m’dir. Nokta sayisina kisaca G'nin

mertebesi, kenar sayisina da kisaca G’nin genigligi denir [8,9].

Tammm 2.2.2. G = (V,E) grafina; |V| = 1 ise agikar (trivial, singleton, single point)
graf, E = @ ise null (bos, empty) graf denir [9].

Tanmm 2.2.3. Bir grafin tiim kenarlari, bu kenarlar1 olusturan noktalardan biri ¢ikis
noktasi biri varig noktasi olacak bigimde yonlendirilmis ise bu grafa yonli graf ya da
digraf denir. Yonli bir grafin kenarlarina yonli kenar denir. Yonli kenar icermeyen bir
grafa yonsuz graf denir. Kenarlarinin bir kismi y6nlii, bir kismi yonsiiz olan bir grafa

karma graf denir [9].

Tanim 2.2.4. Bir grafta ayn1 nokta ciftlerini birlestiren iki ya da daha fazla kenara katli
kenar (paralel kenar), bir noktay1 kendisiyle birlestiren kenara ilmek denir. Katli kenara
sahip ancak dongusu olmayan grafa multi graf, katli kenar ve ilmek igeren graflara ise
Pseudo graf denilmektedir [10].

Tamm 2.2.5. Katlh kenar ve ilmek igermeyen bir grafa basit graf denir [9].

Tanmm 2.2.6. Her bir e kenari, w(e) numerik etiketli grafa agiriikli graf (weighted
graph) denir. Burada e kenarlar1 grafin agirliklar1 olarak adlandirilir. Kenar agirliklari
mesafe ya da baglant1 degeri gibi kavramlar1 gosteren tam say1, rasyonel say1, reel say1
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ve hatta matrisler de olabilir [4].

Ornek

G

Sekil 2.1. Agirliklr graf
Tammm 2.2.7. Bir grafin noktalarinin isimlendirilmesi islemine etiketleme: noktalari
isimlendirilmis bir grafa ise etiketlendirilmis graf denir [9].

Ornek Asagidaki sekilde verilen G grafi 4 noktali ve 7 kenarl etiketlendirilmis karma
graftir. Burada {2,2} kenar bir ilmektir. 1 ve 3 noktalar1 arasinda katli kenar vardir.1 ve
4 noktalar1 arasinda yonlii kenar vardir. H grafi ise 5 noktali ve 7 kenarh

etiketlendirilmemis basit graftir.

L) 8

® .
4 p 3) 7

Sekil 2.2. Etiketlendirilmis karma graf ve basit graf

Tanmm 2.2.8. G herhangi bir graf olmak (zere, nokta kiimesi G nin nokta kiimesinin alt
kiimesi ve kenar kiimesi de G nin kenar kiimesinin alt kiimesi olan grafa G nin alt grafi
denir [10].

Ornek Asagidaki G grafina ait bir H alt grafi gosterilmistir.

V(6) = {1,2,3,4,5,6} ve
E(G) = {{1,23,{1,5}, {1,4},{1,6},{2,3}, {2,5}, (3,5}, {3,4}, {4,5}, {4,6}) dr.
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V(H) ={1,2,3,45} ve E(H) = {{1,2},{1,5}, {1,4},{2,3},{2,5},{3,5}, {3,4}}’d1r.

!\jr

Sekil 2.3. Bir G grafi ve G grafina ait H alt grafi

Tanmm 2.2.9. S = (V',E") grafi, G = (V, E) grafinin bir alt grafive V' =V, E' = E ise
S ve G graflarina eg graflar denir [9].

Tammm 2.2.10. G grafinin noktalarindan bazilarinin ve bu noktalara degen tiim
kenarlarin silinmesiyle elde edilen alt grafa G’nin nokta indirgenmis alt grafi denir.
Baz1 kenarlarin (u¢ noktalar1 sabit birakilarak) silinmesiyle elde edilen alt grafa ise
G’nin kenar indirgenmis alt grafi denir. Nokta indirgenmis herhangi bir alt grafa kisaca

indirgenmis alt graf da denir [9].

Ornek Asagidaki G grafindan 2 noktasinin silinmesiyle elde edilen H grafi, G’ nin bir
indirgenmis alt grafidir. G grafindan {{1,2},{3,6}} kenarlarinin silinmesiyle elde edilen

K grafi, G’nin bir kenar indirgenmis alt grafidir.

O—>2 @ @® @

Sekil 2.4. Indirgenmis alt graf

Tanmm 2.2.11. G = (V,E) grafinin, H = (V',E") grafim alt graf olarak igermesi
miimkiin degil ise H grafina G nin bir yasaklanmus (forbidden) alt grafi denir [9].
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Tamm 2.2.12. Bir G = (V,E) grafi verilsin. v;,v; € V kimesine ait noktalar olmak
Uzere v;v; € E ise bu noktalara birbirine komsudur denir ve v;~v; bigiminde gosterilir

[10].

Tamm 2.2.13. G = (V,E) bir graf olmak Uzere, G deki bir v; noktasina komsu olan

noktalarin kiimesine o noktanin komsuluk kiimesi denir ve N (v;) ile gosterilir [9].

Tammm 2.2.14. Herhangi bir G grafinin v; noktasinin derecesi v; ye komsu olan

noktalarin sayisi olup d(v;) ile gosterilir [10].
Ornek Bir G grafina ait noktalarmn dereceleri sirastyla,

d(1) =3, d(2) =3, d(3) =3, d(4) =3, d(5) = 4’tir.

G

Sekil 2.5. Bir grafta noktalarin derecesi

Tamm 2.2.15. G = (V, E) grafinin timleyen grafi ayni nokta kiimesi iizerinde tanimli
olan G =(V,E) grafidr oyle ki E asagidaki bicimde tanimlidir;
E={e={x, yhx,yeVve{x, y} € E}.

Kisaca E = {V x V} — E seklinde de yazlabilir [9].

Ornek Asagida bir G grafi ve bu grafin tiimleyeni verilmistir.

G =(V,E)veG = (V,E) icin,

vV =1{1234,5:6}, E={{1,6},{34},{35} {36} {45},{46}{56}} ve

E ={{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3}, {2,4},{2,5},{2,6}} olur.
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G G
Sekil 2.6. Bir graf ve grafin tlimleyeni

Tammm 2.2.16. Bir grafta, derecesi sifir olan noktaya izole nokta, derecesi bir olan
noktaya ise sarkit nokta (pendant vertex) denir. Sarkit noktaya baglanan kenara ise
sarkit kenar ( pendant edge) denir [9,10]

Tamim 2.2.17. Bir G grafinin en az komsuya sahip olan bir noktasina minimum dereceli
nokta denir ve bu noktanin derecesi §(G) ile gosterilir. En ¢ok komsuya sahip olan bir

noktaya ise maksimum dereceli nokta denir ve A(G) ile gosterilir [10].

Tanim 2.2.18. Bir grafin tiim noktalarinin derecelerinin olusturdugu artmayan diziye,

grafin derece dizisi denir [9].

Ornek Asagidaki G grafinda 2 noktasi izole nokta, 1 noktas: sarkit nokta ve {1,6}
kenar1 sarkit kenardir. G grafinin derece dizisi (4,3,3,3,1,0) olur. Bu durumda 6(G) = 0
ve A(G) = 4 olur.

@ @

Sekil 2.7. izole nokta,sarkit nokta,sarkit kenar
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Teorem 2.2.1. Bir G = (V,E) grafinda dereceler toplami kenar sayisinin iki katina

esittir. |E| = m olmak Uzere ;
Yvev d(v) = 2m [9].
Ornek Asagidaki G = (V, E) grafina ait noktalarmn dereceleri;

d(1) =2, d(2) =2, d(3) =3, d(4) = 2, d(5) = 1’dir.
Dereceler toplami 10 ve |E| = 5°dir.

Burada d(1) + d(2) + d(3) + d(4) + d(5) = 2|E| oldugu goriiliir.

G

Sekil 2.8. Bir graf

Tammm 2.2.19. Bir grafin tim noktalarinin dereceleri birbirine esit ise yani Vv; € V

icin, d(v;) = rise G grafina r-regiler graf denir [10].

Ornek G grafi biitiin noktalarinin dereceleri 2’ye esit oldugundan 2-regiiler graftir.

Sekil 2.9. Reguler graf
Tamim 2.2.20. Bir G = (V, E) grafinin keyfi noktalar1 vy, ..., v, € V olmak lzere vy

noktasindan baslayip v, noktasinda biten keyfi bir ytirtiyts,

Vko» {vko’ vk1}’ Uk, {vk1’ vkz}’ Vkys wees {vki—l’ vki}’ Vk;
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seklinde yazilan nokta ve kenarlardan olusan sonlu bir dizidir. Bir yiiriiylisteki kenar
say1s1 YUriiyiis uzunlugudur. Herhangi bir yiirliyliste ayn1 nokta veya kenar birden fazla
defa yer alabilir [9].

Tanmmm 2.2.21. Kenar tekrarlamayan bir yliriyilise gezi; nokta tekrarlanmayan bir

yiiriiytise ise yol denir [9].

Tamm 2.2.22. Baslangi¢ ve bitis noktasi ayni olan bir yiiriiylise kapali yiiriiyiis denir.
Kenar tekrarlamayan bir kapali yiiriiyiise devir; nokta tekrarlamayan bir kapali ylirtiylise

ise dongu (cycle) denir [9].
Asagidaki tablo ile bu kavramlar daha kolay anlasilir hale getirilmek istenmistir.

Tablo 2.1. Yiiriiyiis, kapali yiiriiyiis, gezi, devir, yol, dongii tanimlarinin karsilastrilmasi

9.

Tekrarlama kisitlamasi Kenar tekrarlamama Nokta Tekrarlamama
yok
Keyfi noktada baslayip YURUYUS GEZi YOL
biten
Ayni1 noktada bagslayip KAPALI YORUYUS DEVIR DONGU
biten

Ornek Asagidaki G grafinda;

1{1,2},2,{2,3},3,{3,1},1,{1,2},2,{2,6},6 biciminde gosterilen 5 uzunluklu bir yiiriiyiis
vardir. G grafi basit graf oldugundan kisaca 1-2-3-1-2-6 seklinde gosterilebilir.

1-2-3-1-6 yiiriiyiisii kenar tekrarlanmadigi i¢in gezidir.
1-2-3-4 yiiriiyiisli nokta tekrarlamadigi i¢in bir yoldur.
1-2-3-1-2-6-1 yiiriiyiisii ayn1 noktada baslayip bittigi i¢in kapali yiiriiytistiir.

3-4-5-3-2-1-3 yiirtiyiisii kenar tekrarlamadig1r ve ayni noktada baglayip bittigi i¢in bir

devirdir.

1-2-3-4-5-6-1 yiiriiylisii nokta tekrarlamadig1 ve ayni noktada baslayip bittigi i¢in bir

doénguddr.
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Sekil 2.10. Yiiriiyiis, kapal yiirtiytis, yol, devir, dongt, gezi

Tamim 2.2.23. Bir G = (V,E) graf ve u.v € V olmak iizere bu iki nokta arasindaki en
kisa yolun uzunluguna bu iki nokta arasindaki wuzaklik (distance) denir ve dist(vl-, vj)
ile gosterilir [10].

Tamm 2.2.24. G = (V, E) grafinda alinan keyfi nokta ¢iftleri arasindaki uzakliklarin en
biiytigline G nin ¢apt (diameter) denir ve diam(G) bigiminde gosterilir. Ayni zamanda,
G’de bir u noktasmin dis merkezligi, €(u) = max, ¢y dist(u,v) ve G’nin yarigapr (radius),
r(G) = min, ¢y €(w) bicimindedir [11].

Ornek Asagidaki G grafinda 4 ve 7 noktalar arasindaki uzaklik, dist(4,7) = 3’ tiir.
Ciinkii bu iki nokta arasindaki en kisa yol 4 — 5 — 1 — 7 olup 3 uzunlukludur. Bu grafin
noktalarinin dismerkezlikleri e(1) = &(2) = €(5) =2, €(3) = €(4) = €(6) = &(7) = 3 olur.
diam(G) = 3 ver(G) = 2 olur.

7 £
1
5 2
4 3
G

Sekil 2.11. Uzaklik, dismerkezlik, ¢cap ve yaricap
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Tammm 2.2.25. Bir G grafinda her nokta ¢ifti baglantili bir nokta ¢ifti ise (yani bu
noktalar arasinda daima en az bir yol bulunabiliyorsa), G grafina baglantili graf denir.

Baglantili olmayan grafa ise baglantisiz graf denir [12].

Tamim 2.2.26. Bir grafin baglantili olan ve bagka bir baglantili alt grafi tarafindan
kapsanmayan her bir alt grafina, bu grafin bir bilegeni denir. Bir H grafinin bilesenleri

Hy,...,H,.ise H=H; U...UH, seklinde gosterilir [9].

Ornek G grafi baglantili ve H grafi iki bileseni olan baglantisiz bir graftir.

Sekil 2.12. Baglantili ve baglantisiz graf

Tanmmm 2.2.27. Nokta ve kenar kiimeleri ayrik kiimeler olan G, = (V4,Ey),...,G, =
(Vn, Ep) graflan verilsin. V! =V, U...UV, ve E'=E;U...UE, olmak lzere, G =
(V',E") grafina Gy,...,G, graflarimin ayrik birlesimi denir ve G = G, U...UG, ile
gosterilir. Yani aslinda graflarin ayrik birlesimi alinarak, bu graflari bilesen kabul eden

baglantisiz graflar olusturulmaktadir [9].

Ornek G = G, UG, U G5 grafi;

> ¢

Gy G Gg

Sekil 2.13. Graflarin ayrik birlesimi

Tamm 2.2.28. Bir G grafinin vy, v,,..., v, birbirinden farkli noktalar1 olsun. Ardisik
{v, v}, {va,v3}, ..., {vpn_1, v} Kenarlarina sahip olan bir grafa yol (path) graf denir. n

noktal1 bir yol graf P, ile gosterilir [10].
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Ornek

o—0 O—0—0
P, P;

Sekil 2.14. iki ve ii¢ noktal: yol graflar

Tamm 2.2.29. Sadece bir adet dongiiden olusan grafa dongl graf denir. Grafin igerdigi

nokta sayis1 n ise C,, ile gosterilir [9].

Ornek

¥ 4

Cs Ca Cs

Sekil 2.15. Ug, dort, bes noktali dongii graflar

Tanmm 2.2.30. Bir G grafinda her nokta ¢ifti arasinda bir kenar bulunuyorsa bu grafa

tam (complete) graf denir ve K,, ile gosterilir [12].

v 1R

Ky

Ornek

Sekil 2.16. Bir, iki, iig, dort, bes, alt1 noktali tam graflar

Tanmm 2.2.31. G = (V,E) grafinda V kimesi A ve B gibi iki ayrik alt kiimeye
ayrildiginda E kenar kiimesinden alinan her bir kenarin bir noktasi A kiimesinde digeri
de B kumesinde oluyorsa bu graflara iki parcalir (bipartite) graf denir. Daha genel

olarak, V kiimesi birbirine komsu olmayan noktalarin olusturdugu k tane ayrik kiimenin
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birlesimi seklinde yazilabiliyorsa G’ye k-par¢ali (k-partite ya da cok parcalr) graf denir
[11,12].

Ornek G = (V,E) grafinda V ={1,2,3,4,5,6,7} olup {1,2,3}uU{4,5,6,7} birlesimleri

kendi icerisinde kenar olusturmaz. G grafi iki-pargali bir grafa 6rnektir.

H = (V',E") grafinda V' = {1,2,3,4,5,6,7} olup {1,2} U {3,4} U {5,6,7} birlesimleri

kendi igerisinde kenar olugturmaz. H 3-parcali (¢cok pargali) grafa drnektir.

Sekil 2.17. iki parcali graf, ¢ok parcali graf

Tanmm 2.2.32. Cok parcali bir grafta, ayn1 bagimsiz kiime igerisinde bulunmayan her
nokta cifti birbirine kesinlikle komsu ise, bu grafa ¢ok parcali tam graf denir ve

pargalardaki nokta sayilar1 sirasiyla my , . . ., m, olmak uzere K,

......

m,, ile gosterilir.

Ko, ...m,, grafindan = 2 ise bu grafa iki par¢ali tam graf denir [9].

Ornek K, 5 grafi iki pargali tam graf ve K, , 5 grafi ok pargali tam graftir.

Sekil 2.18. K; 3 ve K, , 3 graflar
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Tamm 2.2.33. Bir baglantili graf icerisinde hi¢ dongl yoksa bu grafa agag¢ denir ve
genellikle T ile gosterilir. Bilesenlerinin hepsi aga¢ olan bir grafa ise orman denir
[9,10].

Ornek Asagida T agaci ve iki bilesenden olusan H ormani gosterilmistir.

O O O
T H -

O O ()

@ O O

Sekil 2.19. T agaci ve H orman
Teorem 2.2.2. n mertebeli bir agacin genisligi n — 1’e esittir [13].

Ispat n iizerine tiimevarim uygulansin. n = 1 i¢in K; in kenar sayis1 0 olur. n = 2 igin
K,’nin kenar sayist 1 olur. n = k i¢in k mertebeli her agacin genisligi k — 1 olsun. n =
k + 1 igin bakilsin. T, k + 1 mertebeli bir aga¢ olsun. T’de en az iki tane sarkit nokta
vardir. Bu noktalardan biri v olsun. Bu durumda T' = T — v, k mertebeli bir agag olur.
T' agacinin kenar sayisi k — 1 olur. T 'nin kenar sayisi, T' agacinin kenar sayisinin 1

fazlasi oldugundan, (k — 1) + 1 = k olur [13]. m

Tammm 2.2.34. n noktali K,tam grafinin k adet kopyasimmin ortak bir noktada
birlestirilmesiyle olusan grafa friendship (arkadaslik) grafi denir ve F;} ile gosterilir [9].

Not: Baz1 kaynaklarda 6zel olarak n = 3 durumu da dogrudan friendship graf olarak

adlandirilir [18].
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Ornek

F3
Sekil 2.20. Friendship graf

Tanim 2.2.35. G = (V,E) ve G' = (V',E') graflan verilsin. Vu,v € V i¢in, {u,v} €
E o {f(u),f(v)} € E' olacak sekilde birebir ve orten bir f:V — V' donilisimii varsa, G

ve G’ graflarina izomorf graflar denir ve G = G’ scklinde gésterilir [10].
Ornek  Asagida G = (V,E) ile G' = (V',E") graflan sirastyla,
V ={1,2,3,45} ile V' = {7,89,10,11} nokta kiimelerine ve

E ={{1,2},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4}, (3,4}, {4,5}} ile

E' ={{7,8},{7,10},{7,11},{8,9},{8,10}, {9,10}, {10,11}} sahiptir.
f:V V" f(x) =x+6igin;

f)=7,f2)=8, f(3)=9, f(4) =10, f(5) = 11’dur.
{12} e Eicin{f(D),f(D}={78 € E",

{14} € Eicin {f (1), f(H} = {710} € E",

{15} € Eicin {f(1),f(5)} = {711} € E",

{23} € Eicin {f(2),f(3)} = {89} € E',

24} € Eicin {f(2), f()} = {810} € E" ,

{34} € Eicin {f(3),f(4)} ={9,10} € E' ve
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{4,5} € Eicin {f(4), f(5)} = {10,11} € E’ olur. Dolayisiyla G = G’ olur

/M
i fz,»/ &—0
G G’

Sekil 2.21. izomorf graflar

2.3. Graf Matrisleri ve Graf Spektrasi

Tamim 2.3.1. M(G) ya da kisaca M, G grafina ait bir graf matrisi ve I birim matris
olmak lzere det(xl — M(G)) polinomuna G’nin M (G) karakteristik polinomu denir ve
char(M(G))(x) ile gosterilir. Bu polinomun koklerinden yani M(G) matrisinin
Ozdegerlerinden olusan kiimeye ise G’nin M(G) spektrumu denir ve spec(M(G)) ile

gosterilir. Ya da matrisin adina gore komsuluk spektrumu, Laplasyan spektrumu v.b. de
denir [9].

Tanmm 2.3.2. G, noktalar1 1,2, ...,n olacak sekilde etiketlendirilmis n noktali bir graf
olmak Uzere komsuluk matrisi A(G) = [a;;], n X n tipinde asagidaki kosulu saglayan

bir matristir [14].

_ {1 ti~j
%j =10 : diger durumda
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Ornek

G

Sekil 2.22. G grafi

Yukarida verilen grafin komsuluk matrisi ve bu matrisin karakteristik polinomu asagida

verilmigtir.
0 1 0 1
{1 0 1 0
A(G) = o 1 0 1l Ve
1 0 1 0
x -1 0 -1
-1 x -1 0 4 2= 2 (a2 > 1
char(A(G))(x)z =x* —4x°=x*. (x* —4)’dir.

A(G)’nin dzdegerleri {0,0, —2, +2} olur.Yani spec(A(G)) = {0,0,—2, +2} dir. iki kath

0 6zdegeri vardir.

Not: Bu tez c¢alismasinda yer alan B, C, Ky, K, m,, Km, ., m, graflarinin komguluk

matrisine gore karakteristik polinomlar1 sirasiyla asagidaki gibidir.

(a0~ [ e 2 (25
i=1
char(A(Cn))(x) = ‘_’(x — 2cos (%))

i=0

char(A(K,))(x) = (x + D" 1 (x —n+ 1)

char (A(Km1 ,mz)) (x) = (x)™ tM272(x2 — mym,)

char (A(Km,, ... m,)) () = Gmat - ¥man(1 — 0 I (x4 my) [9],

“tx+m;
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Tamm 2.3.3. A(G) matrisi tanim1 geregi sifir kosegene sahip, bilesenleri 0 ve 1 den
olusan simetrik bir matristir. Dolayisiyla 6zdegerleri reel olur. Bu o6zdegerleri
M (A(G)) = 2,(A(G)) = -+ = 2,(A(G)) ile gosterelim. A(G) matrisinin en buyik
ozdegeri A, (A(G)) degerine G grafinin komsuluk spektral yaricapr denir ve p(G) ile
gosterilir.

Not: Benzer matrislerin karakteristik polinomlart ayni oldugundan P bir permitasyon
matrisi olmak Uzere, keyfi bir A’ = P71A(G)P matrisi de A(G) ile aym: spektruma
sahiptir. Dolayistyla G grafinin noktalarinin farkl etiketlenmesi komsuluk spektrumunu

degistirmez [9].

Teorem 2.3.1. n X n tipindeki A ve B matrisleri i¢in asagidaki ifadeler birbirine denk
olur [9].
i. A ve B kospektraldir.
ii. A ve B ayni karakteristik polinoma sahiptir.
iii. i=12,..,niciniz(4") = iz(B') dir.

Teorem 2.3.2. Bir G grafinin komsuluk matrisine gore, asagidaki parametreler spektrum
yardimuiyla belirlenebilir [9].

i.  nokta sayisi

ii. kenar sayisi

ii.  belirli uzunluktaki yiiriiyiiglerin sayisi.

Tanmmm 2.3.4. G ve H graflar verilsin. spec(M(G)) = spec(M(H)) ise G ve H

graflarina, M matrisine gore kospektral graflar denir [9].
Ornek Asagida verilen G ve H graflari komsuluk matrislerine gore kospektral

graflardir.
spec(A(G)) = spec(A(H)) = {—2,—1%,12, 2} dir.
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Sekil 2.23. G ve H kospektral graflar

Not: Izomorf graflarin belirli bir M matrisine gére spektrumlarinin ayni olacag
kolaylikla goriilebilir. Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. Yani M matrisine
gore kospektral olan iki graf izomorf olmak zorunda degildir. Bu durumla ilgili detayli

bilgi [9, 15] kaynaklarinda mevcuttur.

Teorem 2.3.3. (Cauchy arada olma) A € R™ " simetrik ve bazi i degerleri igin A
matrisinden hem i. satir hem i. siitunun silinmesiyle olusan B € R™*™ (m < n) matrisi
A matrisinin asil alt matrisi olsun. A matrisinin 6zdegerleri A; >...> 4,

ve B matrisinin 6zdegerleri @y = ...2> a, i€ 4y = ar = Aggn-m (K=1,..,m)

esitsizligi saglanir [7].

Teorem 2.3.4. (A-Cauchy arada olma) G grafi n noktali bir graf ve A(G)’nin
ozdegerleri 1,(G) = A,(G) = ... = A,(G) bigiminde siralansin. H grafi m noktali ve
G’nin indirgenmis alt grafi olsun. A(H) nin 6zdegerleri A,(H) = 1,(H) =...= A,,(H)
i5€ Apem+:(G) < A;(H) < 4;(6) , (1 <i <m) esitsizligi gegerlidir [7].

Ornek Asagida bir G grafi ve bu grafin indirgenmis alt grafi olan H grafinin komsuluk

matrisinin karakteristik polinomlar1 ve 6zdegerleri gosterilmistir.
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® ({1 2) 1 2

G H

Sekil 2.24. Cauchy arada olma

A -1 -1 -1 -1

-1 A2 -1 0 0
char(A(G))=|-1 -1 12 0 0|=25-523-222+22
-1 0 0 1 0
-1 0 0 0 2

G grafinin 6zdegerleri,
M(A(G)) = 2,343 2,(A(G)) = 0,471 A3(A(G)) =0

1 (AG) = =1 As(A(G)) ~ —1,814

1 -1 -1
char(A(H))=|-1 2 -=1|=2-32+2=(1+1).A1+1).(A-2)
-1 -1 2

H grafinin 6zdegerleri:

M(AMH) =2 2,(A(H)) = -1 23(A(H)) = —1olur.

Burada -1 6zdegeri iki katlidr.

M (A(G)) ~ 2,343 = 1, (A(H)) =2 = A3(A(G)) =0
(A(G) = 0,471 = 2,(A(H)) = -1 = 1,(A(G)) = -1
23(A(@) =0 = 23(A(H)) = -1 = 25(A(G)) ~ —1,814 olur,

Sonu¢ 2.3.1. Reel simetrik bir A matrisinin 6zdegerleri a; = a, = -+ = a,, olsun.
i €{1,..,m}ve|A;| =n; >0 olmak Uzere, {1,2,...,n} = A; UA, U ..U A, bir kime

pargalanist olsun. A;;,n X n tipinde bir blok olmak tizere, A = [A;;] blok matrisi

ijr
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yazilsin. A;; blogundaki tiim bilesenlerin toplami e;; ve B = [el-j/nl-] ise B nin
ozdegerleri A nin 6zdegerleri ile i¢ i¢e geger. (Burada e;;/n; degeri, A;; blogundaki
ortalama satir toplamidir.)

Ayni blok igerisindeki tiim satir toplamlar1 esit oldugunda ise asagidaki sonug elde
edilir [9].

Sonug 2.3.2. A matrisi Sonug 2.3.1.’deki gibi bloklara ayrilabilen bir matris olsun. 4;;

blogundaki sabit satir toplam1 b;; ve B = [bij]ise A nin spektrumu, B nin spektrumunu

kapsar [9].

Tamm 235 G = (V,E) grafi wverilsin ve V kiimesinin bir pargalanisi
V=V,UV,U ..UV olsun. Vi, j € {1, ..., k} icin eger V; kiimesindeki her nokta V; de

ayni sayida noktaya komsu ise bu pargalanisa G grafinin bir esit parcalanisi denir [9].

Tanom 236. G = (V,E) grafi ve V kiimesinin bir esit pargalanisi
V=V, UV, U ..UV, verilsin. Sonu¢ 2.3.1 deki gdsterime uygun olarak elde edilen

Q= [qij] matrisine bu par¢alanigin bolim matrisi denir [9].

Teorem 2.3.5. Bir grafin herhangi bir esit pargalanigina ait boliim matrisinin

karakteristik polinomu, bu grafin komsuluk matrisinin karakteristik polinomunu bdler

[9].
Ornek

@\/i\
& &) 2

G

Sekil 2.25. G grafi ve bir esit parcalanist

Yukarida verilen G grafinin bir esit par¢alanisi; I: {1}, {2,3}, {4,5} olur. Bu G grafinin

komsuluk matrisi ve bu parcalanigin boliim matrisi asagidaki gibi olur.
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011 11
1 01 0O 0 2 2
AG)=[1 1 0 0 o0f Q]m=[1 1 O]
1 0 0 0 O 1 0 O
1 0 0 O OJ
5

char(A(G)) = x

char(Qp) = x3 —x% — 4x + 2 olur.

—5x3 —2x2+2x =x(x + 1) (x> —x%2 —4x + 2)

Boylece G grafinin esit pargalanisina ait boliim matrisi olan Qp’nin Kkarakteristik

polinomu, G grafinin komsuluk matrisinin karakteristik polinomunu boldiigii goriiliir.

Tamim 2.3.7. Bir grafin S(G) = [Sl' j] Seidel matrisi, elemanlar1

0 ;=7
sij=1—1 ;i~j olan n X n tipinde matristir. Diger bir ifade ile A komsuluk
1 ;i+j

matrisi, / biitiin elemanlar1 1 olan matris ve I birim matris olmak Uzere;
S(G) =] —1—24A(G) = A(G) — A(G) bigiminde tammlanir [10].

Ornek Asagida bir G grafinin Seidel matrisi gdsterilmistir.

G

Sekil 2.26. Seidel matris 6rnegi

0 -1 +1 -1

-1 0 -1 +1 ) .
41 -1 0 -1 seklindedir.

-1 +1 -1 0

S(G) =
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2.4, Isaretli Graflar

Tanmm 2.4.1. Bir G = (V,E) grafi ve bu grafin kenar kiimesi iizerinde o:E — {4+, —}
seklinde tanimlanan isaret fonksiyonunun olusturdugu ikiliye isaretli graf denir ve
genellikle T' = ( G, o) ile gosterilir.Burada G grafina baz ya da kok (underlying) graf
denir [16].

Not: Bir I' = ( G,0) isaretli grafinda, G baz grafi ilmek ve kathi kenara sahip olabilir.

Fakat bu tez calismasi boyunca baz grafi basit graf olan isaretli graflar incelenmistir.
Ornek

1) (2

Sekil 2.27. Isaretli graf

I' = (G, o) isaretli grafinda pozitif kenarlar kalin ¢izgi, negatif kenarlar kesikli ¢izgiyle
ifade edilmistir.

V(G) =1{1,2,3,4}

E(G) = {{1,2},{2,3},{3,4}, {41}, {1,3}}

o({1,2}) = +1, 0({2,3}) = +1, d({3,4}) = -1, 0({4,1}) = +1, o ({1,3}) = -1

Not: Buradan sonra isaretli bir grafin kenar isaretleri +1 yerine + ile ifade edilmistir.

Tanmm 2.4.2. T = (G, 0) isaretli grafinin biitiin kenarlar1 pozitif isaretli ise, [’ya tim
pozitif isaretli (full-positive) graf; biitiin kenarlar1 negatif isaretli ise, tiim negatif isaretli
(full-negative) graf denir [17].

Tanim 2.4.3. T = (G, o) isaretli grafinda G grafinin bir dongusi C ise; C’nin isareti,

C’de bulunan tim kenarlarin igaretlerinin ¢arpimidir [16].
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Ornek

1) {2

Sekil 2.28. Isaretli grafta bir dongiiniin isareti

[' = (G, o) isaretli grafinda 1-2-3-1 dongilisiiniin igareti; kenar isaretleri sirasyla +,+,—

oldugu i¢in negatiftir.

Tamm 2.4.4. Bir isaretli grafin biitiin dongiileri pozitif ise o grafa dengeli (balanced)
graf denir. Eger bir isaretli grafin en az bir dénglsu negatifse o grafa dengeli olmayan
(unbalanced) graf denir. Bir isaretli grafin biitiin dongiileri negatif ise bu isaretli grafa

da ters dengeli (antibalanced) graf denir [16].

Ornek Asagida verilen T isaretli grafi dengeli, T, isaretli grafi dengeli olmayan ve T

isaretli grafi da ters dengeli graftir.

Sekil 2.29. Dengeli, dengeli olmayan ve ters dengeli isaretli graflar

Teorem 2.4.1. Bir I' = (G,0) isaretli grafinin nokta kiimesi karsilikli kiimelerde olan
noktalarin kenarlar1 negatif ve ayni kiime igerisindeki noktalarin kenarlarinin isaretleri

de pozitif olacak bigimde iki par¢aya ayrilabiliyorsa bu isaretli graf dengelidir [16].

Not: Isaretlendirilmemis graflarin biitiin kenarlar1 pozitif isaretli (full-positive) olarak

diistiniiliir ve dolayistyla dengelidir [16].
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Ornek Asagida bir T = (G,0) isaretli grafinin nokta kiimesi V = {1,2,3,4,5} olsun.
V nokta kumesi, V; = {1,2} ve V, = {3,4,5} olacak sekilde iki parcaya ayrildiginda ayni
kiime icerisindeki kenarlarin isaretleri pozitif ve karsilikli kiimelerde olan noktalarin

kenar isaretleri negatiftir. Dolayisiyla I isaretli grafi dengelidir.

Sekil 2.30. Iki parcaya ayrilabilen dengeli T isaretli grafi

Tamim 2.4.5. BirI' = (G, o) isaretli grafinda v; noktasinin derecesi, G baz grafinda v;’
ye komsu olan noktalarin sayisi olup d(v;) ile gosterilir. v;’ye komsu olan negatif
isaretli kenarlarin sayisina v;’nin negatif derecesi denir ve d~(v;) ile gosterilir. v;’ye
komsu olan pozitif isaretli kenarlarin sayisina v;’nin pozitif derecesi denir ve d*(v;) ile
gosterilir. d*(v;) — d~(v;) farkina da v; nin net derecesi denir ve d*(v;) ile gosterilir

[16-17].

Tamm 2.4.6. Bir I’ = (G, o) isaretli grafinda iki nokta arasinda uzaklik, G baz grafinda
bu iki nokta arasindaki uzakliktir. I' grafinin ¢api ise, I' daki uzakliklarinin maksimumu

olur ve diam(T") ile gosterilir [16].

Ornek

I'=(G,0)

Sekil 2.31. Isaretli grafta pozitif,negatif,net derece ve grafin ¢ap1
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Yukaridaki sekilde verilen bir I' = (G, o) isaretli grafinda;

d(1)=d 2)=d 3)=d (4 =1

dt(1) =d*(2)=d*(3) =d*(4) =2

d(1) =d(2)=d3)=d4) =3

dt(1) =d*(2)=d*3)=d*(4)=2-1=1
Ayrica diam(T) = 1 olur.

Tanmm 2.4.7. Bir ' = (G,0) isaretli grafinda U € V(G) olsun. U ve V (G)\ U
kiimelerindeki kenarlarin isaretlerinin ayni birakilmasi ve bu iki kiime arasinda yer alan
bitin kenarlarin isaretlerinin ters gevirilmesi islemine switching denir. T' grafindan, U
kiimesine gore switching islemi uygulanmasi ile elde edilen isaretli graf TVY ile
gosterilir. Yani U ile V (G) \ U kumeleri arasinda bir e kenar1 var ise ov (e) =
—or (e) olur. Aksi takdirde opv (€) = o (e)’ dir. T ve T'V isaretli graflarina switching

denk denir ve T ~ I'V ile gosterilir [16].

Ornek Asagida T'= (G, 0) isaretli grafinda U={1,4} ve V (G) \ U = {2,3} olacak
sekilde nokta alt kiimesi secilerek yapilan switching isleminden elde edilen I'V isaretli

grafi gosterilmistir.

1 1:)\
LY
Y
Y
Y
4 2 &L 12
b
Y
Y
\.
Y
3
r rv

Sekil 2.32. Isaretli grafa switching islemi uygulanmasi

Teorem 2.4.2. Bir isaretli graf dengelidir ancak ve ancak full-pozitif isaretlemesi ile

switching denk olur [16].
Tamim 2.4.8. Bir I = (G, o) isaretli grafinin komsuluk matrisi,

B _(o(vi,v), eBer v;~v;
A(F) - [aij] _{ 0 , eger v; + vj
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Ornek

Sekil 2.33. Isaretli grafin komsuluk matrisi ve spektrumu

Yukarida gosterilen I' = (G,0) isaretli grafinin komsuluk matrisi ve komsuluk

matrisinin spektrumu;

0 +1 0 0 -1
[+1 0y —1 40 +1]
AD=l0 -1 0 +1 -1 wve
[0 0 +1 0 +1J
-1 41 -1 +1 0
x -1 0 0 +1
-1 x +1 0 -1
char(AD)X® =|0 +1 x -1 +1|=x"-7x*+2x>+11x—6
0 0 -1 x -1
+1 -1 +1 -1 «x

= (x—2)(x* + 2x3 — 3x? — 4x + 3 seklindedir.

spec(A(F)) = {2,\@2_1, —\/5—1’\/1_2—1’—\/?—1} olur.

Tanmm 2.4.9. Bir I = (G, 0) isaretli grafinin komsuluk matrisi A(T) olsun. Komsuluk

matrisi —A(T) olan isaretli grafa, I' grafinin negatifi denir ve T ~ ile gosterilir [18].

Tamm 2.4.10. T ve I'Y switching denk iki isaretli graf olsun. S;; = diag (sq,53,...,5p)

switching matrisi;

+1, i€ U; .
S = ile tanimlanir.

-1, ieT\U.
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Oyle ki burada A(T'Y) = S, A(T) Sy esitligi vardir [16].
Not: Switching denk iki isaretli grafin komsuluk spektrumlari ayn1 olur [16].

Teorem 2.4.3. Kok graft ayni olan iki isaretli graf switching denktir ancak ve ancak

ayni pozitif dongii sinifina sahiplerdir [16].

Teorem 2.4.4. T ve I'V switching izomorf iki isaretli graftir ancak ve ancak kok graflar

arasinda tiim dongiilerinin isaretlerini koruyan bir izomorfizma vardir [16].

Tammm 2.4.11. Eger herhangi I' = (G, o) isaretli grafina belirli bir M matrisine gore
kospektral olan tum isaretli graflar, ayn1 zamanda switching islemine gore I' grafina
switching izomorf oluyorsa; I' ya M(G) matrisinin spektrumu tarafindan switching

islemine gore belirlenebilen bir graf denir [16].

Tamim 2.4.12. Bir n mertebeli T' = (G, o) isaretli grafinin A(I') komsuluk matrisinin
ozdegerleri A4(I') = A1,(I') = -+ = A,(I") biciminde siralansin. ' isaretli grafinin

komsuluk matrisinin en biiyiik 6zdegerine indeks denir [16].
Not: A(T') simetriktir ve simetrik matrislerin biitiin 6zdegerleri reeldir [16].

Not: T, en az bir kenar igeriyorsa; oyleyse A,(I') > 0 > 1,,(I')’dir ve 6zdegerlerin
toplamu sifirdir. Genel olarak indeks A;(I") spektral yarigapa esit degildir. p(I') =
max{|1;|: 1 <i < n} = max{A,,—4,}’dir. En az {i¢ noktali kenarlar1 tim negatif

isaretli olan bir tam grafin 6zdegerleri A = --- = 1, ve 4,, = —(n — 1)’dir [16].

Teorem 2.4.5. (Spectral Moments) Bir ' = (G, o) isaretli grafinin komsuluk matrisinin
Ozdegerleri 1; = 1, = -+ > A,, bigiminde siralansin. W,f, k uzunlugundaki pozitif ve

negatif kapali ylirliyliglerin sayis1 arasindaki farki gosteriyorsa, Wk_ =y" ., A¥ olur [16].

Teorem 2.4.6. (Eigenvalue Spread) T = (G, o) isaretli grafin spektral yaricapi p(T')
olsun. Oyleyse p(I) < p(G) olur [16].

Teorem 2.4.7. (Cauchy arada olma) I' = (G, o) isaretli graf ve T — v, T grafindan v
noktasinin silinmesiyle olusan isaretli graf olsun. A;’ler komsuluk matrisinin 6zdegerleri

ise, 4,(1) = 4,(T—v) = 4,00 = 4, —v) ==, (T —v) = 1,()olur [16].
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Onerme 2.4.1. T isaretli grafin 6zdegerlerinden asagidaki durumlar elde edilir:
I.  nokta ve kenar sayilari;

ii. g noktali pozitif ve negatif dongiilerin sayis1 arasindaki fark (%Z 3);
lii.  p uzunlugundaki pozitif ve negatif kapali yiiriiylslerin sayisi arasindaki fark

(X 2%) [16].

47



3. BOLUM

En Fazla iki Adet Ozdegeri ¥1’den Farkh Olan Baz: Isaretli Graflar

Bu tez galigmada en fazla iki adet 6zdegeri +1°den farkli olan isaretli graflarin kiimesi
ile ilgili literatrde yer alan ¢alismalar incelenmistir. Yapilan incelemeler sonucunda,
literatlirde var olan tiim sonuglar {i¢iincii ve dordiincii boliimde derlenerek sunulmustur.
Oncelikle, bu ézellige sahip tiim isaretli graflarin kiimesi G ile gosterilmistir.

G kiimesi; switching, negatifini alma, izole kenar ekleme veya silme islemleri altinda
kapali olur [18]. G’de yer alan graflardan, isaretlendirilmemis bir grafa switching
izomorf olan graflar ve onlarin negatifleri de belirlenmistir. Fakat yine de G’de halen
daha ¢ok sayida graf bulunmaktadir ve bunlarin belirlenebilmesi isaretsiz grafin
durumuna gore ¢ok daha karmasiktir.

Calismamizda kullanilan 1 = [1,1,...,1] ve 0 = [0,0, ...,0] vektorlerdir.

3.1. G Kiimesindeki Baglantisiz Isaretli Graflar

Isaretsiz graflar igin iyi bilinen bir sonucu genelleyen lemma asagida verilmistir.

Lemma 3.1.1. Isaretli bir T = (G, 0) grafinin en kii¢iik 6zdegeri -1’e esit ise, G baz

grafi tam graflarin ayrik birlesimi formundadir [18].

Ispat P; grafinin her bir isaretlenmis formu i¢in spec ( P3) = {—V/2,0,++/2 }olur.
[’nin en kiiglik 6zdegeri -1 oldugundan, Cauchy arada olma teoremi yardimiyla, G nin
P; iceremeyecegi goriilir. Bu da G’nin her bileseninin tam graf oldugu anlamia gelir

[18]. m

Bu lemmay1 kullanarak agagidaki iki sonucu kolayca ispatlanir.

Onerme 3.1.1. Isaretli bir I' = (G, o) grafinin biitiin 6zdegerleri F1°dir ancak ve ancak

G baz grafi K, lerin ayrik birlesimi formundadir [18].
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Ispat  K,’lerin ayrik birlesiminde tiim olas1 isaretlemeler icin tiim 6zdegerlerin F1’e
esit oldugu agiktir. Tersine bakilirsa; I' grafinin tiim 6zdegerlerinin F1'e esit oldugu
kabul edilsin. O zaman, Lemma 3.1.1.’den I"’nin tiim bilesenleri isaretli tam graflar olur.
["'nin m noktali herhangi bir bileseninin komsuluk matrisi A olsun. Buna gore,
iz(A?) = m.(m — 1) dir. Diger yandan, A’nin tiim dzdegerleri ¥1 oldugundan A2 nin
Ozdegerlerinin toplami m’ye esit olmalidir. Bu da m.(m—1) =m yani m =2

anlamina gelir [18]. m

Onerme 3.1.2. n noktali ve baglantih T' = (G, o) isaretli grafinin yalnizca bir 6zdegeri
+1°den farkli olsun. Bu durumda, T ya da I'", n # 2 olacak sekilde bir tim pozitif

isaretli (full positive) K;, tam grafina switching izomorftur [18].

Ispat T ya da I'’nin en kii¢iik 6zdegerinin en az -1 oldugu aciktir. Boylece Lemma
3.1.1.’den I"nin baz grafi G = K,, olur. I"dan keyfi bir v noktasi se¢ilsin. v noktasini
iceren tiim pozitif kenarlarin noktalarmin kiimesine v noktasim1 da dahil ederek
switching islemi uygulansin yani v’yi igeren tiim kenarlar pozitif yapilsin. Olusan yeni
graf I'; olsun. I'; grafindan v noktasinin silinmesiyle elde edilen indirgenmis alt graf
I — v ile gosterilsin. Eger I} — v’de yalnizca pozitif (ya da negatif) kenarlar varsa I'; =
K, olacaktir. Yani I, K;’e switching izomorftur.

Bu yuzden, n > 4 ve T} — v’de bir pozitif ve bir negatif kenar oldugu kabul edilsin.
v,w,x,y €V olmak lzere {w, x} pozitif kenar; {w, y} negatif kenar olsun. Eger {x, y}
kenar1 pozitif ise H;, {x,y} kenar1 negatif ise H, grafi olugsun. spec(H;) =
spec(H,) = {¥1,FV5} oldugundan I; — v grafi yalmzca pozitif ya da yalmzca negatif
kenarlar icerir. Bu da I' grafinin (ya da I'” grafinin) K,,’e switching izomorf oldugu

anlamina gelir [18].m

Teorem 3.1.1. T = (G,0) € G, baglantisiz ve izole kenar icermeyen bir graf olsun. O
zaman T, tim pozitif isaretli tam grafa ya da negatifine switching izomorf olan iki
grafin ayrik birlesimidir [18].

Ispat T baglantisiz graf oldugundan en az iki bilesene sahiptir. Ayrica izole kenar da

icermediginden her bileseninde F1°den farkli 6zdegerleri vardir ve Onerme 3.1.2.’den
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dolay1 sonug agiktir [18]. m
3.2. G Kumesindeki Isaretli Tam Graflar

Isaretli bir tam grafin komsuluk matrisi, isaretlendirilmemis baska bir grafin Seidel
matrisine karsilik gelir (-1’ler komsuluk durumunu temsil eder). Birbirine switching
izomorf olan isaretli iki tam grafin komsuluk matrisleri S; ve S, olsun. Bu durumda
Seidel matrisleri S; ve S, olan graflarda switching denk olurlar [18].

Bu bolimde G’deki tiim isaretli tam graflar (buna denk olarak en fazla iki Seidel
Ozdegeri +1°den farkli olan tim graflar) belirlenecektir. Bunun i¢in m>1, [ >0
olmak tizere her bir eleman1 ¢ = K, + [K; formunda olan graflarin ve tiimleyenlerinin
bulundugu kiime H ile gosterilsin. Bu kiime en fazla {i¢ noktaya sahip tiim graflar
icerir. DOrt noktaya sahip graflardan bu kiimede olmayanlar asagidaki sekilde

gosterilmistir [18].

i dheE e
o —o
Hyp H, H, H; H

Sekil 3.1. H kiimesinde olmayan dort noktal1 graflar

4

Lemma 3.2.1. Bir G grafinin H’da olmas: i¢in gerek ve yeter kosul Sekil 3.1.’de

verilen graflarin G’nin indirgenmis alt grafi olmamasidir [18].

Ispat =: G € H ise G’'nin Hy, Hy, H,, H3, H, graflarinm higbiri indirgenmis alt graf
olarak iceremeyecegi agiktir.

«<: Nokta sayist n Uzerinden tiimevarim yoluyla ispatlanir. n < 4 igin agiktir. G, n = 5
mertebeli bir graf olsun ve H,, Hy, H,, H3, H, graflarin1 indirgenmis alt graf olarak
icermesin. G’den bir v noktasinin silinmesiyle elde edilen n — 1 noktali indirgenmis alt
graf G, olsun. Tiimevarim hipotezine gore G, € H’dir. Buna gore 1 <m <n-—2
olmak lzere G, = K,, + (n —1 —m)K; bi¢ciminde oldugunu varsayabiliriz (ya da
G, ’nin tiimleyeninin, her iki durumda da Hy, H;, H,, H3, H, graflarinin tiimleyenleri
yine Hy, Hy, H,, Hs, H, graflar olur).
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Oncelikle m = 1 igin bakilsm. Bu durumda G, grafinda hi¢ kenar yoktur. v noktasinin
G, grafinda en az iki noktaya komsu olmasi ve bir noktaya komsu degil olmasi1 durumda
G, H,; grafin1 indirgenmis alt graf olarak icerir. Bu ¢eliskiden dolay1 v, G, ’nin tim
noktalarina ya da en fazla bir noktasina komsu olabilir. Bu da G € H demektir.

2 <m < n-—2 i¢in incelensin. v, G, grafindaki bir izole olmayan komsu olursa; G,
Ho, H,, H; graflarimi igerir. Bu yiizden, v noktasinin K, nin tiim noktalarina komsu
olmayip en az bir noktasina komsu olmasi1 durumunda ise G grafi ;i igerir. Buna gore
v noktasi K, nin ya hi¢bir noktasina komsu degildir ya da tiim noktalarina komsudur.
Boylece G =K,,;1+(n—1—-—m)K; olur ki bu da G € H demektir ve ispat

tamamlanir [18]. m

K,, + LK; formundaki bir gafin Seidel matrisi,

sm= [ ] ve

spektrumu {—1-1, 11 2 (1 — m F VmZ + 17 + 6ml — 4m — 4L + 4)} (3.1)

olur [18].

Eger G € H ise, G ya da timleyeninin Seidel matrisinin spektrumu yukaridaki gibidir.
Boylece H’daki herhangi bir grafin en fazla iki Seidel 6zdegerinin +1’den farkli
oldugu goriiliir. Bunun tersinin de dogru oldugunu sdyleyen kuvvetli sonu¢ asagidadir

[18].

Teorem 3.2.1. G en fazla iki Seidel 6zdegeri [—1,+1] aralig1 disinda kalan bir graf
olsun. Bu durumda G, H’daki bir grafa switching denk olur [18].

Ispat G’nin bir v izole noktasini icerdigini varsayalim ve G — v = G,, ile gosterelim.
G, € H oldugunu ispatlamak i¢cin Lemma 3.2.1. kullanilacaktir. G,,’nin dort mertebeli
herhangi bir indirgenmis alt grafin1 H ile gosterelim. Bu durumda H + K;’ de G’nin bes
mertebeli bir indirgenmis alt grafi olur. Buna gore, Cauchy arada olma teoreminden

H + K;’in en az ii¢ Ozdegeri [—1,+1] araliginda kalmahdir. H; + K;’in Seidel
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spektrumu; i = 2 icin {—\/52, 0,+V5 } ve i =0,1,2,3,4 icin F{—12, 3,% (-1¥V17)}
olur. H # Hy,...,H, tiir yani G, € H olur. Bu da G € H demektir. G izole nokta
icermiyorsa, v’ye gore (v’yi ve komsu olmadigi noktalari da dahil ederek) switching
islemi uygulanarak G € H elde edilir [18]. m

Aciktir ki; G’deki bir isaretli tam I' = (G, o) grafinin komsuluk matrisi A, H’deki bir
grafin Seidel matrisine karsilik gelir. Béylece A, yukarida verilen S,,; matrisine
switching denk olur. Ayni zamanda S, ; ve —S,, ; switching denk oldugundan asagidaki

sonuc elde edilir [18].

Sonug 3.2.1. G’deki bir isaretli tam graf ' olsun. O zaman I', komsuluk matrisi S, ; olan

bir isaretli grafa switching izomorftur [18].
Lemma 3.2.1., Teorem 3.2.1., Sonug 3.2.1.’den asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.2. G’de yer alan isaretli bir tam graf switching islemine gore spektrumuyla
belirlenebilirdir [18].

Ispat T = (G,0) , n mertebeli komsuluk matrisi A ve 6zdegerleri sirasiyla A4,..., 4,
olan isaretli bir graf olsun. Bu durumda }; A? = iz(4?) < n(n— 1) olur ve burada
esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul G grafinin tam graf olmasidir. Eger I'nin
spektrumu (3.1)’de verilen bicimde ise [ ve m belirlidir ve Y; 1 = n(n — 1) olur.
Oyleyse T grafi G’de yer alan isaretli bir tam graftir. Bu durumda Sonug 3.2.1’den T

grafinin komsuluk matrisi S,,, ; matrisine switching denk olur [18]. m
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3.3. G Kiimesindeki Tki Parcah Isaretli Graflar

G’de iki parcali baglantili bir isaretli graf I' = (G, o) olsun. I’'nin komsuluk matrisi A
ise,

0O N

A= [NT 0

T
] ve A2=[N]0V NQN] olur [18].

Burada iki parcali isaretli graflarda, T' ve '™ switching izomorf olur. Ozel olarak A ve
—A ayn1 spektruma sahiptir. A’nin eger bir 0 6zdegeri varsa en kiigiik 6zdegeri —1’e
esit olur ve Lemma 3.1.1.°den G = K, olur. A, tekil degil ise, N bir kare matristir.
Dahast e@er, G # K, ise A%’nin en fazla iki o6zdegeri 1’den farklidir. Bu da
rank(NNT —I) = 1 oldugu anlamma gelir. Van Dam ve Spence [21]’de baglantil1 iki
parcali isaretlendirilmemis bir G grafi i¢in eger G € G ve G # K, ise N matrisinin

asagidaki formlarindan birinde olmasi gerektigini sdylemislerdir.
J—I ] ] [1 1T]
= = = -_ >
N [ o J-1 veya N 11, ,veya N=] -1, (m=>=3) (3.2

Bu (i¢ durumda G’nin spektrumlari sirasiyla;

{=15,15, F4}, {1414, F3} ve {—1™" 1, 1™ 1 F(m — 1)} olur [18].

Isaretli bir ' grafi yukaridaki {ic durumdan birine switching izomorf ise, G de iki parcali

baglantili isaretli bir graftir. Ayn1 zamanda bu durumun tersi de dogrudur [18].

Teorem 3.3.1. TI'=(G,0) €G baglantili ve iki pargali bir graf ise, G’deki

isaretlendirilmemis baglantili ve iki pargali bir grafa switching izomorftur [18].

Ispat Van Dam ve Spence [21]’de verilen, isaretlendirilmemis durum igin uygulanan
adimlar takip edilsin. G = K, ise durum agiktir. G # K, olsun. O zaman N matrisi en az
iki satir igerir. N matrisinde agirliklar1 sirasiyla k; ve k, olan farkli iki satir1 r; ve r; ile
gosterilsin. Genelligi bozmadan, r;’in negatif bilesen icermedigi ve N matrisindeki

higbir satirm agirliginin  k,’den kiiciik olmadig: kabul edilsin. O zaman NNT — [
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asagidaki esas alt matrise sahiptir;

ky — 1

X
B_ X kz_l’

burada x = ry7,".

x > 0 kabul edilebilir (aksi takdirde r, ile —r, yer degistirilebilir). rank(NNT —1) = 1
oldugundan B tekildir ve boylece,
(ky — 1)(k, — 1) = x? olur. (3.3)

Burada bir ¢6ziim x = 0 ve k; = 1 olur. Fakat bu durumda T isaretli grafi baglantisiz
olur. x <1 oldugu agiktir. Eger x = k; ise (3.3)’teki denklemden (x — 1)(k, — 1) =
x?,yanik, = x+ 2+ 1/(x — 1) olur ki bu durumda x = k, = 2 ve k, = 5'tir.

Oncelikle k; > 3 alinsim. O zaman x # k, yani x < k; — 1 ve (3.3)’teki denklemden
x =k; = k, — 1 olur. Boylece, N matrisinin biitiin satirlariin agirliklart k; olur. N
matrisinde yer degistirme ve switching iglemleri uygulayarak r; ve r, satirlar1 agsagidaki

forma getirilir;

)= 3

Y
[
o M
_ o
o o
o o
° 2

N matrisinde r; ve r, satirlarindan farkli bir satir r3 olsun. (k; = 3 oldugundan ve N
bir kare matris oldugundan, N matrisinin en az {i¢ satir1 vardir) O zaman ry73T = k; — 1
(eger Ty75" negatif ise r3 ile —ry yer degistirilebilir) ve 1,737 = +(k; — 1) olur. Bu
durumda 73 i¢in asagidaki olasiliklarin varligina yol agar. (Burada k; >3 durumu

kullanilir);

- O
- O
o -+
—_
(e}
- (e}
ed
<
@D
<
QD

[lk durum bir kare matrise tamamlanmasi miimkiin degilken ikinci durumda ise,
m=(k;+1)veN =] — I, olur.
Simdi de k; = 2 durumu incelensin. Bu durumda N matrisinin her bir satirinin agirligi

2 veya 5°tir. Eger N matrisinde her satirinin agirhigr 2 ise, herhangi iki farkli satirin ig¢
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carpimi +1 olur ve birbirine denk olmayan iki durum olusur;

1 1 0 1 1 O
N=|[1 0 1 veya N= |1 O 1]
0 1 1 0 1 -1

rank(NNT —I) = 3 oldugundan ikinci durum olusmaz. Boylece bazi satirlarin agirhig
2, bazi satirlarin agirligt 5 olur. Agirlig1 2 olan bir satirla agirligi 5 olan bir satirin i¢
carpiminin 2 oldugu; agirligi 5 olan iki satirin i¢ ¢arpiminin +4 oldugu ve agirligt 2
olan iki satirin i¢ ¢arpiminin +1 oldugu goriiliir. Eger tek bir satirin agirhigi 5 ve diger
satirlarin agirliklart 2 ise denklikten dolay1 sadece (3.2)’deki ikinci tip N matrisi olusur.
Eger iki veya dort satirin agirh@i 5 ise ¢oziim yoktur. Fakat {i¢ satirin agirhigr 5 ise

(3.2)’deki birinci tip N matrisi olusur [18]. m

3.4. G Kiimesindeki Baz1 Diger Isaretli Graflar

Burada Onceki bolimlerde yer almayan G’deki bazi isaretli graflar sunulacaktir.
i+j=m+1iken R, (ij) = 1 ve diger durumlarda R,,(ij) = 0 bigiminde tanimlanan

m mertebeli ters birim matris R,,, ile gosterilsin. R,, nin tiim 6zdegerleri +1°dir [18].

Teorem 3.4.1. Asagida verilen matrisler G kimesindeki 3.1. bélumde, 3.2. bolumde ve

3.3. boliimde verilen durumlar disindaki baz isaretli graflari temsil etmektedir.

.y
A1=[]]m _{?21 , (m1=1)

Spektrumu:{—1+™2,1,2 (m — 2 + /m(m + 8D))}

Spektrumu: {—1m+-1 1M+ /1 + 4ml}

55



J-1., 1 1 o0
1T o 1 -1T

A3 = 1T 1 0 1T ' (m,l 2 1)
0 -1 1 I,—J

Spektrumu:{—1™,1, -1 —1,m + 1}

J—=In ] O J
R 0 0
A4 = é 02 _RZ _] ) (m;l = 1)
J o -] Li—]

Spektrumu: {—171, 15412 (m — 1 + VmZ + [2 + ml + 4m + 4L + 4)} [18].

Ispat i =1,..,4icin A; nin verilen blok formlar1 birer esit pargalanisa karsilik gelir.
Boylece A;’nin iki ¢esit 6zdegeri olusur; bunlardan birinin 6zvektorii pargalanisin
karakteristik vektorleri tarafindan gerilen V uzayindadir, digerinin 6zvektori ise V

uzayina ortogonal olur. Birinci tip 6zdegerler asagidaki boliim matrislerinin 6zdegerleri

0 m—1 2 0 l
-1 m 1 0 0
l ' 0 0o -1 -l
1-1 m 0

olur;

[m—l 21 [1 2[] mT;1 (1)
m —1'2m -1 m 1
0

_ O R =

Bu matrislerin 6zdegerleri sirasiyla;

G(m-2+mm+8D)}  {+VI+aml} , {(x1,—1-1,m+1}ve

{#1,2(m — 1 + Vm? + 2+ 6ml + 4m + 41 + 4) } olur.

Ikinci tip 6zdegerler bloklarin bazilarina + ] eklendiginde ayni kalir. Yani ayni

zamanda agagida verilen matrislerin 6zdegerleri olur;

L, 0 0 O -, 0 0 O
-1, O Ry, O oT 0 1 oT O R, O O
[0 —Rzz]’ 0 —Rzl]’loT 1 0 oT‘ ’ IO o I, 0
0O 0 0 I 0O 0 0 |

Burada tiim 6zdegerlerin +1” esit oldugu agiktir [18]. m
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Teoremde yer alan isaretli graf Orneklerinin negatifinin alinmasiyla ya da bu isaretli
graflara switching islemi uygulanmasiyla olusan graflarinda G’de yer aldig1 agiktir.
Yalnizca, A; matrisinin temsil ettigi graf m = 1 iken baz grafina switching izomorftur
(Bu aslinda friendship graftir.). Digerleri ise tiim pozitif isaretli bir grafa ya da
negatifine switching izomorf degildirler. A; ve A, ’nin baz graflar1 da yine G’ de yer alir.
Fakat A; ve A,’lin baz graflar1 i¢in ayn1 durum gegerli degildir. Ayrica m = 2 igin A,
ile m = 1igin A, esit olurlar [18].

Zoran Stani¢ [23]’de sekiz noktaya kadar baglantili ve birbirine denk olmayan tim
isaretli graflar1 lretmistir ve spektrumlarini hesaplamigtir. Stani¢’in listesini kontrol
ederek mertebesi 1°den 8’e kadar birbirine denk olmayan isaretli baglantili graflarin
sayisinin  swrastyla 1,1,2,4,8,14,20,29 oldugu bulunmustur. Bu durumda burada
verilenlerin disinda en fazla 8 noktaya sahip yalnizca dort isaretli graf mevcuttur. Bu

isaretli graflar asagidaki figiirde verilen iki graf ve onlarin negatiflerinden ibarettir [18].

0 0

Spektrum {{-1%,1%,2 (1 + V41)} Spektrum {—13,13, +2v2}

Sekil 3.2. Isaretli graflar
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4. BOLUM
iki Adet Ozdegeri +1'den Farkh Olan ve Tam Olmayan Isaretli Graflar

Baglantisiz graflar, isaretli tam graflar ve en fazla bir adet 6zdegeri +1'den farkli olan
graflar Gglncl bolimde verilmistir. Bir isaretlendirilmemis grafa ya da negatifine
switching izomorf olanlar [19]’de smiflandirilmistir. G’deki isaretli graflarin tiimiiniin

belirlenmesi sureci ise [22]’de tamamlanmustir.

Teorem 4.1. G = (V,E), G € G olacak sekilde bir isaretlendirilmemis graf olsun. G

grafi asagidaki komsuluk matrisleri ve spektrumlari ile temsil edilir.

[,0 ]_01’"] ,(m=3)

_Im

Spektrumu: {+(m — 1),1m"1, —1m~1}

[]_]I“ RJZk] L (a=1,k=>2)

Spektrumu: {% + %\/az + 8ak —4a + 4 ,1F°1, _1a+k—1}

Ry ]
] RZm

Spektrumu: {1 £ 2vIim ,1t+m=2 —1t+m}

],(lZmZZ)

e ol v=; g]y""da’vz[jzls 1—]13]

Spektrumu: {43, 14, —1%},{+4, 15, —15}

] —1Iq ] 1
[ ] J—1, O] , (a,b) =(6,5),(4,6) yada (3,8)
1T oT o

Spektrumu: {4 + 2v10 , 1%, -1°},{7 £V129/2,1%,—18},{4 £ V37 , 1%, -1}
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] =1 J 0
Ji 0 J—In|, (a,m)=(3,5) yada(4,4)
0 -1, 0

Spektrumu: {(1 £v129)/2,15%,—1°},{1 + 27 , 1%, -1} [19].

Teorem 4.2.T = (G, 0), iki adet 6zdegeri +1'den farkli olan, baglantili ve tam olmayan
isaretli bir graf olsun. O zaman I ya da negatifi I'", G’deki isaretlendirilmemis bir grafa
switching izomorf olur ya da asagidaki matrisler tarafindan temsil edilen isaretli bir

graftir.

- Im
A = [] J —1{?21 , (m1=2)

Spektrumu:{ =142, 1,2 (m — 2 + /m(m + 8D)}

Rom
A2=[; _{?21 1= 2)

Spektrumu: {—1m+=1 1M=L /1 + 4mi}

J—-1I, 1 1 O
1T 0 1 -—-1T

Ay = IT 1 o0 1T ,(m,1>1)
0 -1 1 I,—]J

Spektrumu:{—1™,1, -1 —1,m + 1}

J—Ln ] o ]
J L-=] 0 ]
] O R, O !
0 J] 0 -R,

A, = (m,1=1)

Spektrumu: {—1”‘*1, 1“’1,%(m —ltVm2+ 12+ 6ml+4m+ 41+ 4)}

J—Im ] J
As = Ji =1 0 , (k=2,(mD) = (3,8),(4,6) yada (6,5))
J 0 ILk—]
Spektrum;

{-1°,1%2(9 — k + VkZ+ 26k + 121 )}
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1
{—18, 1",5(8 — k + k% + 28k + 100 )}

1
{-1°,1%2(9 - k + VkZ+38k + 121)},

J—Im ] J
Ae=| J L—=] 0] , (mz=1(k) =(34) yada(43))
J O Ry
Spektrum;

1
{—1m+4, 15,§(m —1+Jm2+42m+9 )}

1
{—1m+3, 15,§(m — 2 ++/m? + 40m + 16 )}

Rom ] J
J -1 0 ] , (m=1,(k) =(3,3)yada(4,2))
J 0 =Ry

Spektrum;

1
{—1m+4, mes, 2 (1+vV8m+1 )}
{—1m+4,1m*2, 1 + 2v4m + 1}

A7=

R, ] 1 0
] Im—J] 0 ]
= >
Ag 1T 0T o oT , (m=1)
0 ] 0 —R,

Spektrumu; {—13, 1m+2,%(1 —m+vVm? +22m + 9)}

Roym ] J 0
J] R, 0 1

Ay = ] 02 R, 0 , (m>1)
1 0oT 1T o

Spektrumu; {—17+2,1m+1,2 (1 £ v32m + 9)

-1, J 0 0
0 -1

mo=| 5 0 LM (i -eayedaes)
o J-I, o0 0

Spektrumu; {—1°,1°, +6}
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] - Im ] ] 0
I, — 0
A = f 0 ! o ] Z 11\ , ((m, ) =(3,4),yada (4,3))
0 J ]—1 0

Spektrumu; {—16,16, +3v5},{—1°,1°,+2V13 }

J hL—=] O J
J 0 J—IL ]
0 J I =]

(m, L k,j) = (6,3,3,6),(6,6,3,3),(6,4,3,4), (44,44))
Spektrumu; {—1°, 1%, +v109 }, {~1°,1%, +10}, {~17,1% 2 (-1 + 3v4T)}
)] {_171 171 ig}

Ay =

J=lIn ] J 0‘

J—Im ] 0O 0

s | 1 Ra 1
13 0 Jj IL,—J] O
0

OT 1T OT
((m,) = (6,2) yada (5,3) )
Spektrum; {-17,16,2 (1 £ V241)},{-17,17, +6v2}

J—Im ] 0
A= J —Ry ] | . ((mD=(62)yada(53))
0 ] Ry

Spektrum {—17,1%,1 + 2v13} {17,152 (1 + v249)}

J—Im ] J 0
a.-| 1 nh=1 0 J ‘
N O Ry ]

0 J ] Ry

((m, Lk, j) = (3,3,3,3),(4,3,3,2)yada (4,4,2,2))
Spektrumu; {—18, 18, i\/ﬁ},{—lf‘, 17,%(1 + \/313)},{—17, 17, +V73}
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R, J ] 0
a1 R0y
=17 0 0 I

0 J I, 0
Spektrumu; {—1%,1%, +V17}

R, J J 1 0 O
J] -R, 0 0 J 1
4 J] 0 R, 0 J O
771" oT o o oT o
o J J 0 —-R, O
LoT 1T oT 0o 0T o

Spektrumu; {—1%,1%, +2v/5}

] =1Ly J 1 0
—R 0
A18 - :{T OTZI 0 ({T ’ ((ml l) = (4;3) ya da (3,4))
0 J] 0 -R,

Spektrumu; {-1°,1%,2(1 £ VI77)}, {~1°,1¢ +3V5}

R, Ji ]
] Ln—] O
A19 = ] 0 RZl
1T 0T oT
0 Ji ]

Spektrumu; {—1°,1°, +2v10} ,{—15, 16,%(—1 + SW)} [22].

SO OO M

0
J
J | . (m D =(33)yada(42))
OT
—R

2

Ispat  Yukarida verilen tiim matrislerin spektrumlar1 [18] ve [19]’da kullanilan
yontemle tespit edilmistir. Her A matrisi i¢in sunulan blok yapisi, bir esit parcalanis
olusmasini saglar (yani her blok sabit satir ve siitun toplamlarina sahiptir). A matrisinin
spektrumunun bir kismi, bolim matrisi olan Q’nun spektrumudur (bloklarin satir
toplamlarini igerir) ve dogrudan @ matrisinin +1°den farkli yalnizca iki adet 6zdegere
sahip oldugu kontrol edilebilir. A matrisinin kalan 6zdegerleri ise bazi bloklara |
eklenmesi ya da ¢ikarilmasi ile degismeyecektir. Bu islem uygulandiginda elde edilen

matrisin tiim 6zdegerleri +1’¢e esit olacaktir [22].
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Burada sunu belirtmek gerekir ki; yukarida verilen matris listesi kesisimden bagimsiz
degildir. Ornegin; A,, A3, A, ayrica m Ve I’nin yer degistirmesiyle de elde edilebilir.
Simetrik spektruma sahip bazi1 durumlar negatiflerine switching izomorf olurlar. Ayrica,
k=1 oldugunda As aslinda [19]’da yer alan Teorem 1(v)’de verilen (g
isaretlendirilmemis grafa karsilik gelir. Boylece [19]’da yer alan bu ii¢ bagimsiz graf
Oorneginin aslinda G’de yer alan sonsuz bir isaretli graf ailesinin bir pargasi oldugu
sOylenebilir [22].

[19]’daki Teorem 1(v)’nin ifadesinde yer alan oOzellige sahip isaretli graflarin

tamaminin bu listede yer aldig1 [22]’de ayrica detayl bir bi¢imde gosterilmistir. m
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5. BOLUM

SONUC VE ONERILER

Isaretli graflarm spektral agidan incelenmesi 6zellikle son on yilda ¢okga arastirilan bir
caligma alami haline gelmistir. Bu tez ¢alismasinin ortaya konulmasi i¢in yaptigimiz
arastirmalar sonucunda izlenimimiz, isaretli graflari spektral agidan incelenirken elde
edilen bilgi ve bulgular, isaretlendirilmemis graflarin spektral agidan incelendiginde
elde edilen bilgi ve bulgularla kiyaslandiginda ¢ok daha kisitli oldugu goriilmiistiir.
Ama yine de isaretlendirilmemis graflarin spektrasina dair cogu problem isaretli graf
spektrasina aktarilabilir.

Bu tez calismasinda 0zel olarak {izerinde durulan isaretli graflar en fazla iki adet
Ozdegeri +1’den farkli olan isaretli graflardir. Bu tiir graflarin belirlenmesi ve
simiflandirmasina dair literatiirde var olan ¢alismalar burada sentezlenerek sunulmaya
calisilmigtir.

[k olarak, en fazla iki adet 6zdegeri F1’den farkli olan isaretli graflar arasinda bu
kiimede yer alan sirasiyla baglantisiz graflar, isaretli tam graflar, iki parcali graflar ve
bunlarin spektral Ozelliklerinin  belirlenmesine yonelik ¢aligmalarin  derlemesi
yapilmistir. Sonrasinda ise bu kiimede yer alan tiim graflarin belirlenmesine dair
caligmalar incelenmis ve bu ¢aligmalardaki sonuglara da yer verilmistir.

En fazla iki adet 6zdegeri +1’den farkli olan isaretlendirilmemis graflara dair [19]’de
yapilmis olan smiflandirma c¢aligmasi [18] ve [22]’de isaretli graflara tasimmustir.
Dolayisiyla belli 6zdegerlere sahip graf siniflandirilmasi probleminin isaretli graflar i¢in
de caligilabilecegi bu ¢aligmalar sayesinde goriilmektedir.

Literatirde en fazla U¢ adet 6zdegeri —1’den farkli olan bazi isaretli graflarin
belirlenmesine dair gincel bir ¢alisma da mevcuttur [24]. Bu tlr cgalismalar belli
Ozelliklere sahip spektrumu bulunan isaretli graflarin smiflandirilabilecegine dair
literatlire Onciiliik eden c¢aligmalardir. Bu problemlerin devamimin da getirilebilecegini
gostermektedir ve bu tir c¢alismalarin yapilarak literatiirde isaretli graf

smiflandirilmasinin ¢ok daha genisletilebilecegi goriilmektedir.
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